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Vorrede, 


Das  Werk,  welches  hiermit  in  die  Öffentlichkeit  tritt,  ist  die 
endliche  Ausführung  eines  seit  lauge  geplanten  Unternehmens.  Bei 
der  Bedeutung,  welche  die  grossen  Schöpfungen  ßieniaun's  für  die 
Entwicklung  der  neueren  Mathematik  hiilje.ii,  gehören  die  meisten  der 
Rieniann'schen  Abhandlungen  zu  den  unentbehrlichsten  Jlülfsi.nitteln 
des  Mathematikers,  und  eine  Sammlung  seiner  Werke  durfte  daher 
einem  allgemein  gehegten  Wunsche  um  so  mehr  entgegen  kommen, 
als  die  meisten  derselben  im  Buchhandel  nicht  oder  nur  schwer  zu 
erhalten  sind.  Es  kommt  dazu  die  dringende  l'lliehl  gegen  die  Wissen- 
schaft, die  im  handschriftlichen  Nachlass  noch  verborgenen  Unter- 
suchungen und  Gedanken  der  Oe.H'entliehlaul  nicht  länget'  vorzuenthalten. 

Schon  im  Frühjahr  1872  war  daher  unter  mehreren  Freunden 
ftiemann's  der  Plan  zu  einer  solchen  Sammlung  entstanden  und  C  leb  seh 
hatte  mit  seiner  ganzen  Thaikral't  die  Leitung  des  Unternehmens  in 
die  Hand  genommen,  und  sich  mit  Dedekind  vereinigt,  in  dessen 
Besitz  nach  Iiiemann's  Wunsch  5er  handschriftliche  Nachlass  na-ji 
des  Verfassers  Tod  gekommen  war,  und  der  bereits  mehrere  Abhand- 
lungen aus  demselben  herausgegeben  hatte. 

Durch  den  beklagenswerthen  und  unerwarteten  Tod  von  Olebsch 
gerieth  leider  das  Vorhaben  in's  Stocken  und  blieb  längere  Zeit  gänz- 
lich liegen.  Als  mir  im  November  1874  Dedekind  im  Namen  der 
Frau  Professorin  Kiemann  den  Vorschlag  machte,  die  Leitung  der 
Herausgabe  zu  übernehmen,  bin  ich  nicht  ohne  schwere  Bedenken 
darauf  eingegangen.  Denn  obwohl  ich  von  dem  Umfang  der  damit 
verbundenen  Arbeit  damals  noch  keine  richtige  Vorstellung  hatte,  war 
ich  mir  der  zu  übernehmenden  Verantwortung  wohl  bewusst.  Nur 
die  Erwägung,  dass  im  Falle  meiner  Weigerung  die  Ausführung  aber- 
mals auf  lange  Zeit  hinausgeschoben  zu  werden,  wenn  nicht  gänzlich 
zu  scheitern  drohte,  half  mir  meine  Bedenken  überwinden,  und  so  ent- 
schloß ich  mich,  was  an  mir  läge,  zu  tlimi,  um  das  Unternehmen  zu 
einem  befriedigenden  Abschluss  zu  bringen,  da  Dedekind  mir  die 
Versicherung  gab,  mich  bei  der  Arbeit  nach  Kräften  zu  unterstützen, 
ein  Versprechen,  welches,  er  treulich  gehalten  hat. 
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IT  Vorrede. 

Die  von  Riemann  selbst  oder  nach  seinem  Tode  bereits  veröffent- 
lichten Arbeiten  wurden  revidirt,  hin  und  wieder  durch  einen  im  Nach- 

lass  aufgefunden  eil  Zusatz  bereichert,  und  in  kleinen  Ungenauigkeiten 
verbessert,  sonst  aber  in  unveränderter  Form  aufgenommen.  Nur  die 
Abhandlung  über  die  Flächen  vom  kleinsten  Inhalt  hat  in  Folge  einer 
von  K.  Hattendorff  auf  meinen  Wunsch  ausgeführten  TT  eher  arbeitung 
einige  wesentlichere   A ende run gen   erfahren. 

Von  den  im  Nachlass  enthaltenen  Entwürfen  fanden  sich  einige 
in  fast  druckfertiger  Form  vor,  andere  aber  in  einem  so  fragnieiit ari- 
schen Zustande,  dass  die  Verknüpfung  und  Darstellung  erhebliche 
Schwierigkeiten  machte.  Von  der  grossen  .Menge  nur  Formeln  ohne 
Text  enthaltender  Papiere  war  wenig  für  den  Druck  zu  verwerthen. 
Besonders  hervorzuheben  ist  unter  den  erste ren  die  Arbeit  über  den 
Rückstand  in  der  Leidener  Flasche,  welche  Riemann  schon  im  An- 
schluß an  die  MiÜheilung  in  der  Göttin  ge:r  Naturforscher-Versammlung 
zur  Publication  vorbereitet  hatte,  ferner  die  in  lateinischer  Sprache 
geschriebene  Beantwortung  einei'  Preisfrage  der  Pariser  Akademie  über 
isotherme  Curven,  welche  besonders  deshalb  von  hohem  Interesse  ist, 
weil  darin  Riemann's  Untersuchungen  über  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  mehrfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  in  den  Grund- 
zügen niedergelegt  sind  und  eine  merkwürdige  Verwendung  finden. 
Die  Darstellung  in  dieser  Abhandlung  ist  eine  äusserst  knappe,  und 
die  Wege,  auf  denen  die  endlichen  Resultate  erhalten  wurden,  finden 
sich  darin  nur  im  Allgemeinen  augedeutet.  Von  der  Ausführung  einer 
beabsichtigten  zweiten  eingehenderen  Darstellung  des  Gegenstandes 
wurde  Riemann  durch  seinen  Gesundheitszustand  abgehalten,  Dass  ich 
im  Stande  bin,  diese  schöne  Untersuchung  in  der  letzten  von  Riemann 
herrührenden  Redaction  zum  Abdruck  zu  bringen,  verdanke  ich  der 
Güte  des  beständigen  Seeretärs  der  Pariser  Akademie,  Herrn  Dumas, 
welcher  auf  ein  namens  der  Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
von  Herrn  Wühler  an  ihn  gerichtetes  Ansuchen  mit  der  dankens- 
wertesten Bereitwilligkeit  mir  das  Originalmam.iseript  zur  Verfügung 
stellte. 

Von  Riemann's  Untersuchungen  über  lineare  Differentialgleichungen 
mit  algebraischen  Coefficienten  Hegt  der  erste  Theil  in  ziemlich  druck- 
fertiger Form  von  Riemann's  Hand  vor  und  war  vermuthlich  zu  der 
Publication  bestimmt,  die  in  der  Abhandlung  über  Abebsche  Functionen 
angekündigt  ist,  aber  nicht  zur  Ausführung  kam.  Ein  zweiter  Theil, 
der  die  wahre  Verallgemeinerung  der  Theorie  der  hypergeo metrischen 
Reihen  enthält,  fand  sich  nur  im  ersten  Entwürfe  vor,  jedoch  so,  dass 
der  Gedankengang  vollständig  hergestellt  werden  konnte. 
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Ferner  ist  hier  noch  der  in  italienischer  Sprache  geschriebene  An- 
fang zu  einer  Untersuchung  über  die  Darstellbarkeit  des  Quotienten 
zweier  hyp  er  geometrischer  Reihen  durch  einen  Kettenbruch  zu  erwähnen, 
deren  Bearbeitung  H.  A.  Schwarz  in  Göttingen  übernommen  hat, 
dem  ich  hierfür  sowie  für  manchen  Ratli  an  anderen  Stellen  hier 
meinen  Dank  ausspreche. 

Obwohl  die  Vorlesungen  .Uiemnnn's  dem  ursprünglichen  Plane  nach 
von  dieser  Sammlung  ausgeschlossen  sind,  so  habe  ich  mich  doch  zur  Auf- 
nahmezweier kleinerer,  in  sich  abgeschlossener  Untersuchungen  über  die 
Convergciiz  der  p-ttteh  unendlichen  Theta-Reihe  und  über  die 
AbeTschen  Functionen  für  den  Fall  p  =  3  entschlossen,  bei  deren 
Bearbeitung  ein  von  G.  Roch  geführtes  Vorlesungsheft  zu  Grunde  ge- 
legt werden  konnte,  theils  wegen  des  grossen  Interesses,  welches  die 
Gegenstande  haben,  theils  weil  eine  zusa.nmienhilngende  V cröfi'entlichung 
dieser  Vorlesungen,  wie  es  scheint,  vorläufig  nicht  in  Aussicht  steht. 

Ich  erwähne  hier  noch  die  den  Anhang  bildenden  naturphilo- 
sophisehen  Fragmente,  welche  wenigstens  eine  ungelahro  Vorstellung 
von  dem  Inhalt  der  Spekulationen  geben  können,  denen  Riemann 
einen  grossen  Theil  seiuer  tledanken  arbeit  widmete  und  die  ihn  viele 
Jahre  seines  Lebens  hindurch  begleitet  haben.  Diese  Bruchstücke 
dürften  trotz  ihrer  Lückenhaftigkeit  und  Unvollstäiidigkeil  geeignet 
sein,  auch  in  weiteren  Kreisen  Aufmerksamkeit,  zu  erregen,  wenn  sie 
auch  nicht  viel  mehr  als  die  Anfänge  und  die  allgemeinsten  l.irund/üge 
einer  eigen thünil ich en  und  tiefsinnigen  Weltanschauung  enthalten. 

Eine  willkommene  Beigabe  für  die  Freunde  und  Verehrer  Kie- 
mann's  wird  endlieh  die  biographische  Skizze  sein,  welche  Dedekind 
auf  meinen  Wunsch  auf  der  Grundlage  von  Briefen  und  anderen  Mit- 
theihingen  der  Rieniann'schen  Familie,  unterstützt  durch  «eine  eigenen 
Erinnerungen,  vorfassl    hat. 

Was  die  Anordnung  des  Stoffes  betrifft,  so  ist  in  den  beiden 
ersten  Abtheihmgen  die  chronologische  Reihenfolge  streng  inne  ge- 
halten worden;  in  der  dritten  Abtheilung,  welche  den  Naohlass  enthält, 
konnte  diese  Anordnung  nicht  ganz  cousequent  durchgeführt  werden, 
theils  weil  sich  die  Entstelmngs/.eit  hier  nicht  immer  vollständig  fest 
stellen  liess,  theils  weil  die  mehr  ausgeführten  Untersuchungen  dem 
Fragmentarischen  vorangestellt  werden  sollten. 

Königsberg,  im  März  1876.  H.  Weiter, 
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I.  Grundlagen  für  eine  iillgemeiue  Theorie   der  I'unctioncn  einer  veränder- 
lichen compics.cn  Grösse.     (Inauguraldissertation,    Üüttingen  1861.)     .     . 

Anmerkungen  zur  vorstehenden  Abhandlung < 

II,  Ueber   die   Gesetze    der    Vertlieilung    von   Srjannungselcctrieitii.t    in    pon- 

derablen  Körpern,  wenn  diese  nicht  als  vollkommene  Leiter  oder  Nicht- 
leiter, sondern  als  dein  Enthalten  von  ^paumiügnelectneil.Lit  mit  end- 
licher Kraft  widerstrebe utl  be trachtet  werden • 

(Amtlicher   Bericht  über  die-  ;il.  Versammlung  deutscher   Naturforscher 

und  Aerzte   zu  Göttingen  im  September   1854.    Vortrag  gehalten  am 
21.  September  1854.) 

III.  Zur  Theorie  der  N  ubili'schen  Farben  ringe i 

(Aus  Poggendorff's  Annalcn  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  95.    28.  März 
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t. 

Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer 

veränderliche]!  complexen  Grösse. 

(Inauguraldissertation,  Göttiogen,  1861.) 

1. 

Renkt  man  sieh  unter  g  eine  veränderliche  Grösse,  welche  nach 
und  nach  alle  möglichen  reellen  Werthe  annehmen  kann,  so  wird, 
wenn  jedem  ihrer  Werthe  ein  einziger  Werth  der  unbestimmten  Grösse 
w  entspricht,  <u>  eine  Function  von  s  genannt,  und  wenn,  während  8 
alle  zwischen  zwei  festen  Werthen  gelegenen  Werthe  stetig  durch- 
läuft, w  ebenfalls  stetig  sich  ändert,  so  heisst  diese  Function  inner- 
halb dieses  Intervalls  stetig  oder  eoutinuirlich. {l} 

Diese  Definition  setzt  offenbar  zwischen  den  einzelnen  Werthen 
der  Function  ■  durchaus  kein  Gesetz  fest,  indem,  wenn  über  diese 
Function  für  ein  bestimmtes  Intervall  verfügt  ist,  die  Art  ihrer  Fort- 
setzung ausserhalb  desselben  ganz  der  Willkür  überlassen  bleibt. 

Die  Abhängigkeit  der  Grösse  w  von  8  kann  durch  ein  mathe- 
matisches (leset«  gegeben  sein^  so  dass  durch  bestimmte  Grössen- 
operationen  ?,n  jedem  Werthe  von  s  das  ihm  entsprechende  w  gefunden 
wird.  Die  Fähigkeit,  für  alle  innerhalb  eines  gegebenen  Intervalls 
liegenden  Werthe  von  s  durch  dasselbe  Abhängigkeitsgesetz  bestimmt 
zu  werden,  schrieb  man  früher  nur  einer  gewissen  Gattung  von 
Functionen  zu  (funetiones  continuae  nach  Euler's  Sprachgebrauch); 
neuere  Untersuchungen  haben  indess  gezeigt,  dass  es  analytische  Aus- 
drücke giebt,  durch  welche  eine  jede  stetige  Function  für  ein  gege- 
benes Intervall  dargestellt  werden  kann.  Es  ist  daher  einerlei,  oh 
man  die  Abhängigkeit  der  Grosse  w  von  der  Grösse  8  als  eine  will- 
kürlich  gegebene   oder  als   eine   durch   bestimmte    Grössenoperationen 
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bedingte  definirt.  Beide  Begriffe  sind  in  Folge  der  erwähnten  Theoreme 
congruent. 

Anders  verhüll,  es  sieh  aber,  wenn  die  Veränderlichkeit  der  Grösse 
2  nicht  auf  reelle  Werthe  beschränkt  wird,  sondern  auch  eomplexe 
von  der  Form  x  -\-  yi  (wo  i  =  ]/ —  1)  zugelassen  werden. 

Es  seien  %  -\-  yi  und  x  -f-  yi  -\-  dx  +  £yi  zwei  unendlich  wenig 
verschiedene  Werthe  der  Grösse  ,■;,  welchen  die  Werthe  u -\- vi  und 
zt  -f-  W  -f-  rZtt  -f-  ffei  der  Grösse  w  entsprechen.  Alsdann  wird,  wenn 
die  Abhängigkeit  der   Grösse  w  von  z  eine   willkürlich  angenommene 

ist,    das    Verhältniss    ,      .     ,'.  sich   mit  den  Werthen  von   dx  und  äy 
dx  +  dy%  ü 

allgemein  zu  reden  ändern,  indem,  wenn  man  dx  -f-  dyi  =  eef'  setzt. 

(I  u  -\-  di:> 

dx  -\-  ilyi 

ra»  _  8.    ,    /8»    ,    8»\  i  -|  d* -Jyi 

.   /"Su  _,    3w\    ,       /8s  _  8j*\  . 

i  [dx    '    Sy)    '    *  \8x        dy)  % 

wird.  Auf  welche  Art  aber  auch  w  als  Function  von  g  durch  Ver- 
bindung der  einfachen  Gross  eiioperatiüiie.u  bestimmt  werden  möge, 
immer  wird  der  Wertli  des  Differeiitiidipiotienten  -  von  dem  beson- 
dern Werthe  des  Differentials  de  unabhängig  sein*).  Offenbar  kann 
also  auf  diesem  Wege  nicht  jede  beliebige  Abhängigkeit  der  complexen 
Grösse  w  von  der  complexen  Grösse  z  ausgedrückt  werden. 

Das  eben  hervorgehobene  Merkmal  aller  irgendwie  durch  Grössen- 
operationen  bestimmbaren  Functionen  werden  wir  für  die  folgende 
Untersuchung,  wo  eine  solche  Function  unabhängig  von  ihrem  Aus- 
drucke betrachtet  weiden  soll,  zu  Grunde  legen,  indem  wir,  ohne  jetzt 
dessen  AUgemeingültigkeit  und  Zulänglichkeit  für  den  Begriff  einer 
durch  Grössenoperationen  ausdrückbaren  Abhängigkeit  zu  beweisen, 
von  folgender  Definition   ausgehen: 

*)  Diese  rielmuptunfr  ist  oil'enhar  in  allen  Füllen  tferceliifertigt,  wo  sieh  aus 
dem  Ausdrucke  von  w  durch  e  mitielst  der  Regeln  der  DiH'cvenüation  ein  Aus- 
druck von  —  durch  g  finden  lässt;  ihre  streng  allgemeine  <.'! liltiultcit  bleibt  für 
jetzt  dahin  gestellt. 
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Eine  veränderliche  complexe  Grösse  v:  heia 3 1  eine  Function   einer 

l  veränderlichen  eomplexen  Grösse  s,  wenn  sie   mit  ihr  sich  so 

ändert,  dass  der  Werüi  des   Din'crentialquotientcii  '.-    unabhängig   von 
dem  Werthe  des  Differentials  da  ist. 


2. 

Sowohl  die  Grösse  s,  als  die  Grösse  w  werden  als  veränderliche 
Grössen  betrachtet,  die  jeden  eomplexen  Werth  annehmen  können. 
Die  Auffassung  einer  solchen  Veränderlichkeit,  welche  sich  auf  ein 
zusammenhängendes  Gebiet  von  zwei  Dimensionen  erstreckt,  wird 
wesentlich  erleichtert  durch  eine  Anknüpfung  an  räumliche  Anschau- 
ungen. 

Man  denke  sich  jeden  Werth  x  +  yi  der  Grösse  e  repräsenti  vi 
durch  einen  Punkt  0  der  Ebene  A,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten 
x,  y,  jeden  Werth  m  +  #*  der  Grösse  w  durch  einen  Punkt  Q  der 
■Ebene  B,  dessen  rechtwinklige  Cüordinaten  u,  v  sind.  Eine  jede  Ab- 
hängigkeit der  Grösse  w  von  s  wird  sich  dann  darstellen  als  eine 
Abhängigkeit  der  Lage  des  Punktes  Q  von  der  des  Punktes  0.  Ent- 
spricht jedem  Werthe  von  s  ein  bestimmter  mit  s  stetig  sich  ändern- 
der Werth  von  w,  mit  andern  Worten,  sind  u  und  v  stetige  Functionen 
von  x,  y,  so  wird  jeden»  i'mikte  der  Ebene  A  ein  Punkt  der  Ebene  B, 
jeder  Linie,  allgemein  zu  reden,  eine  Linie,  jedem  zusammenhängenden 
Flächeustiicke  ein  zusaninienhiingendes  fliichenstiick  entsprechen.  Man 
wird  sich  also  diese  Aldmngigkeit  der  Grösse  w  von  $  vorstellen  können 
als  eine  Abbildung  der  Ebene  A  auf  der  Ebene  B. 


Es  soll  nun  untersucht  werden,  welch'.1  Eigenschaft  diese  Abbil- 
dung erhält,  wenn  tu  eine  Function  der  eomplexen  Grösse  e,  d.  h. 
wenn  -j-  von  Üs  unabhängig  ist. 

Wir  bezeichnen  durch  o  einen  unbestimmten  Punkt  der  Ebene  A 
in  der  Nähe  von  0,  sein  Bild  in  der  Ebene  B  durch  q,  ferner  durch 
x  -\-  yi  -]-  dx  -\-  äyi  und  u  -\-  vi  +  du  -\-  dvi  die  Werthe  der 
Grössen  s  und  w  in  diesen  Punkten.  Es  können  dann  dx,  dy  und 
du,  dv  als  rechtwinklige  (.'oonlinaten  der  Punkte  o  und  q  in  Bezug 
auf  die  Punkte  0  und  Q  als  Anfangspunkte  angesehen  werden,  und 
wenn  man  dx  -\-  äyi  =  sei"'  und  du  -\-  dvi=  ije"1'  setzt,  so  werden 
die   Grössen  e,  <p,  rj,  %>  Polare  oordinaten   dieser   Punkte   für   dieselben 
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Anfangspunkte  sein.  Sind  min  o'  und  o"  irgend  zwei  bestimmte 
Lagen  des  Punktes  o  in  unendlicher  Nähe  von  0,  und  drückt  man  die 
von  ihnen  abhängigen  Bedeutungen  der  übrigen  Zeichen  durch  ent- 
sprechende l.ndiees  aus,  so  giebt  die  Voraussetzung 

du'  -\-  dv' i du"  -j-  dv"  i 

dx'  -j-  dy  i         dx"  -\-  äy"  i 
und  folglieh 

du'  +  dv'  i   =  V  elyf  _  v-] ;  „  ^+Jy'J..  =  4  e(<j>'  -  <f)i 
du"  -}-  <Ji>"*        1  die"  +  (!j/"s        *  ' 

woraus  %,  =  4r  und  i^'  —  ^"  =  rp'  —  rp",  d.  h.'  in  den  Dreiecken 
o'Oo"  und  $'Qc[''  sind  die  Winkel  o'Oo"  und  q'Qq"  gleich  und  die 
sie  einschli  essen  den  Beilen  einander  proportional. 

Es  findet  also  zwischen  zwei  einander  entsprechenden  unendlich 
kleinen  Dreiecken  und  Folglich  allgemein  /wischen,  den  kleinsten  Thei- 
len  der  Ebene  A  und  ihres  Bildes  auf  der  Ebene  B  Aehnliehkeit 
Statt.  Eine  Ausnahme  von  diesem  Satze  tritt  nur  in  den  besonderen 
Fällen  ein,  wenn  die  einander  entsprechenden  Aenderungon  der  Grossen 
8  und  w  nicht  in  einem  endlichen  Verhältnisse  zu  einander  stehen, 
was  bei  Herleitung  desselben  stillschweigend  vorausgesetzt  ist*). 

4. 

Bringt  man  den  DÜTerentialquotienten  ';  \       ,    .  in  die  Form 

(du    .    3«  A   .       .    ßv        du  A    ,    . 

\ox~  da?    )         ~  \dy        Zy    )     3 

dx  +  dyi  ' 

so  erhellt,  dass  er  und   zwar   nur  dann  für  je   zwei   Werthe   von  dx 

und  dy  denselben  Werth  haben  wird,  wenn 

du       dv       ,  cv  du 

—  — -  -..—  und  -.j-  =  —  -5— 
dx       dy  dx  dy 

ist.  Diese  Bedingungen  sind  also  Irinreieliend  und  nothwendig,  damit 
to  =  u-\-vi  eine  Function  von  s  =  x  +  yi  sei.  Für  die  einzelnen 
Glieder  dieser  Function  fliessen  aus  ihnen  die  folgenden: 

*)  TJeber  diesen  Gegenstand  =  ehe  man: 
„Allgemeine   Auflösung    der  Aufgabe:   die   Theile    einer  gegebenen  Fläche   ao 

abzubilden,  das s  die  Abbildung  dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten  Theil.m  älmliub 
wird,  von  0.  F.  Gauss.  (Als  Beantwortung  der  von  der  königlichen  Societiü  der 
Wissciviuliäfteu  in  Copcnliagen  für  IS'J-J  aufgegebenen  Preisfrage.",  abgedruckt  in; 
..Astveiioviiiüciie  Ald;ar;dhuiijeii,,  lier;ir^ge«ebeii  von  Holnimacher.  Drittes  Heft. 
Altona.     1825.")     (Gauss  Werke  Bd.  IV,  p.  189.) 
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dy*  '  d$*  dy*  ' 
welche  für  die  Untersuchung  der  Eigenschaften,  die  Einem  Glied e 
einer  solchen  Function  einzeln  betrachtet  zukommen,  die  Grundlage 
bilden.  Wir  werden  den  Beweis  für  die  wichtigsten  dieser  Eigen- 
schaften einer  eingehenderen  .Betrachtung  der  vollständiger)  Function 
voraid'geben  lassen,  zuvor  aber  noch  einige  Punkte,  welche  allgemei- 
neren Gebieten,  angehören,  erörtern  und  :f entlegen,  um  uns  den  Boden 
für  jene   Untersuchungen  zu  ebenen. 


Für  die  folgenden  Betrachtungen  beschränken  wir  die  Veränder- 
lichkeit der  Grössen  x,  y  auf  ein  endliches  Gebiet,  indem  wir  als  Ort 
des  Punktes  0  nicht  mehr  die  Ebene  A  selbst,  sondern  eine  über 
dieselbe  ausgebreitete  Flüche  '!'  betrachten.  Wir  wählen  diese  Ein- 
kleidung, bei  der  es  unanstössig  sein  wird,  von  auf  einander  liegenden 
Flächen  zu  reden,  um  die  Möglichkeit  offen  zu  lassen,  dass  der  Ort 
des  Punktes  0  über  denselben  Theil  der  Ebene  sich  mehrfach  er- 
strecke, setzen  jedoch  für  einen  solchen  Fall  voraus,  dass  die  auf 
einander  liegenden  Fläehentlieile  nicht,  längs  einer  Linie  zusammen- 
hangen, so  dass  eine  Umfaltung  der  Fläche,  oder  eine  Spaltung  in  auf 
einander  liegende  Theile  nicht  vorkommt. 

Die  Anzahl  der  in  jedem  Theile  der  F.bcne  auf  einander  hegen- 
den Flächentlteüe  ist  alsdann  vollkommen  bestimmt,  wenn  die  Begren- 
zung der  Lage  und  dem  Sinne  nach  (d.  h.  ihre  innere  und  äussere 
Seite)   gegeben    ist;   ihr   Vorlauf  kann   sich  jedoch   noch   verschieden 


In  der  Thai,  ziehen  wir  durch  den  von  der  Flache  bedeckten 
Theil  der  Ebene  eine  beliebige  Linie  l,  so  ändert  sich  die  Anzahl  der 
Über  einander  liegenden  Fläch  entheile  nur  beim  €  eberschreiten  der 
Begrenzung,  und  zwar  beim  Ue bertritt  von  Aussen  nach  Tnnen  um 
-j-  1,  im  entgegengesetzten  Falle  um  —  1,  und  ist  also  überall  be- 
stimmt. Längs  des  Ufers  dieser  Linie  setzt  sich  nun  jeder  angrenzende 
Flächentheil  auf  ganz  bestimmte  Art  fort,  so  lange  die  Linie  die  Be- 
grenzung nicht  trifft,  da  eine  Unbestimmt!] eit  jedenfalls  nur  in  einem 
einzelnen  Punkte  und  also  entweder  in  einem  Punkte  der  Linie  seibat 
oder  in  einer  endlichen  Entfernung  von  derselben  Statt  hat;  wir  kön- 
nen daher,  wenn  wir  unsere  Betrachtung  auf  einen  im  Innern  der 
Fläche  verlaufenden  Theil    der  Linie  l  und  zu  beiden   Seilen  auf  einen 
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hinreichend  kleinen  Fluchens  keilen  beschränken,  von  bestimmten 
an.grenzci.ulcn  Fläehenth eilen  reden,  deren  Anzahl  auf  jeder  Seite  gleich 
ist,  und  die  wir,  indem  wir  der  Linie  eine  bestimmte  Richtung  bei- 
legen, auf  der  Linken  mit  «„  a2,  ...  «„,  auf  der  Rechten  mit  «,',  a.2! . . .  a'„, 
bezeichnen.  . Jeder  F  lach  entheil  a  wird  sich  dann  in  einen  der  Flächen- 
theile  a  fortsetzen;  dieser  wird  zwar  im  Allgemeinen  für  den  ganzen 
Lauf  der  Linie  l  derselbe  sein,  kann  sich  jedoch  für  besondere  Lagen 
von  l  in  einem  ihrer  Punkte  ändern.  Nehmen  wir  an,  dass  oberhalb 
eines  solchen  Punktes  a  (d.  h.  längs  des  vorhergehenden  Theils  von  () 
mit  den  Fläehentheilen  a\,  d2, . . .  «'„  der  Reihe  nach  die  Flächen- 
theile  ax,  a2, . . .  a„  verbunden  seien,  unterhalb  desselben  aber  die 
Klächentheile  aai,  «o3,  .  .  -  a,!n,  wo  alt  «a,  ...  ttn  nur  in  der  Anordnung 
von  1,  2,  ...  n  verschieden  sind,  so  wird  ein  oberhalb  ö  von  at  in  a\ 
eintretender  Punkt,  wenn  er  unterhalb  0  auf  die  linke  Seite  zurück- 
tritt, in  den  Fliichentheil  a„L  gelangen.  Lind  wenn  er  den  Punkt  ff  von 
der  .Linken  zur  Rechten  umkreiset,  wird  der  Index  des  Flächentheils, 
in  welchem  er  sich  befindet,  der  Reihe  nach  die  Zahlen 

1,  al}  aai,  ■  ■  ■  /<-,  (tu,  •  ■  ■ 

durchlaufen.  In  dieser  Reihe  sind,  so  lange  das  Glied  1  nicht  wieder- 
kehrt, nothwendig  alle  Glieder  von  einander  verschieden,  weil  einem 
beliebigen  mittlem  Gliede  re„.  nothwendig  ji  und  nach  einander  alle 
früheren  Glieder  bis  1  in  unmittelbarer  Folge  vorhergehen:  wenn  aber 
nach  einer  Anzahl  von  Gliedern,  die  offenbar  kleiner  als  n  sein  muss 
and  =m  sei,  das  Glied  1  wiederkehrt,  so  müssen  die  übrigen  Glieder 
in  derselben  Ordnung  folgen.  Der  um  6  sich  bewegende  Punkt  kommt 
alsdann  nach  je  m  Umläufen  in  denselben  Flächentheil  zurück  und 
ist  auf  m  der  auf  einander  liegenden  Flächen  thoile  eingeschränkt, 
welche  sich  über  6  zu  einem  ehr/igen  Punkte  vereinigen.  Wir  nennen 
diesen  Punkt  einen  Windungspunkt  m —  Ister  Ordnung  der  Fläche  T. 
Durch  Anwendung  desselben  Verfahrens  auf  die  übrigen  n  —  m,  Flächen- 
theile  werden  diese,  wenn  sie  nicht  gesondert  verlaufen,  in  Systeme 
von  iMj,  m.2,  .  .  .  Fläehenth eilen  zerfallen,  in  welchem  Falle  auch  noch 
Windnngspunkte  mL  —  Ister,  m2  —  lstcr  Ordnung  in  dem  Punkte  6 
liegen. 

Wenn  die  Lage  und  der  Sinn  der  Begrenzung  von  T  und  die 
Lage  ihrer  Windungspunkte  gegeben  ist,  so  ist  T  entweder  vollkom- 
men bestimmt  oder  doch  auf  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Ge- 
stalten beschränkt;  Letzteres,  in  so  fern  sich  diese  Bestimm ungs stücke 
auf  verschiedene  der  auf  einander  liegenden  Fiäch  entheile  beziehen 
können. 
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Eine  veränderliche  Grösse,  die  für  jeden  Punkt  0  der  Fläche  T. 
allgemein  zu  reden,  d.  h.  ohne  eine  Ausnahme  in  einzelnen  Linien  und 
Punkten*)  auszuseh  Hessen,  Einen  bestimmten  mit  der  Lage  desselben 
stetig  sich  ändernden  Werth  annimmt,  kann  offenbar  als  eine  Function 
von  x,  y  angesehen  werden,  und  überall,  wo  in  der  Folge  von  Functionen 
von  x,  y  die  Rede  sein  wird,  werden  wir  den  Begriff  derselben  auf 
diese  Art  festlegen. 

Ehe  wir  uns  jedoch  zur  Betrachtung  solcher  Functionen  wenden, 
schalten  wir  noch  einige  Erörterungen  über  den  Zusammenhang  einer 
Fläche  ein.  Wir  beschränken  uns  dabei  auf  solche  Flächen,  die  sich 
nicht  längs  einer  Linie  spalten. 

6. 

Wir  betrachten  zwei  Flächentheile  als  zusammenhängend  oder 
Einem  Stücke  an  gehörig,  wenn  sich  von  einem  Punkte  des  einen  durch 
das  Innere  der  Fläche  eine  Linie  nach  einem  Punkte  des  andern  ziehen 
lässt,  als  getrennt,  wenn  diese  Möglichkeit  liiehi:  Statt  findet. 

Die  Untersuchung  des  Zusammenhangs  einer  Fläche  beruht  auf 
ihrer  Zerlegung  durch  Querschnitte,  d.  h.  Linien,  welche  von  einem 
Begrenzungspunkte  das  Innere  einfach  —  keinen  Punkt  mehrfach  — 
bis  zu  einem  Begrenzungspunktc  durchschneiden.  Letzterer  kann  auch 
in  dem  zur  Begrenzung  hinzugekommenen  Theile,  also  in  einem 
frühem  Punkte  des  Querschnitts,  liegen. 

Eine  zusammenhängende  Fläche  heisst,  wenn  sie  durch  jeden 
Querschnitt  in  Stücke  zerfällt,  eine  einfach  zusammenhängende,  andern- 
falls eine  mehrfach  zusammenhängende. 

Lehrsatz  I.  Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  A  zerfällt 
durch  jeden  Querschnitt  ab  in  zwei  einfach  zusammenhängende  Stücke. 

Gesetzt,  eins  dieser  Stücke  würde  durch  einen  Querschnitt  cd 
nicht  zerstückt,  so  erhielte  man  offenbar,  je  nachdem  keiner  seiner 
Endpunkte  oder  der  Endpunkt  c  oder  beide  Endpunkte  in  ab  fielen, 
durch  Herstellung  der  Verbindung  längs  der  ganzen  Linie  ab  oder 
längs   des   Theils   cb    oder    des   Theils   cd   derselben   eine   zusammen- 

*)  Diese  Beschränkung  ist   zwar   nicht   durch   den  Begriff  einer  Function  an 

sieh  gc-boten. ,  aber  um  Infinitesimalrechnung  auf  sie  anwenden  zu  können  erfor- 
derlich: eine  Function,  die  in  allen  Punkten  einer  Fläche  unstetig  ist,  wie  z.  B. 
eine  Function,  die  für  ein  com  mensurables  x  und  ein  com  mensurables  y  den 
Werth  1,  sonst  aber  den  Werth  2  hat,  kann  weder  einer  Differentiation,  noch 
einer  Integration,  also  i  unmittelbar)  der  Irirmitetiima.li-edinung  überhaupt  nicht  un- 
terworfen werden.  Die  für  die  Flii.ehe  '/'  hier  willkiirliuli  gemachte  Bt-seurllnkung 
wird  sich  später  (Art.  15.)  rechtfertigen. 
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hängende  Fläche,  welche  durch  einen  Querschnitt  aus  A  onfeiiinde. 
gegen  die    Vorriiusset/.ung. 

Lehrsatz  II.  Wenn  eine  Flüche  T  durch  ns*)  Querschnitte  qt  in 
ein  System  Tt  von  mt  einfach  suisatnmenhitugeiideri  FläelieiisLüekei] 
und  durch  n.,  Querschnitte  q.,  in  ein  System  .'/!_>  von  mt  Fliiehenstücken 
zerfällt,  so  kann  %  —  m2  nicht  >  wI  —  m,  sein. 

Jede  Linie  g3  bildet,  wenn  sie  nicht  ganz  in  das  Querschnitt- 
systern  qt  füllt,  zugleich  einen  oder  mehrere  Querschnitte  qt'  der 
Fläche  TL,     Als  Endpunkte  der  Querschnitte  q.2'  sind  anzusehen: 

1)  die  2%  Endpunkte  der  Querschnitte  q2,  ausgenommen,  wenn  ihre 
Enden  mit  einem  Theil  des  Liniensystems  qt  zusammenfallen, 

2)  jeder  mittlere  Punkt  eines  Querschnitts  qä,  in  welchem  er  in 
einen  mittlem  Punkt  einer  Linie  q1  eintritt,  ausgenommen,  wenn 
er  sich  schon  in  einer  andern  Linie  q,  befindet,  d.  h.  wenn  ein 
rinde  eines  Querschnitts  (/,    mit  ihm  zusammenfällt. 

Bezeichnet  nun  /i,  wie  oft  Linien  beider  Systeme  während  ihres 
Laufes  zusammentreffen  oder  auseinandergehen  (wo  also  ein  einzelner 
gemeinsamer  Punkt  doppelt  zu  rechnen  ist),  vu  wie  oft  ein  Endstück 
der  (fr  mit  einem  mittlem  Stücke  der  qa,  v2,  wie  oft  ein  Endstück 
der  q2  mit  einem  mittlem  Stücke  der  qu  endlich  vtl  wie  oft  ein  End- 
stück der  qL  mit  einem  Endstücke  der  qt  zusammenfällt,  so  liefert 
Nr.  1  2«a  —  v 2  —  vB,  Nr.  2  p  —  vt  Endpunkte  der  Querschnitte  q\y. 
beide  Fälle  zusammengenommen  aber  umfassen  siluimÜIclie'  Endpunkte' 
und  jeden   nur  einmal,  und  die   Anzahl    dieser  Querschnitte   ist  daher 

— - — ^ =  n2  -f-  s.     Durch   ganz    ähnliche    Schlüsse   er- 

giebt  sich  die  Anzahl  der  Querschnitte  q\  der  Fläche  T21  welche  durch 

die  Linien  qt  gebildet  werden,  = — '- ! — -■■-■—    ■ -,  also=wl-j-s. 

Die  Fläche  Tl  wird  nun  offenbar  durch  die  %  -f-  s  Querschnitte  q\  in 
dieselbe  Fläche  verwandelt,  in  welche  T%  durch  die  n,  -f-  s  Querschnitte 
q\  zerfällt  wird.  Es  besteht  aber  Tt  aus  m1  einfach  zusammenhän- 
genden Stücken  und  zerfällt  daher  nach  Satz  I.  durch  n2  +  ä 
Querschnitte  in  m^  -\-  n2  -J-  s  Flächenstücke;  folglich  müsste,  wäre 
m<2  <  m1  -j-  %  —  %,  die  Zahl  der  Flächen  stücke  Ta  durch  n,  -+-  s  Quer- 
schnitte um  mehr  als  nk  -f-  s  vermehrt  werden,  was  ungereimt  ist. 

Zufolge  dieses  Lehrsatzes  ist,  wenn  die  Anzahl  der  Querschnitte 
unbestimmt,  durch  n,  die   Anzahl   der   Stücke   durch  -m-  bezeichnet  wird, 


*)  Unter  einer  Zerlegung  durch  mehrere  Querschnitt'.:  ist  stets  eine  suecessive 
zu  verstehen,  d.  h,  eine  solche,,  wo  die  durch  einen  Querschnitt  entstandene 
Fläche  durch  einen  neuen  Querschnitt  weiter  /.erlegt  wird. 
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n  —  m  für  alle  Zerlegungen  einer  Flüche  in  einfach  zusammenhängende 
Stücke  constant;  denn  betrachten  wir  irgend  zwei  bestimmte  Zer- 
legungen durch  nt  Qu  «'schnitte  in  mL  Stücke  und  durch  n2  Quer- 
schnitte in  m2  Stücke,  so  muss,  wenn  erste rü  einfach  zuäiiuLüien  hängend 
sind,  n2  —  mi  <  %  —  m,,  und  wenn  letztere  einfach  zusammenhän- 
gend sind,  nL  —  mL  <  n2  —  m2,  also  wenn  Beides  zutrifft,  n2  —  m2 
=  )ij  —  )»j  sein. 

Diese  Zahl  kann  füglich  mit  dem  Namen  „Ordnung  des  Zusam- 
menhangs" einer  Flüche  belegt  werden;  sie  wird 

durch  jeden  Querschnitt  um    I    erniedrigt  —  nach  der  Definition  — , 

durch  eine  von  einem  innern  Punkte  das  Innere  einfach  bis  zu 
einem  Begrenz  ungsj.i  unkte  oder  einem  frühem  Schnittpunkte  durch- 
schneidende Linie  nicht  geändert  und 

durch  einen  innern  allenthalben  einfachen  in  zwei  Punkten  endenden 
Schnitt  um   1  erhöht, 

weil  erstere  durch  Einen,  letztere  aber  durch  zwei  Querschnitte  in 
Einen  Querschnitt  verwandelt  werden  kann. 

Endlich  wird  die  Ordnung  des  Zusammenhangs  einer  aus  mehreren 
Stücken  bestehenden  Flüche  erhalten,  wenn  man  die  Ordnungen  des 
Zusammenhangs  dieser  Stücke  zu  einander  addirt, 

Wir  werden  uns  indess  in  der  Folge  meistens  auf  eine  aus  Einem 
Stücke  bestehende  Mäche  beschränken,  und  uns  für  ihren  Zusammen- 
hang der  kunstloseren  Bezeichnung  eines  einfachen,  zweifachen  etc. 
bedienen,  indem  wir  unter  einer  «fach  zusammenbiingctiden  Fläche 
eine  solche  verstehen,"  die  durch  n — 1  Querschnitte  in  eine  einfach 
zusammenhängende  zerlegbar  ist. 

In  Bezug  auf  die  Abhängigkeit  des  Zu.sainmenhang.s  der  Begren- 
zung von  dem  Zusammenhang  einer  Fläche  erhellt  leicht: 

1)  Die  Begrenzung  einer  einfach  zusammenhangenden  Fläche  be- 
steht nothwendig  ans  Einer   in    sich    zurücklaufen  den  Linie. 

Bestände  die  Begrenzung  aus  getrennten  Stücken,  so  würde  ein 
Querschnitt  q,  der  eiuen  Punkt  eines  Stücks  a  mit  einem  Punkte  eines 
andern  h  verbände,  nur  zusammenhängende  Flächentheile  von  einander 
scheiden,  da  sich  im  Innern  der  Fläche  längs  a  eine  Linie  von  der 
einen  Seite  des  Querschnitts  q  an  die  entgegengesetzte  führen  Hesse; 
und  folglich  würde  q  die  Fläche  nicht  zerstücken,  gegen  die  Voraus- 
setzung. 

2)  Durch  jeden  Querschnitt  wird  die  Anzahl  der  Begreu/uugsstüeke 
entweder  um  1  vermindert  oder  um  1  vermehrt. 

Ein  Querschnitt  q  verbindet  entweder  einen  Punkt  eines  Begren- 
zuugsstüeks  a   mit  einem  Punkte    ein«a   andern  b,  —  in  diesem   Falle 


/Google 


12  1-     Grundlagen  friv  (.'ine  ii.üytineinu  Theorie 

bilden  alle  diese  Linien  .  zusammengenommen  in  der  Folge  a,  q,  h,  q 
ein   einziges  in  sich   zurücklaufendes  Stück  der  Begrenzung  — 

oder  er  verbindet  zwei  Punkte  Kinos  tstiicks  der  Begrenzung,  — 
in  diesem  Falle  zerfällt  dieses  durch  seine  beiden  Endpunkte  in  zwei 
Stücke,  deren  jedes  mit  dem  Querschnitte  zusammengenoTmnen  ein  in 
sich  zurücklaufendes   Begrenzimgsstüek   bildet  — 

oder  endlich,  er  endet  in  einem  seiner  früheren  Punkte  und  kann 
betrachtet  werden  als  zusammengesetzt  aus  einer  in  sich  zurücklaufen- 
den Linie  o  und  einer  andern  l,  welche  einen  Punkt  von  o  mit  einem 
Punkte  eines  Begrenzmigsstüeks  a  verbindet,  —  in  welchem  Falle  o 
eines  Theils,  und  a,  l,  o,  l  andern  Theils  je  ein  in  sich  zurücklaufen  - 
des  Begrenzung^  stück  bilden. 

Es  treten  also  entweder  —  im  erstem  Falle  —  an  die  Stelle 
zweier  Ein,  oder  —  in  den  beiden  letzteren  Fällen  —  an  die  Stelle 
Eines  zwei   P.euTenzi.iugssl.ürke,   woraus  unser   Satz  folgt. 

Die  Anzahl  der  Stücke,  aus  welchen  die  Begrenzung  eines  »fach 
zusammenhangenden  FlachensUiclis  bestellt,  ist  daher  entweder  =  n 
oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner. 

Hieraus  ziehen  wir  noch  das  Corollar: 

Wenn  die  Anzahl  der  Begren/.nngsstücke  einer  «fach  zusammen- 
hängenden Fläche  =  n  ist,  so  zerfällt  diese  durch  jeden  überall  ein- 
fachen im  Innern  in  sieh  zurücklaufenden  Schnitt,  in  zwei  getrennte 
Stücke. 

Denn  die  Ordnung  des  Zusammenhangs  wird  dadurch  nicht  ge- 
ändert, die  Anzahl  der  Begrenzuugsstücke  um  -2  vermehrt;  die  Fläche 
würde  also,  wenn  sie  eine  zusammenhängende  wäre,  einen  «fachen 
Zusammenhang  und  n-\-  2  Begrenzungs  stücke  haben,  was  unmöglich  ist. 


Sind  X  und  Y  zwei  in  allen  Punkten  der  über  A  ausgebreiteten 
Fläche  T  stetig"  Functionen  von  x,  y,  so  ist  das  über  alle  Elemente 
dT  dieser  Flüche  ausgedehnte  Integral 

J(|f  +  sf)  iT  -  - /  (Xc°sl  +  ¥™v)  '•• 

wenn  in  jedem  Punkte  der  Begrenzung  die  Neigung  einer  auf  sie  nach 
Innen  gezogenen  Normale  gegen  die  %-Axe  durch  %,  gegen  die  ?/-Axe 
durch  y\  bezeichnet  wird,  und  sich  diese  Integration  auf  sämmtliche 
Elemente  äs  der  Ilegrenzungslinie  erstreckt, 

Um   das  Integral    /    y    W  zu  transformireii.   zerlegen    wir    den 
J     dx 
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von  der  Fläche  T  bedeckten  Theil  der  Ebene  A  durch  ein  System  der 
x-Axe  paralleler  Linien  in  Elemeiitai-streifen,  und  zwar  so,  dass  jeder 
Windungspunkt  der  Flüche  T  in  eine  dieser  Linien  fällt.  Unter  dieser 
Voraussetzung  besteht  der  auf  jeden  derselben  fallende  Theil  von  T 
aus  einem  oder  mehreren  abgesondert  verlaufenden  trapezförmigen 
Stücken.  Der  Beitrag  eines  unbestimmten  dieser  Flächen  streifen, 
welcher   aus  der  y-Axe   das  Element  dy  ausscheidet,  zu  dem  Wertbc 


äx,    wenn    diese   Inte- 


von    /  |—  dT  wird  dann  offenbar  =  dy   j  j-r  d 

gration  durch  diejenige  oder  diejenigen  der  Flache  T  angehörigen 
geraden  Linien  ausgedehnt  wird,  welche  auf  eine  durch  einen  Punkt 
von  dy  gehende  Normale  fallen.  Sind  nun  die  unteren  Endpunkte 
derselben  (d.  h.  welchen  die  kleinsten  Werthe  von  x  entsprechen) 
Olt  Oii7  Oiiit  .  .  .,  die  oberen  0',  0",  0'",  .  .  .  und  bezeichnen  wir  mit 
Xtl  X„,  ....  X',  X",  ....  die  Werthe  von  X  in  diesen  Punkten, 
mit  ds4,  dsti,  ....  ds',  ds",  ....  die  entsprechenden  von  dem  Flächen- 
streifen aus  der  Begrenzung  ausgeschiedenen  Elemente,  mit  %it  %lt,  .... 
%'f  £",  ....  die  Werthe  von  £  an  diesen  Elementen,  so  wird 

f  ||  dx  =  —  XJ  -  Z„  —  X,  „  .  . .  . 
+  X'  +  X"  +  X"'  .... 
Die  Winkel  ij   werden  offenbar  spitz  an    den   unteren,    stumpf   an   den 
oberen  Endpunkten,  und  es  wird  daher 

dy  =       cos  i,ds(  =       cos  %„d&„ 
=  —  cos  %ds'  =  —  cos  %'ds"  .... 
Durch  Substitution  dieser  Werthe  ergiebt  sich 


dy  f^äx-=—2X 


cos  £,(/ 


wo  sich  die  Summation  auf  alle  Begmizirngse!  erneute    be/.ieht,    welche 
in  der  y-Axe  dy  zur  Projection  haben. 

Durch  Integration  über  sämmtliche  in  Betracht  kommende  dy 
werden  oifenbar  sämmtliche  Elemente  der  Fläche  T  und  sämmtliche 
Elemente  der  Begrenzung  erschöpft,  und  man  erhält  daher,  in  diesem 
Umfange  genommen, 

rgdr=—   f'Xcostds. 

Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  findet  man 

f^dT=—    fYcosyds 
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und  folglich 


Bezeichnen  wir  in  der  I  j i'-^rt: j..lz  1 1 u ^: h  1  ij i ie.  von.  emein  festen  Anfangs- 
punkte aus  in  einer  bestimmten  später  festzusetzenden  Richtung  ge- 
rechnet, die  Lunge  derselben  bis  zu  einem  unbestimmten  Punkte  Oa 
durch  s,  und  in  der  in  diesem  Punkte  O0  errichteten  Normalen  die 
Entfernung  eines  unbestimmten  Punktes  0  von  demselben  und  zwar 
nach  Innen  zu  als  positiv  betrachtet  durch  p,  so  können  offenbar  die 
Werthe  von  x  uud  y  im  Punkte  0  als  Functionen  von  s  und  p  an- 
gesehen werden,  und  es  werden  dann  in  den  Punkten  der  Begrenzungs- 
linie  die  partiellen  Diit'erentialquotienten 

ex  j.       dy  dec  ,  dy        ~r-         f, 

wo  die  oberen  Zeichen  gelten,  wenn  die  Richtung,  in  welcher  die 
Grösse  s  als  wachsend  betrachtet  wird,  mit  p  einen  gleichen  Winkel 
einschliesst,  wie  die  x-Asc  mit  der  y-Ase,  wenn  einen  entgegen- 
gesetzten, die  unteren.  Wir  werden  diese  Richtimg  in  allen  Theilen 
der  Begrenzung  so  annehmen,  dass 

dx  dy  i    i>  i   t ■  i        dy  d:t 

ist,  was  die  Allgemeinheit  unserer  Resultate  ilit  Wesentlichen  nicht 
beeinträchtigt. 

Offenbar  können  wir  diese  Bestimmungen  auch  auf  Linien  im 
Innern  von  T  ausdehnen;  nur  haben  wir  hier  zur  Bestimmung  der 
Vorzeichen  von  dp  und  äs,  wenn  deren  gegenseitige  Abhängigkeit  wie 
dort  festgesetzt  wird,  noch  eine  Angabe  hinzuzufügen,  welche  entweder 
das  Vorzeichen  von  dp  oder  von  äs  festsetzt:  und  zwar  werden  wir 
bei  einer  in  sieh  zurücklaufenden  Linie  angeben,  von  welchem  der 
durch  sie  geschiedenen  Eliichentheile  sie  als  Begrenzung  gelten  solle, 
wodurch  das  Vorzeichen  von  dp  bestimmt  wird,  bei  einer  nicht  in 
sich  zurücklaufenden  aber  ihren  Anfangspunkt,  d.  h.  den  Endpunkt, 
wo  s  den  kleinsten  Werth  annimmt. 

Die  Einführung  der  für  cos  ij  und  cos  ■/;  erhaltenen  Werthe  in  die 
im  vorigen  Art.  bewiesene  Gleichung  giebt,  in  demselben  umfange  wie 
dort  genommen, 
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Durch  Anwendung    des  Satzes    am  Schlüsse    dos    vorigen   Art.  auf 
den  Fall,  wo  in  allen  Theilen  der  Fläche 

dx  .  ar_ 
dx  "+"  dy  ~  ° 

ist,  erhalten  wir  folgende  Sätze: 

I.    Sind   X  und    Y  zwei   in    allen  'Punkten   von   T  endliche    und 

stetige    i.iiid   der  l-i'leicliung 

8X    .    dY 
dx  ^  dy 

peinigend e  Functionen,  so  ist,  durch  die  ganze  Begrenzung  von  'f  aus- 
gedehnt, 


f(*U+YU)° 


Denkt  man  sieh  eine  beliebige  über  A.  ausgestreckte  Flächo  Tt  in 
zwei  Stücke  T.Ä  und  Ts  auf  beliebige  Art  zorfiLllt,  so  kann  das  Integral 

in  Bezug  auf  die  Begrenzung  von  T.A  betrachtet  würden  als  die  Diil'eren/ 
der  Integrale  in  Bezug  auf  die  Begrenzung  von  'J\  und  in  Bezug  auf 
die  Begrenzung  von  Ta,  indem,  wo  Ts  sich  bis  zur  Begrenzung  von 
1\  erstrecke  beide  Integrale  sieh  aufbeben,  alle  Übrigen  Elemente  aber 
einem  Elemente  der  Begrenzung  von  T2  entsprechen. 

Mittelst  dieser  Umformung  ergiebl  sich  aus  L: 

IL    Der  Werth  des  Integrals 

,      _  vgJ\ 


./'( 


durch  die  ganze  Begrenzung  einer  über  A  ausgc breiteten  Fläche  er- 
streckt, bleibt  bei  beliebiger  Erweiterung  oder  Verengerung  derselben 
constant,  wenn  nur  dadurch  keine  Fläehentheil  eein-  oder  austreten, 
innerhalb  welcher  die  Voraussetzungen  des  Sal/es  1.  nicht  erfüllt  sind. 
Wenn  die  Functionen  X,  Y-  zwar  in  jedem  Theile  der  Fläche  T 
der  vorgeschriebenen  Diileveuualglüichung  geniigen,  aber  in  einzelnen 
Linien  oder  Punkten  mit  einer  Unstetigkeit  behaftet  sind,  so  kann  man 
jede  solche  Linie  und  jeden  solchen  Punkt  mit  einem  beliebig  kleinen 
Pläehentheil  als  Hülle  umgeben  und  erhält  dann  durch  Anwendung 
des  Satzes  IL: 
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I.     (jiundlagen  für 

[.    Da 

i  Integral 

fM 

in  Bezug  auf  die  ganze  Begrenzung  von    '/'  ist    gleich    der  Summe  der 

I.ii.1i.-L:Tiiii' 


/(xS+rS9* 


in  Bezug  auf  die  Umgrenzungen  aller  Unstetigkeitsstollen,  und  zwar 
behält  in  Bezug  auf  jede  einzelne  dieser  Stellen  das  Integral  denselben 
Werth,  in  wie  enge  Grenzen  man  sie  auch  ein  seh  Hessen  möge. 

Dieser  Werth  ist  für  einen  blossen  L'usi.et.igkeiUpimkt  nothivendig 
gleich  o,  wenn  mit  der  Entfernung  q  des  Punktes  0  von  demselben 
zugleich  qX  und  q  Y  unendlich  klein  werden;  denn  führt  man  in  Be- 
zug auf  einen  solchen  Punkt  als  Anfangspunkt  und  eine  beliebige  An- 
langsrichtung  b'olarcoordiiiaten  q,  rp  ein  und  wählt  zur  Umgrenzung 
einen  um  denselben  mit  dem  Radius  o  beschriebenen  Kreis,  so  wird 
das  auf  ihn  bezügliche  Integral  durch 


/(* 


ausgedrückt  und  kann  folglich  nicht  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  x  haben,  weil,  was  auch  x  sei,  ^  immer  so  klein  angenommen 
werden  kann,  dass  abgesehen  vom  Zeichen  (X  ■.'-'    -|-  !:'.'■)  ß  für  jeden 

Werth  von  y  <  —  und  folglich 


/(xH+rffH'X« 


wird. 

IV.  Ist  in  einer  einfach  zusammenhängenden  über  A  ausgebrei- 
teten Fläche  für  jeden  fläch enlheil  das  durch  dessen  ganze  Begrenzung 
erstreckte  Integral 


/(4? -*§?)«* 


so  erhält  für  irgend  zwei  feste  Punkte  0„  und  0  dies  Integral  in 
Bezug  auf  alle  von  0„  in  derselben  nach  0  gehende  Linien  denselben 
Werth. 
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Je  zwei  die  Punkte  00  und  0  verbindende  Linien  s,  und  sä  bilden 

zusammengenommen  eine  in  sieb  zurücklaufende  Linie  .%.  Diese  Linie 
besitzt  entweder  selbst,  die  Eigenschaft,  keinen  Punkt  mehrfach  zu 
durch  schneiden,  oder  man  kann  sie  in  mehrere  allenthalben  einfache 
in  sich  zurücklaufende  Linien  zerlegen,  indem  man  von  einem  belie- 
bigen Punkte  aus  dieselbe  durchlaufend  jedesmal,  wenn  man  zu  einem 
frühern  Punkte  zurückgelangt,  den  inzwischen  durchlaufenen  Theil 
ausscheidet  und  den  folgenden  als  unmittelbare  Fortsetzung  des  vor- 
hergehenden betrachtet.  Jede  solche  Linie  aber  zerlegt  die  Fläche  in 
eine  einfach  und  eine  zweifach  zusammenhängende;  sie  bildet  daher 
nothweudig  von  Einem  dieser  Stücke  die  ganze  Begrenzung,  und  das 
durch  sie  erstreckte  Integral 


/(* 


xl  ) 


wird  also  der  Voraussetzung  nach  ~~  o.  Dasselbe  gilt  folglich  auch 
von  dem  durch  die  ganze  Linie  ö3  erstreckten  Integrale,  wenn  die 
Grösse  s  Überall  in  derselben  Richtung  als  wachsend  betrachtet  wird: 
es  müssen  daher  die  durch  die  Linien  sl  und  Sg  erstreckten  Integrale. 
wenn  diese  Richtung  ungeändert  bleibt,  d.  h.  in  einer  derselben  von 
0„  nach  0  und  in  der  andern  von  0  nach  0„  gebt,  einander  aufhoben, 
also,  wenn  sie  in  letzterer  geändert  wird,  gleich  werden. 

Hat  man  nun  irgend  eine  beliebige  Fläche.  '/',  in  welcher  allgemein 
zu  reden 

dx  .  er _ 

das  "1"  dy  ~  ° 
ist,  so  schliesse  man  zunächst,  wenn  nötliig,  die  L' n s i.e i, igk ei ts stellen  aus, 
so  dass  im    übrigen  Flächen  st  ück.e  für  joden  Flächentheil 


/(*&-*£)*-• 


ist,  und  zerlege  dieses  durch  Querschnitte  in.  eine  ein  ('ach  zusammen- 
hängende Fläche  2'*.  Für  jede  im  Innern  von  I7*  von  einem  Punkte 
O0  nach  einem  andern  0  gehende  Linie  hat  dann  unser  Integral  den- 
selben Werth;  dieser  Werth,  für  den  zur  Abkürzung  die  Bezeichnung 


/<' 


*S)* 


gestattet  sein  möge,  ist  daher,  0„  als  fest,  0  als  beweglich  gedacht, 
für  jede  Lage  von  0  abgesehen  vom  Laufe  der  Verbindungslinie  ein 
bestimmter  und.  kann  folglich  als  Function  von  ,:<■,  y  betrachtet  werden. 
Die  Aenderung  dieser  Function  wird  für  eine  Verdickung  von  0  längs 
eines  beliebigen  Linicnelements  eis  durch 
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ausgedrückt,  ist  in  T*  überall  stell«  und  längs  eines  Querschnitts  von 
T  zu  beiden  Seiten  gleich; 
V.    das  Integral 


-/(r5r-*{i)* 


bildet  daher,  0„  als  fest  gedacht,  eine  Function  von  x,  y}  welche  in  T* 
überall  sich  stetig,  beim  Ueb ersehreiten  der  Querschnitte  von  T  aber 
um  eine  längs  derselben  von  einem  Zweigjnmkte  zum  andern  constante 
Grösse  ändert,  und  von  welcher  der  partielle  Diileventialquotient 

"~  _  Y,  |?  _  _  X  ist. 

ex  '   o'j 

Die  Aondermigen  beim  Ueb  ersehreiten  der  Querschnitte  sind  von 
einer  der  Zahl  der  Querschnitte  gleichen  Anzahl  von  einander  unab- 
hängiger Grössen  abhängig;  denn  wenn  man  das  Querschnitt^  stem 
ückwärts  —  die  späteren  Theile  zuerst  —  durchläuft,  so  ist  diese 
Aenderung  überall  bestimmt,  wenn  ihr  Werth  beim  Beginn  jedes 
Querschnitts  gegeben  wird;  letztere  Werth c  aber  sind  von  einander 
unabhängig.  (a) 

10. 

Setzt  man  für  die  bisher  durch  X  bezeichnete  Function 

du  i   du  ,       du  ,  du 

u-f—  —  u   -77—    und  «--■  —  »(    -~— 

ex  ex  oy  cy 

für    Y,  so  wird 

wenn  also  die  Functionen  u  und  u'  den  Gl e i ein u igen 

S~5  +  5~5  —  "1   5—5-  4"  TT  "==  ü 
ex*    '    oy*  '  ox*     ■    oy 

genügen,  so  wird 

8X,dY_ 

dz  "r"  dy         °> 

und  es  finden  auf  den  Ausdruck 


/(*£+'$* 
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C(     du  .  du\ 


wird,  die  Sätze  des  vorigen  Art.  Anwendung. 

Machen  wir  nun  in  Bezug  auf  die  Function  u  die  Voraussetzung, 
dass  sie  nebsl.  ihren  ersten  Differentia.lquotienten  etwaige  Unstetig- 
keifcen  jedenfalls  nicht  längs  einer  Linie  erleidet,  und  für  jeden  Un- 
steti  gkeitsp  unkt  zugleich   mit   der  Entfernung   p    des  Punktes   0   von 

demselben  p  ,.   ■    und    p   ."    unendlich    klein   werden,  so  können  die  Un- 

v  Bx  v  dy  ' 

stetig keiten  von  u  in  Folge   der  Bemerkung  zu  III.   des   vorigen   Art. 
ganz  unberücksichtigt  bleiben. 

Denn  alsdann  kann  man  in  jeder  von  einem  tnstetigkeitspuukte 
ausgehenden  geraden  Linie  einen  Werth  R  von  p  so  annehmen,   dass 

du Bu  Bx    ,        Sit  dij 

^3p  =  ^  dx  0<?'!~  $  dy  dg 

unterhalb  desselben  immer  endlich  bleibt,  und  bezeichnet  U  den  Werth 

von  M  für  p  =  11,  M  abgesehen  vom  Zeichen  den  grössten  Werth  der 

Function  p  =— ■   in  jenem  Tntervall,    so   wird,  in    derselben  Bedeutung 

genommen,  stets  u  — -  U <  M (log  p  —  log  IV)  sein,  folglich  p  (U—r  TT) 

und    also   auch   pM  mit  p    zugleich   unendlich    klein   werden;    dasselbe 

gilt   aber    der   Voraussetzung    nach    von    p  t^-    und    p  —     und  folglieh, 

wenn  u    keiner  Unstetigkeit  unterliegt,  auch  von 

/du  .  8u\  ,        /     du  Bu\ 

p(«v,—  —  u    7^—  1    und    p  I  m u  5—   ; 

v\     dx  öx)  *\     oy  dyj- 

der  im  vorigen    Art,  erörterte  Fall  tritt  hier  also  ein, 

Wir  nehmen  nun  ferner  an,  dass  die  den  Ort  des  Punktes  0 
bildende  Fläche  T  allenthalben  einlach  Über  A  ausgebreitet  sei,  und 
denken  uns  in  derselben  einen  beliebigen  festen  Punkt  00,  wo  U,  X,  y 
die  Werthe  ua,  xB}  y0  erhalten.     Die  Grösse 

£  log  ((x  —  xoy  +  0  —  y0f  \  =  log  r , 

als  Function   von  x,  y  betrachtet,  hat  alsdann  die   Kigensehaft,  dass 

dx*      +      dy>      —° 
wird,  und  ist  nur  für  x  =  x0,  .y  =  y„,   also  in   unserm  Falle  nur  für 
Einen  Punkt  der  Fläche  T  mit  einer  Unstetigke.it  behaftet. 

Es  wird  daher  nach  Art.  9.,  III.,  wenn  wir  logr  für  u'  setzen 


f(u*g! -log  rp)i 

j  \     dp         n    dp) 
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in  Bezug  auf  die  ganze  Begrt'iming  von  T  gleich  diesem  Integrale  in 
Bezog  auf  eine  beliebige  Umgrenzung  des  Punktes  0„  und  also,  wenn 
wir  dazu  die  Peripherie  eines  Kreises,  wo  r  einen  constanten  Werth 
bat,  wählen  und  von  einem  ihrer  Punkte  in  einer  beliebigen  festen 
Richtung  den  Bogen  bis  0  in  Theilen  fies  Halbmessers  durch  q>  be- 
zeichnen, gleich 


C    31ogr      ,  ,  /*g«   T 


I  s—  ds  =  o  ist,      =  —  I  u 


ärp, 


welcher  Werth,    wenn  «  im  Punkte   0„  stetig  ist,  für  ein   unendlich 
kleines  v  in  —  «»2»  übergeht. 

Unter  den  in  Bezug  auf  u  und  T  gemachten  Voraussetzungen 
haben  wir  daher  für  einen  beliebigen  Punkt  0„  im  Innern  der  Flüche, 
in  welchem  u  stetig  ist, 

l      /Vi         ^w  2  log  «'\   j 

in   Bezug  auf  die  gan^e  Begrenzung  derselben  und 


lf«"e 


in  Bezug  auf  einen  um  0„  beschriebenen  Kreis.     Aus  dem  ersten  dieser 
Ausdrücke  ziehen  wir  folgenden 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Function  u  innerhalb  einer  die  Ebene 
A  allenthalben  einlach  bedeckenden  Flache  T  allgemein  zu  reden  der 
Differentialgleichung 

d2u    ,    d'*u 

genügt  und  zwar  so,  dass 

1.)  die  Punkte,  in  welchen  diese  Dilr'ereiitialgleichmig'  nicht  erfüllt 

ist,  keinen  Flächentheil, 
2.)  die  Punkte,  in  welchen  v,  .,-■,  '..,  ■  unstetig  weiden,  keine  Linie 

stetig  erfüllen, 
3.)  für  jeden  Unstetigkeitspunkt  zugleich   mit  der  Entfernung  p 

des   Prallstes   0  von  demselben  die  Grössen   g  ■,',  '    o  ■■ ■■■  unend- 
r  d.v>  *  dy 

lieh  klein  werden  und 
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4.)  bei    M    eine   durch    Abänderung   ihres   Werthes    in    einzelnen 
Funkten  hebbare  Uiistetigkeit   ausgeschlossen  ist, 
so   ist   sie  nolhwendig  nebst  allen  ihren  Diiiüreiitialquotie-nl.en  für  alle 
Punkte  im  Innern  dieser  Flüche  endlich  und  stetig. 

In  der  That,  betrachten  wir  den  Punkt  0a  als  beweglieh,  so  än- 
dern sieh  in  dem   Ausdrucke 


/{**■ 


logA 

dp  ) 


i.ib 


nur  die  Werth  c  los*  r,  -■-,.■■  ,  ----^—.  Diese  (irö'ssen  aber  sind  für  jedes 
Element  der  Begrenzung,  so  lange  ()„  im  Innern  von  T  bleibt,  nebst 
allen  ihren  Differenl.ia.]r|Liotieiiten  endliche  und  stetige  Functionen  von 
xa,  y0)  da  die  DiiTen'ntitdquoticirfcen  durch  gebrochene  rationale 
Functionen  dieser  Grössen  ausgedrückt  werden,  die  nur  Potenzen  von 
r  im  Nenner  enthalten.  Dasselbe  gilt  daher  auch  für  den  Werth 
nnsers  Integrals  Luid  folglich  l'ür  die  l:\nietion  uCl.  Denn  diese  könnte 
unter  den  früheren  Voraussetzungen  nur  in  einzelnen  Punkten,  indem 
sie  unstetig  würde,  einen  davon  verschiedenen  Werth  haben,  welche 
Möglichkeit  durch    die    Voraussetzung  4.)  nnsers    Lehrsatzes   wegl'iilli. 

11, 
Unter  denselben  Voraussetzungen  in  Bezug  auf  u  und  T,  wie  am 

;  vorigen  Art.  haben  wir  folgende  Sätze: 
I.     Wenn   längs    einer   Linie   u  =  o   und  „-  =  o   ist,    so   ist  u 


Wir  beweisen  zunächst,  dass  eine  Linie  L  wo  u  =  0  und  -i--  =  o 

op 
ist,   nicht   die    Begrenzung    eines    Flächentheils   a,   wo   u  positiv  ist, 
bilden   könne. 

Gesetzt,  dies  fände  statt,  so  scheide  man  aus  a  ein  Stück  aus, 
welches  eines  Tlieils  durch  l,  andern  Tbeils  durch  eine  Kreislinie  be- 
grenzt wird  und  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  nicht  enthält,  welche 
l'oiistruetioii  allemal  möglich  ist.  Man  hat  dann,  wenn  man  die  Polar - 
eoordiuaten  von  0  in  Bezug  auf  Ö0 'durch  r,   (p  bezeichnet,  durch  die 

s  Begrenzung  dieses  Htücks  ausgedehnt 

also   in   Folge    der  Annahme    auch    für   den   ganzen   ihr   angehörigen 
Kreisbogen 


/" 


/   udq>  +  log  J"   I  ä~t 
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v.  dtp  - 


was  mit  der  Voraussetzung,  dass  u  im  Innern  von  a  positiv  sei,  un- 
verträglich ist. 

Auf  ähnliche  Art  wird  bewiesen,  dass  die  Gleichungen  u  =  o  und 
g—  =  o  nicht  in  einem  ßegren/.ungüt  heile  eine.-  Fluchens tüeks  b,  wo  w 
negativ  ist,  stattfinden  könne. 

Wenn  nun  in  der  Flüche  T  in  einer  Linie  u- <=  o  und  -k—  =  o  ist 
und  in  irgend  einem  Theile  derselben  m  von  Null  verschieden  wäre, 
so  müsste  ein  solcher  Flächentlicil  offenbar  entweder  durch  diese  Linie 
selbst  oder  durch  einen  Flä clientheil,  wo  w  =  o  wäre,  also  jedenfalls 
durch  eine  Linie  wo  u  und  3—  =  0  wäre,  begrenzt  werden,  was  noth- 
wendig  auf  eine  der  vorhin  widerlegten  Annahmen  führt. 

II,  Wenn  der  Werth  von  u  und  5—  längs  einer  Linie  gegeben 
ist,  so  ist  w  dadurch  in  allen  Theilen  von  T  bestimmt. 

Sind  ml  und  u.2  irgend  zwei  bestimmte  Functionen,  welche  den  der 
Function  w  auferlegten  Bedingungen  genügen,  so  gilt  dies  auch,  wie 
sich  durch  Substitution  in  diesen  Bedingungen  sofort  ergiebt,  für  ihre 
Differenz  %  —  ut.  Stimmten  nun  uL  und  Mg  längs  einer  Linie  nebst 
ihren  ersten  'DitVerentiaIiiuotieiit.cn  nach  p  überein,  in  einem  andern 
Flächentheile  aber   nicht,   so   würden  längs  dieser  Linie  «,  —  ws  =  0 

und  -— -!■ —  =  0    sein,    ohne    überall    —    0   zu    sein,    dem    Satze   1. 

ßp  ' 

zuwider. 

III.  Die  Punkte  im  Innern  von  T;  wo  u  einen  constanten  Werth 
hat,  bilden,  wenn  u  nicht  überall  constant  ist,  nothwendig  Linien, 
welche  Flächentheile,  wo  u  grösser  ist,  von  Fläch  entheilen,  wo  u  kleiner 
ist,  scheiden. 

Dieser  Satz  ist  aus  folgenden  zusammengesetzt: 

m  kann  nicht  in  einem  Punkte  im  Innern  von  T  ein  Minimum  oder 
ein  Maximum  haben; 

u  kann  nicht  nur  in  einem  Tiicile  der   Flüche  constant  ;~ein; 

die  Linien,  in  denen  u  =  a  ist,  können  nicht  beiderseits  FlÜclien- 
theile  begrenzen,  wo  u —  a  dasselbe  Zeichen  hat; 
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SlÜM!.  deren  Gegeiitheil ,  wie  leicht  ku  sehen,  allemal  eine  Verletzung 
der  im  vorigen  Art.  bewiesenen  Gleichung 


iaste  und  folglich,  unmöglich  ist. 


!_'. 


Wir  wenden  uns  jetzt  zurück  zur  Betrachtung  einer  veränderlichen 
eomplexen  Grösse  to  =  u-\-vi,  welche,  allgemein  zu  reden  (d.  h.  ohne 
eine  Ausnahme  in  einzelnen  Linien  und  Punkten  au  sznschli  essen),  für 
jeden  Punkt  0  der  Flache  T  Einen  bestimmten  mit  der  Lage  desselben 
stetig  und  den  Gleichungen 

du      dv  du  dv 


die        dy'  dy  ex 

sich  ändernden  Werth  hat,  und  bezeichnen  i 
von  w  nach  dem  früher  Festgestellten  dadurch,  dass  wir  w  eine 
Function  von  s  =  x  -f-  yi  nennen.  Zur  Vereinfachung  des  Folgenden 
setzen  wir  dabei  im  Voraus  fest,  dass  bei  einer  Function  von  g  eine 
durch  Abänderung  ihres  Werthes  in  einem  einzelnen  Punkte  hebbare 
Unstetigkeit  nicht  vorkommen  solle. 

Der  Fläche  T  wird  vorerst  ein  einfacher  Zusammenhang  und  eine 
.ulejLtliiil.ljeii    einfache    Ausbreitung  über  die  Ebene  A  beigelegt. 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Function  w  von  s  eine  Unterbrechung  der 
Stetigkeit  jedenfalls  nicht  längs  einer  Linie  erleidet  und  ferner  für 
jeden  beliebigen  Punkt  0'  der  Fläche,  wo  8  =  /  sei,  w(z  —  /)  mit 
unendlicher  Annäherung  des  Punktes  0  unendlich  klein  wird,  so  ist 
sie  nothwendig  nebst,  allen  ihren  I  liJlV'rejiLii^qviotientcn  in  allen  Punkten 
im  Innern  der  Fläche  endlich  und  stetig. 

Die   über   die    Veränderungen   der  Gros 
Setzungen  zerfallen,  wenn  s —  s  =  $e<!" 
die  1 


iv    geinachten   Voraus- 
■d,  für  w  und  v  in 


10  £- 


vy 


2.)  |i(  +  f.  =  c 

'    dy    '    dx 
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für  jeden  Tlieil  der  Fläche  T-  3,)  die  Funktionen  u  und  v  sind  nicht 
längs  einer  Linie  unstetig;  4.)  für  jeden  Punkt  0'  werden  mit  der  Ent- 
fernung q  des  Punktes  0  von  demselben  pM  und  qv  unendlich  klein: 
5.)  für  die  Functionen  w  und  v  sind  Unstetigkeiten ,  die  durch  Ab- 
änderung ihres  Wertlies  in  einzelnen  Punkten  gehoben  werden  könnten, 


fn  Folge  der  Voraussetzungen  2.),  3.),  4.)  ist  für  jeden  Tlieil  der 
Fläche   T  das  über  dessen  ganze  Begrenzung  ausgedeluite  Integral 

J*("  £  ~~ "  w)  * 

nach  Art.  9.,  III.  =  v  und  das  Integral 


/<" 


erhält  daher  (nach  Art.  9.,  IV.)  durch  jede  von  On  nach  0  gehende 
Linie  erstreckt  denselben  VVerth  und  bildet,  0„  als  fest  gedacht,  eine 
bis  auf  einzelne  Punkte  nothwendig  stetige  Function  U  von  x,  y,  von 
welcher  (und  zwar  nach  5.)    in  jedem  Punkte)  der  Differential cjuotient 

-=—  =  «  und  -*—  =  —  o  ist.  Durch.  Hubstrluiiou  dieser  Werthc  für  u 
das  ey 

und  i;  aber  gehen  die  Voraussetzungen  1.),  3.),  4.)  in  die  Bedingungen 

des  Lehrsatzes   am   Schlüsse    des  Art.  10.  über.     Die  Function   U  ist 

daher  nebst  allen  ihren  Difforciitiah|uoticntuii   in  allen  Punkten  von  T 

endlich  und   stetig  und  dasselbe  gilt  folglich  auch  von  der  complexen 

Function  w  =  -—  —  -~—  i  und  ihren  nach  $  genommenen  DiÜerential- 

quotienten. 

13. 

Es  soll  jetzt  untersucht  werden,  was  eintritt,  wenn  wir  unter 
Beibehaltung  der  .sonstigen  Voraussetzungen  des  Art  12.  annehmen, 
dass  für  einen  bestimmten  Punkt  0'  im  Innern  der  Fläche  {s  —  /)  w 
=  Qe'1"  w  bei  unendlicher  Annäherung  des  Punktes  0  nicht  mehr 
unendlich  klein  wird.  In  diesem  Falle  wird  also  w  bei  unendlicher 
Annäherung  des  Punktes  0  an  0'  unendlich  gross,  und  wir  nehmen 
an;  dass,  wenn  die  Grosse  w  nicht  mit  -  ■■  von  gleicher  Ordnung  bleibt, 
d.  h.  der  Quotient  beider  sich  einer  endlichen  Grenze  nähert,  wenig- 
stens die  Ordnungen  beider  Grössen  iu  einem  endlichen  Verhältnis.se 
zu  einander  stehen,  so  dass  sich  eine  Potenz  von  p  angeben  lasst, 
deren  Product   in   w  für  ein   unendlich  kleines   p  entweder   unendlich 
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klein  wird  oder  endlich  bleibt.  Ist  fi  der  Exponent  einer  solchen 
Potenz  und  n  die  nächst  grössere  ganze  Zahl,  so  wird  die  Grösse 
(ß  —  /)*  ib  =  p"  entfi  w   mit   q    unendlich   Idein,    und    es   ist   daher 

(2  —  if)"^1  v>  eine  Function  von  g  (da  -- -*A von  äs  unabhängig 

ist),  welche  in  diesem  Theile  der  Fläche  den  Voraussetzungen  des  Art.  12. 
genügt  und  folglich  im  Punkte  0'  endlich  und  stetig  ist.  Bezeichnen 
wir  ihren  Werte  im  Punkte  0'  mit  a„—t,  so  ist  (g  —  g')"~  iu—an-i 
eine  Function,  die  in  diesem  Punkte  stetig  und  =  0  ist  und  folglich 
mit  p  unendlich  klein  wird,  woraus  man  nach  Artikel  12.  schliesst,  dass 
(e  —  /)"-2  vi  —  ^4  eine  im  Punkte  0'  stetige  Function  ist.  Durch 
Fortsetzung  dieses  Verfahrens  wird  offenbar  w  mittelst  Subtraction 
eines  Ausdruckes  von  der  Form 

7^1  +  f^Tp <*-•)— r 

in  eine  Function,  verwandelt,  welche  im  Punkte  Ö'  endlieh  und  stetig 
bleibt. 

Wenn  daher  unter  den  Voraussetzungen  des  Art.  12.  die  Aenderung 
eintritt,  dass  bei  unendlicher  Annäherung  von  0  an  einen  Punkt  0' 
im  Innern  der  Fläche  T  die  Function  w  unendlich  gross  wird,  so  ist 
die  Ordnung  dieses  unendlich  Grossen  (eine  im  verkehrten  Verhältnisse 
der  Entfernung  wachsende  Grösse  als  ein  unendlich  Grosses  erster 
Ordnung  betrachtet)  wenn  sie  endlich  ist,  noth wendig  eine  ganze  Zahl; 
und  ist  diese  Zahl  =  m,  so  kann  die  Function  w  durch  Hinzufügung 
einer  Function,  welche  2  in  willkürliche  Con stauten  enthält,  in  eine  in 
diesem  Punkte   ()'  stetige   verwandelt  werden. 

Anra.  Wir  betrachten  eine  Function  als  K'uic.  willkürliche  Constante  ent- 
haltend, wenn  die  möglichen  Arten,  nie  zu  bestimmen,  ein  stetiges  Gebiet  von 
Minor  Dimension  um  lassen, 

14. 

Die  im  Art.  12.  und  13.  in  Bezug  auf  die  Fläche  T  gemachten 
Beschränkungen  sind  für  die  Gültigkeit  der  gewonnenen  Resultate  nicht 
wesentlich.  Offenbar  kann  mau  joden  Punkt  im  Innern  einer  beliebigen 
Fläche  mit  einem  Stücke  derselben  umgeben,  welches  die  dort  voraus- 
gesetzten Eigenschaften  hesitat,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles, 
wo  dieser  Punkt  ein  Windungspunkt  der  Fläche  ist. 

Um  diesen  Fall  zu  untersuchen,  denken  wir  uns  die  Fläche  T  oder 
ein  beliebigem  Stück  derselben,  welches  einen  Winduiigsjnmkt  m- Ister 
Ordnung  0',  wo  g  =  g'  =  x  -\-  y  i  sei,  enthält,  mittelst  der  Function 
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l  =  (/  —  s")"  auf  einer  andern  Ebene  d  abgebildet,  d.  h.  wir  denken 
uns  den  Werth  der  Function  £  =  |  +  q  i  im  Punkte  0  durch  einen 
Punkt  &,  dessen  rechtwinklige  Coordmaten  £,  ij  sind,  in  dieser  Ebene 
vertreten,  und  betrachten  &  als  liild  des  Punktes  0.  Auf  diesem  Wege 
erhält  man  als  Abbildimg  dieses  'J.'hcils  der  Flüche  T  eine  zusammen- 
hängende über  A  ausgebreitete  Fläche,  die  im  Punkte  &,  dem  Bilde 
des  Punktes  0'  keinen  Windungspunkt  hat,  wie  sogleich  gezeigt  wer- 
den soll. 

Zur  Fixirung  der  Vorstellungen  denke  man  sich  um  den  Punkt  0' 
in  der  Ebene  A  mit  dem  Halbmesser  R  einen  Kreis  beschrieben  und 
parallel"  mit  der  x-Axe  einen  Durchmesser  gezogen,  wo  also  Z  —  z 
reelle  Werthe  annehmen  wird.  Das  durch  diesen  Kreis  ausgeschiedene 
den  Windungspunkt  umgebende  Stück  der  Fläche  T  wird  dann  au 
beiden  Seiten  des  Durchmessers  in  n,  wenn  li  hinreichend  klein  ge- 
wählt wird,  abgesondert  verlaufende  halbkreisförmige  Flächenstücke 
zerfallen.  Wir  bezeichnen  auf  derjenigen  Heile  des  Durchmessers,  wo 
V  —  II  positiv  ist,  diese  Flächenstücke  durch  au  %  .  .  .  .  «„,  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  durch  a\,  a's  ....  «'„,  und  nehmen  an,  dass 
für  negative  Werthe  von  z  —  s  al}  «s  ....  an  der  Reihe  nach  mit 
«',,  «'a  ....  a'„,  für  positive  d.'igcgen  mit  a '„,  a\ ß'n_i  ver- 
bunden seien,  so  dass  ein  den  Punkt  0'  (im  erforderlichen  Sinne) 
umkreisender  Punkt  der  Reihe  nach  die  Flächen  al;  ct\,  a3,  a'.ä . . . .  a„,  d„ 
durchläuft  und  durch  aa  wieder  in  a1  zurückgelangt,  welche  Annahme 
offenbar  gestattet  ist.  Führen  wir  nun  für  beide  Ebenen  Polarcoordi- 
naten  ein,  indem  wir  s  —  d  =  pe'f ',  %  =  ae"'  setzen,  und  wählen  zur 
Abbildung  des    hläehcuslüeks  <f,    denjenigen    Werth  von 

[e — /)"  =  p"e"   ,  welchen   letzterer   Ausdruck  unter   der  Annahme 

o<9>^#  erhält,  so  wird  für  alle  Punkte  von  a1  e<;_K"  und 
c<i^<— ;  die  Bilder  derselben  in  der  Ebene  A  fallen  also  sännnUieh 
in  einen  von  ij>  =  o  bis  ^  =  —  sich  erstreckenden  Hector  eines  um  & 

mit  dem  Radius  K "  beschriebenen  Kreises,  und  zwar  entspricht  jedem 
Punkte  von  a,  Ein  zugleich  mit  demselben  stetig  fortrückender  Punkt 
dieses  Seetors  und  umgekehrt,  woraus  folgt,  dass  die  Abbildung  der 
Fläche  «■[  eine  zusammenhängende  einlach  über  diesen  Sector  aus- 
e  Fläche  ist.     Auf  älmlielie  Art  erhält  mal]  I'iii'  die  Fläche  «■',  als 


Abbildung  einen  von  ip  =  —  •  bis  1p  =  -■■■,  für  «,,  einen  von  ip  =  - 
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$  =  — ,  endlieh  für  «'„  einen  von  ^  =  "  rc  bis  t(i  =  2«  sich 
erstreckenden  Sector,  wenn  man  <p  für  jeden  Punkt  dieser  Flächen  der 

Reihe  nach  zwischen  «  und  2jt,  2«  und  3m (2«— 1)«  und  2»ji 

wählt,  was  immer  und  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist.  Diese  Sectoren 
schliesseu  sich  aber  in  derselben.  Folge  an  einander,  wie  die  Flächen 
a  und  d,  und  zwar  so,  dass  den  hier  zu sammenstos senden  Punkten 
auch  dort  zu  sammenstos  sende  Punkte  entsprechen:  sie  können  daher 
zu  einer  zusammenhiingenden  Abbildung  eines  den  Punkt  0  ein- 
schliessenden  Stückes  der  Fläche  T  zusammengelugt  werden,  und  diese 
Abbildung  ist  offenbar  eine  über  die  Ebene  A  einfach  ausgebreitete 
Fläche. 

Eine  veränderliche  Crosse,  die  für  jeden  Punkt  0  einen  bestimmten 
Werth  hat,  hat  dies  auch  für  jeden  Punkt  ®  und  umgekehrt,  da  jedem 
0  nur  ein  &  und  jedem  &  nur  ein  0  entspricht;  ist  sie  ferner  eine 
Function  von  z,  so  ist  sie  dies  auch  von  £,  indem,  wenn  -=-  von  äs} 
auch  -=^  von  dt,  unabhängig  ist,  und  umgekehrt.  Es  ergiebt  sich 
hieraus,  dass  auf  alle  Functionen  iv  von  g  auch  im  Windungspunkte 
(>'  die  Sätze  der  Art.  12.  und   13.   angewandt   werden  können,   wenn 

man  sie  als  Functionen  von  [z  —  /)"  betrachtet.  Dies  liefert  folgen- 
den Satz: 

Wenn  eine  Function  w  von  s  bei  unendlicher  Annäherung  von  0 
an  einen  Windungsjiimkt  n- Ister  Ordnung  <)'  unendlich  wird,  so  ist 
dieses  unendlich  Grosse  nothwendig  von  gleicher  Ordnung  mit  einer 
Potenz  der  Entfernung,  deren  Exponent  ein  Vielfaches  von  -  ist,  und 
kann,  wenn  dieser  Exponent  =  —  ist,  durch  liinzufügung  eines 
Ausdrucks  von  der  Form 


fß-W        (ß~*)*  (*-*')" 

wo  a,,  öa . . . .  am  willkürliche  complexe  Grössen  sind,  in  eine  im  Punkte 
0'  stetige   verwandelt  werden. 

Dieser  Satz  enthält  als  Corollar,  dass  die  Function  iv  im  Punkte 

0'  stetig  ist,  wenn  (s  —  s")  "  W  bei  unendlicher  Annäherung  des  Punktes 
0  an  0'  unendlich  klein  wird. 
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15. 

Denken  wir  uns  jetzt  eine  Function  von  s,  welche  für  jeden  Punkt 
0  der  beliebig  über  A  aus  gebreiteten  Flüche  T  einen  bestimmten  Werth 
hat  und  nicht  Überall  constant  ist.  geometrisch  d  arg  es  teilt,  so  dass  ihr 
Werth  %o  =  u-\-  vi  im  Punkte  0  durch  einen  Punkt  Q  der  Ebene  B 
vertreten  wird,  dessen  recht  winklige  Co  ordinalen  u,  v  sind,  so  ergiebt 
sich  Folgendes: 

I.  Die  Gesammtheit  der  Punkte  Q  kann  betrachtet  worden,  als 
eine  Fläche  8  bildend,  in  welcher  jedem  Punkte  Ein  bestimmter  mit 
ihm  stetig  in  T  fortrückender  Punkt  0  entspricht. 

Um  dieses  zu  beweisen,  ist  offenbar  nur  der  Nachweis  erforderlich, 
dass  die  Lage  des  Punktes  Q  mit  der  des  Punktes  0  sich  allemal  (und 
zwar  allgemein  zu  reden  stetig)  ändert.  Dieser  ist  in  dem  Satze  ent- 
halten i 

Eine  Function  w  =  u  A-  vi  von  %  kann  nicht  längs  einer  Linie 
constant  sein,  wenn  sie  nicht  überall  constant  ist. 

Beweis;  Hätte  w  längs  einer  Linie  einen  constanten  Werth  a  -\-  bi, 
so  wären  « — a  und  -■— „ -,  welches  =  -~— ,  für  diese  Linie  und 

8x»  .      "T         3y> 
überall  =  o;  es  müsste   also   nach  Art.  11.,  I.  « —  a  und  folglich,  da 

du  =  ll    2*  =  _  $1 

dx         dy'  dy  dx1 


auch  v —  b  überall  =  o  sein,  gegen  die  Voraussetzung. 

II.  In  Folge  der  in  I.  gemachten  Voraussetzung  kann  zwischen 
den  Theilen  von  S  nicht  ein  Zusammenhang  Statt  linden  ohne  einen 
Zusammenhang  der  entsprechenden  Tlieile  von  T\  umgekehrt  kann 
überall,  wo  in  T  Zusammenhang  Statt  bildet  und  w  stetig  ist,  der 
Fläche  S  ein  entsprechender  Zusammenhang  beigelegt  werden. 

Dieses  vorausgesetzt  entspricht  die  Begrenzung  von  S  einestheils 
der  Begrenzung  von  '/',  ;inderntbeils  den  Lnstetigkeitssteilen;  ihre  inneren 
Tlieile  aber  sind,  einzelne  Punkte  ausgenommen,  überall  schlicht  über 
H  ausgebreitet,  d.  h.  es  findet  nirgends  eine  Spaltung  in  auf  einander 
liegende  Theile  und  nirgends  eine  Umfaltung  Statt. 

Ersteres  könnte,  da  T  überall  einen  entsprechenden  Zusammen- 
hang besitzt,  offenbar  nur  eintreten,  wenn  in  T  eine  Spaltung  vor- 
käme —  der  Annahme  zuwider  — ■;  Letzteres  soll  sogleich  bewiesen 
werden. 
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Wir  beweisen  zuvörderst,  dass  ein  Punkt  Q'}  wo  -y-  endlicü  ist, 
nicht  in  einer  Falte  der  Fläche  8  liegen  kann. 

In  der  That,  umgeben  wir  den  Punkt  0',  welcher  Q'  entspricht, 
mit  einem  Stücke  der  Fläche  T  von  beliebiger  Gestalt  und  un- 
bestimmten Dimensionen,  so  müssen  (nach  Art.  3.)  die  Dimensionen 
desselben  stets  so  klein  angenommen  werden  können,  dass  die  Gestalt 
des  entsprechenden  Theils  von  8  beliebig  wenig  abweicht,  und  folg- 
lich so  klein,  dass  die  Begrenzung  desselben  aus  der  Ebene  ß  ein  Q' 
einsehliessendes  Stück  ausscheidet.  Dies  aber  ist  unmöglich,  wenn  Q' 
in  einer  Falte  der  Fläche  S  liegt. 

Nun  kann  -y-,  als  Function  von  #,  nach  I.  nur  in  einzelnen 
Punkten  =o,  und,  da  iv  in  den  in  Betracht  kommenden  Punkten  von 
T  stetig  ist,  nur  in  den  Windungsp  unkten  dieser  Fläche  unendlich 
werden;  folglich  etc.  w.  z.  b.  w. 

III.  Die  Fläche  S  ist  folglich  eine  Fläche,  für  welche  die  im  Art.  5, 
für  T  gemachten  Voraussetzungen  zutreffen:  und  in  dieser  Fläche  haf 
für  jeden  Punkt  Q  die  unbestimmte  Grösse  s  .Eilieu  bestimmten  Werth, 
welcher  sich  mit  der  Lage  von  Q  stetig  und  so  ändert,  dass  -A-  von 
der  Itiehtmig  der  Ortsänderung  unabhängig  ist.  Es  bildet  daher  in 
dem  früher  festgelegten  Sinuc  s  eine  stetige  Function  der  veränder- 
lichen compl exen  Grösse  w  für  das  durch  fi'  dargestellte  Grössengebiet. 

Hieraus  folgt  ferner: 

Sind  0'  nnd  (/  ?,wei  entsprechende  innere  Punkte  der  Flächen  T 
und  S  und  in  denselben  z  =  /,  w  =  'W,  so  nähert  sich,  wenn  keiner 
von  ihnen  ein  Windungspunld:  ist,  bei  unendlicher  Annäherung  von 
0  an  0'  .    einer  endlichen  Grenze,  nnd  die  Abbildung  ist  daselbst 

eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche;  wenn  aber  Q'  ein  Windnngs- 
punkt  w-lster,  0'  ein  Windungspunkt  m-\  ster  Ordnung  ist,  so  nähert 

sieh  — -j-  bei  unendlicher  Annäherung  von  0  an  0'  einer  endlichen 

Grenze,  und  für  die  anstossendeu  Flächentlieile  findet  eine  Abbildungs- 
art Statt,  die  sieh  leicht  aus  Art.  14.  ergiebt. 
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Lehrsatz.  Sind  a  und  ß  zwei  beliebige  Functionen  von  X,  y, 
für  welche  das  Integral 

durch  alle  Theile  der  beliebig  über  A  ausgebreiteten  Fläche  T  aus- 
gedehnt einen  endlichen  Werth  hat,  so  erhält  das  Integral  bei  Aenderung 
von  «  um  stetige  oder  doch  nur  in  einzelnen  Punkten  unstetige 
Functionen,  die  am  Rande  =  o  sind,  immer  für  eine  dieser  Functionen 
einen  Minimurnwerth  und,  wenn  man  durch  Abänderung  in  einzelnen 
Punkten  hebbare    [Jnstetigkeiten   anssch.Hesst,  nur  für  Eine. 

Wir  bezeichnen  durch  k  eine  unbestimmte  stetige  oder  doch  nur 
in  einzelnen  Punkten  unstetige  Function,  welche  am  Rande  =  o  ist 
und  für  welche  das  Integral 


£  -/((£)"+  #)')« 


über  die  ganze  Flüche  ausgedehnt  einen  endlichen  Werth  erhält,  durch 
dj  eine  unbestimmte  der  Functionen  a  -j-  k,  endlich  das  über  die  ganze 
Fläche  erstreckte  Integral 

/[$-$■+(£+*£)']"■ 

durch  Sl.  Die  Gesammtheit  der  Functionen  X  bildet  ein  zusammen- 
hängendes in  sich  abgeschlossenes  Gebiet,  indem  jede  dieser  Functionen 
stetig  in  jede  andere  übergehen,  sieli  aber. nicht  einer  längs  einer 
Linie  unstetigen  unendlich  annähern  kann,  ohne  dasw  /-unendlich  wird 
(Art.  17.);  für  jedes  X  erhält  nun,  a  =  k  -f-  k  gesetzt,  Sl  einen  end- 
lichen Werth,  der  mit  L  zugleich  unendlich  wird,  sich  mit  der  Gestalt 
von  k  stetig  ändert,  aber  nie  unter  Null  herabsinken  kann;  folglich 
hat  Sl  wenigstens  für  Eine  Gestalt  der  Function  a  ein  Minimum. 

Um  den  zweiten  Theii  unseres  Satzes  zu  beweisen,  sei  jf  eine  der 
Functionen  o,  welche  Sl  einen  Minimurnwerth  ertheilt,  7t  eine  un- 
bestimmte in  der  ganzen  Fläche  eonstaiite  Grösse,  so  dass  u-\-h,X  den 
der  Function  a  vorgeschriebene] t  Bedingungen  genügt.  Der  Werth 
von  Sl  für  a>  =  «  -f-  hX,  welcher 

+  »/[(H-iS)£  +  C*+K)S]" 

+  h  'f(  (||)!+  (|)')  ä  T-M+  2Nh  +  Lh>    wird, 
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muss  alsdann  für  jedes  X  (nach  dem  Begriffe  des  Minimums)  grösser 
als  M  werden,  sobald  h  mir  hinreichend  klein  genommen  ist.  Dies 
erfordert  aber,  dass  für  jedes  X  N=o  sei;  denn  andernfalls  würde 

2  Nh  +  Lh2  =  Z7i"  (l  +  3) 
negativ  werden,  wenn  h  dem  iV  entgegengesetzt  und  abgesehen  vom 
Zeichen  <  -.  -  angenommen  würde.  Der  Werth  von  ß  für  <o=m  +  ä, 
in  welcher  Form  offenbar  alle  möglichen  Wer  (he  von  o  enthalten  sind, 
wird  daher  =  M -\-  L,  und  folglich  kann,  da  L  wesentlich  positiv 
ist,  il  für  keine  Gestillt  der  Function  a  einen  kleinern  Werth  erhalten, 
als  für  ra  =  w. 

Findet  nun  für  eine  andere  u  der  Functionen  a  ein  Minimum- 
werth  31''  von  il  Statt,  so  muss  von  diesem  offenbar  dasselbe  gelten, 
man  hat  also  M'<JM"  und  M<M',  folglich  M=M'.  Bringt  man 
aber  u  auf  die  Form  u  -f-  A',  so  erhält  man  für  iH'  den  Ausdruck 
M  -f-  i',  wenn  .//  den  Werth  von  L  für  A  =  A'  bezeichnet,  und  die 
Gleichung  M  —  M'  giebt  11  =  o.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  in 
allen  Fläch  entheilen 

01'  81' 
=  o,  a—  =  o 

ist,  und  es  hat  daher,  so  weit  X'  stetig  ist,  diese  Function  not h wendig 
einen  constan.ten  und  folglich,  da  sie  am  Rande  =  o  und  nicht  längs 
einer  Linie  unstetig  ist,  höchstens  in  einzelnen  Punkten  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth.  Zwei  der  Functionen  co,  welche  il  einen 
Miuimumwerth  ertheilen,  können  also  nur  in  einzelnen  Punkten  von 
einander  verschieden  sein,  und  wenn  in  der  Function  u  alle  durch 
Abänderung  in  einzelnen  Funkten  hebbaren  llnstetigkeiten  beseitigt 
werden,  ist  diese  vollkommen  bestimmt. 

17. 

Es  soll  jetzt  der  Beweis  midi  geliefert  werden,  dass  X  unbeschadet 
der  Endlichkeit  von  L  sieh  nicht  einer  längs  einer  Linie  unstetigen 
Function  y  unendlich  annähern  könne,  d.  h.  wird  die  Function  X  der 
Bedingung  unterworfen,  ausserhalb  eines  die  Unstetigkeitslinie  ein- 
schließenden Fläeheiitheils  T'  mit  y  übereinzustimmen,  so  kann  1" 
stets  so  klein  angenommen  werden,  dass  L  grösser  als  eine  beliebig 
gegebene  Grösse  C  werden  muss. 

Wir  bezeichnen,  s  und  p  in  Bezug  auf  die  Unstetigkeitslinie  in 
der  gewohnten  Bedeutung  genommen,  für  ein  unbestimmtes  s  die 
Krümmung,  eine  auf  der  Seite  der  positiven  p  convexe  als  positiv  be- 
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trachtet,  durch  x,  den  Werth  von  p  an  der  Grenze  von  2"  auf  der 
positiven  Seite  durch  plt  auf  der  negativen  Reite  durch  p,,  und  die  ent- 
sprechenden Werthe  von  y  durch  y,  und  ys.  Betrachten  wir  nun 
irgend  einen  stetig  gekrümmten  Theil  dieser  Linie,  so  liefert  der 
zwischen  den  Normalen  in  den  Endpunkten  enthaltene  Theil  von  2", 
wenn  er  sich  nicht  bis  zu  den  Krümm  uiigsnutielminkten  erstreckt,  zu 
L  den  Beitrag 

/«.jW-iö  [(I) ,+  (Ä)'ä^B.]> 

der  kleinste    Werth  des  Ausdrucks 

(1  —  äcp)  dp 


m* 


bei  den   festen   Grenzwerthen  y1   und  ^3  von  l  findet   sich   aber  nach 
bekannten  liegein 


>h 


log(l  —  *pa)—  log(l  —  KJ3,)' 

und  folglich  wird  jener  Beitrag  nothwendig,  wie  auch  X  innerhalb  T 
angenommen  werden  möge, 

(.Vi  —  ny^äs   

?(l  —  *P»)  —  log(i~»j»0' 
Die  Function  y  wäre  für  _»  =  o  stetig,  wenn  der  grösste  Werth,  den 
(yx  —  y2)2  für  j^  >  py  >  o  und  tt3  <  p,z  <  o  erhalten  kann ,  mit  aL  —  3ts 
unendlich  klein  würde;  wir  können  folglich  für  jeden  Werth  von  s  eine 
endliche  Grosse  m  so  annehmen,  dass,  wie  klein  auch  at — %  an- 
genommen werden,  möge,  stets  innerhalb  der  durch  %>i>i>0  und 
%<JJ.}<,0  (wo  die  Gleichheiten,  sich  gegen  zeitig  n.nsscliliessen)  aus- 
gedrückten Grenzen  Werthe  von  p1  und  p2  enthalten  sind,  für  welche 
(Vi  —  ?i)2  >  m  WÜ&-  Nehmen  wir  ferner  unter  den  früheren  Be- 
schränkungen eine  Gestalt  von  1"  beliebig  an,  indem  wir  py  und  p.2 
bestimmte  Werthe  1\  lüuI  ./',  beilegen,  und  bezeichnen  den  Werth  des 
durch  den  in  Betracht  gezogenen  Theil  der  Unstetigkeitslinie  aus- 
gedehnten Integrals 


J  log(l  — «Ps)-log(i-«P,) 

durch  a,  so  können  wir  offenbar 

J  log(i  —  %#,)  —  log(i  —  jcj>,) 

machen,  indem   wir  pi   und  p2  für  jeden  Werth   von   . 

9  so  annehmen, 

dass  den  Ungleichheiten 
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t  _  a  —  TtP,)0  i 

Px  <  z — —,  &  >  - 


genügt  wird.  Dies  aber  hat  zur  Folge,  dass,  wie  auch  A  innerhalb 
T'  angenommen  werden  möge,  der  aus  dem  in  Betracht  gezogenen 
Stücke  von  T  stammende  Theil  von  L  und  folglich  um  so  mehr  L 
selbst  >  C  wird,  w.  z.  b.  w.  (3). 

18. 
Nach  Art.  16.  haben  wir  für  die  dort  festgelegte  Function  u  und 
für  irgend  eine  der  Functionen  k 

*-/[.(!: -$£+ GS +K)S]« 

durch  die  ganze  Flüche  T  ausgedehnt  =  o.  Aus  dieser  Gleichung 
sollen  jetzt  weitere  Schlüsse  gezogen  werden. 

Scheidet  man  aus  der  Fläche  T  ein  die  Unstetigkeitsstellen  von 
u,  ß,  k  einseliliessendes  Stück  I"  aus,  so  findet  sich  der  von  dem 
übrigen  Stücke  T"  herrührende  Theil  von  N  mit  Hülfe  des  Art.  7., 
1  k  für  T  setzt. 


äs. 


wenn  man  t-, 4^|  k  für  X  und  {-, — 

\vx       >)y)  \6y 

In  Folge  der  der  Function  k  auferlegten  Grenzbedingung  wird  der  auf 
das  mit  T  gemeinschaftliche  Begrenz  ungsstück  von  T"  bezügliche 
Theil  von 


m. 


+  ^Ws 


\dp- 

gleich  o,   so  dass  N  betrachtet  werden  kann  als  zusammengesetzt  aus 
dem  Integral 

-/*(£  +  £)« 

in   Bezug  auf  T"  und 

in  Bezug  auf  3". 

Offenbar  würde  nun,  wenn  ^— 5  -f-  ö— ;  in  irgend  einem  Theile  der 
Fläche  2'  von  o  verschieden  wäre,  N  ebenfalls  einen  von  o  verschie- 
denen Werth  erhalten,  so  bald  man  k,  was  frei  steht,  innerhalb  1" 
gleich   0   und   innerhalb    T"    so    wählte,    dass    l    (^  +  44)     überall 
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ditsspl.be  Zeichen    hatte.      Ist  aber  - — -,  -j-  ■'-■■■  in  allen  Theileu  von  T=0, 
dx*    '    dy* 

so  verschwindet  der  von  T"  herrührende  Bestandtheil  von  N  für  jedes 

K,  und  die  Bedingung  N=  o  ergieht  dann,  dass  die  auf  die  Unstetig- 

heiisst eilen   bezüglichen    ßestundtheile  =  o  werden. 

Für  die  Functionen  V'  -■■  .'-,-,  ,.u  4-  c/-  haben  wir  daher,  wenn  wir 
ox        oy'  dy     '    o.v  ' 

erstere  =  X  und  letztere  =  Y  setzen,  nicht  bloss  allgemein  zu  reden 

die  Gleichung 

dX    ,    8T 

dx  "T   dy  —  °> 
sondern1  es  wird  auch   durch  die  ganze  Begrenzung  irgend  eines  Theils 
von  T  erstreckt 


/(*  §§ +*  $*•-•■ 


in  so  fern  dieser  Ausdruck   überlniiiot  einen  bestimmten   Werth  hat. 

Zerlegen  wir  also  (nach  Art.  9.,  V.)  die  Fläche  T,  wenn  sie  einen 
mehrfachen  Zusammen  bang  besitzt,,  durch  Querschnitte  in  eine  einfach 
■nhüugeude  2T*,  so  hat  das  Integral 


-m+'ti*- 


für  jede  im  Innern  von  2'*  von.  Oa  nach  0  gehende  Linie  denselben 
Werth  und  bildet,  0„  als  fest  gedacht,  eine  Function  von  x,  y,  welche 
in  T*  überall  eine  stetige  und  längs  eines  Querschnitts  beiderseits 
eine  gleiche  Aenderung  erleidet.  Diese  Function  v  zu  ß  hinzu gefügt. 
liefert  uns  eine  Function  v  ==  ß  -\-  v ,  von  welcher  der  Ditlereutiuhjuotieut 


Wir  haben   dalier   folgenden 

Lehrsatz.  Ist  in  einer  zusammenhängenden,  durch  Querschnitte 
in  eine  einfach  zus;.i.nnnenhätigende  T*  zerlegten  Fläche  T  eine  coni- 
plexe  Function  a-\-ßi  von  x,  y  gegeben,  für  welche 

durch  die  ganze  Fläche  ausgedehnt  einen  endlichen  Werth  hat,  so 
kann  sie  immer  und  nur  auf  Eine  Art  in  eine  Function  von  z  ver- 
wandelt werden  durch  rlinzuffigung  einer  Function  (i-\-vi  von  X,  y, 
welche   folgenden  Bedingungen  genügt: 

1)  (i    ist    am   Rande  =  o    oder    doch   nur  in    einzelnen   Punkten 
davon  verschieden,  v  in  Einem  Punkte  beliebig  gegeben, 
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2)  diu  Aenderungen  von  /(.  sind  in  2",  von  v  in  T*  nur  in  ein- 
zelnen Punkten  und  nur  so  unstetig,  dass 

/[©■+©"]—  /[(•=)'+ fc)"]« 

durch  die  ganze  Fläche  erstreckt  endlich   bleiben,   und  letztere 

längs  der  Querschnitte  beiderseits  gleich. 
Die  Zulänglichkeit  der  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  \x-\-vi 
folgt  daraus,  dass  y.,  durch  welches  v  bis  auf  eine  additive  Constante 
bestimmt  ist,  stets  zugleich  ein  Minimum  des  Integrals  £1  liefert,  da, 
u  =  K  +  /t  gesetzt,  ollen  bar  für  jedes  k  N=  o  wird;  eine  Eigenschaft, 
die  nach  Art.  16.  nur  Einer  Function  zukommen  kann. 

19. 

Die  Principien,  welche  dem  Lehrsätze  am  Schlüsse  des  vorigen 
Art.  zu  Grunde  liegen,  eröffnen  den  Weg,  "bestimmte  Functionen 
einer  veränderlichen  eomplexen  Grösse  (unabhängig  von  einem  Aus- 
drucke für  dieselben)  zu  untersuchen. 

Zur  Orienti.rnng  au!.'  diesem  Felde  wird  ein  Ueberschlag  über  den 
Umfang  der  zur  Besümimm»'  einer  solchen  Function  innerhalb  eines 
gegebenen  Gros  senge  hie  ts  erforderlichen  Bedingungen  dienen. 

Halten  wir  uns  zunächst  an  einen  bestimmten  Fall,  so  kann,  wenn 
die  über  A  ausgebreitete  Flüche,  durch  welche  dies  Gros  senge  biet  dar- 
gestellt wird,  eine  einfach  zusammenhängende  ist,  die  Function 
w  =  u  -j-  v  i  von   £   folgenden  Bedingungen    gemäss    bestimmt   werden: 

1)  für  u  ist  in  allen  Begrenzungspunkten  ein  Werth  gegeben, 
der  sich  für  eine  unendlich  kleine  Orlsänderung  um  eine  un- 
endlich kleine  Grösse  von  derselben  Ordnung,  übrigens  aber 
beliebig  ändert*); 

2)  der  Werth  von  v  ist  in  irgend  einem  Punkte  beliebig  ge- 
geben; 

3)  die  Function  soll  in  allen  Punkten  endlich  und  stetig  sein. 
Durch  diese  Bedingungen  aber  ist  sie  vollkommen  bestimmt. 

In  der  That  folgt  dies  aus  dem  Lehrsätze  des  vorigen  Art.,  wenn 
man,  was  immer  möglich  sein  wird,  <x-{-ßi  so  bestimmt,  dass  a  am 
Rande  dem  gegebenen  Werth  gleich  und  in  der  ganzen  Fläche  für 
jede  unendlich  kleine  Ortsänderung  die  Aenderung  von  a-\-ßi  unend- 
lich klein  von  derselben  Ordnung  ist. 

*)  An  aich  sind  die  Aeudcnuiyen  dieses  Wertlies  nur  der  Beschränkung  unter- 
worfen, nicht  längs  eines  Theils  der  Begrenz  un^  unstetig  zu  sein;  eine  weitere 
Beschränkung  ist.  nur  gemacht,  um  hiev  unniilhi^e  WeitlViniigKeiteu  zu  vermeiden. 
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Es   kann   also,   allgemein  zu  reden,  u  am  Rande    als   eine   ganz 

willkürliche  Function  von  s  gegeben  werden,  und  dadurch  ist  v  überall 
mit  bestimmt;  umgekehrt  kann  aber  auch  v  in  jedem  Begrenzungs- 
punkte beliebig  angenommen  werden,  woraus  dann  der  Wertli  von  u 
folgt.  Der  Spielraum  für  die  Wahl  der  Werthe  von  w  am  Rande  um- 
fasst  daher  eine  Mannigfaltigkeit  von  Einer  Dimension  für  jeden  Be- 
grenzungspunkt, und  die  vollständige  Bestimmung  derselben  erfordert 
für  jeden  Begrenzungspunkt  Eine  Gleichung,  wobei  es  indess  nicht 
wesentlich  sein  wird,  dass  jede  dieser  Gleichungen  sieh  auf  den  Werth 
Eines  Gliedes  in  Einem  Begrenzungspnnkte  allein  bezieht.  Es  wird 
diese  Bestimmung  auch  so  geschehen  können,  dass  für  jeden  Begren- 
zungspnukt  Eine  mit  der  Lage  dieses  Punktes  ihre  Form  stetig 
ändernde,  beide  Glieder  enthaltende  Gleichung  gegeben  ist,  oder  für 
mehrere  Theile  der  Begrenzung  gleichzeitig  so,  riass  jedem  Punkte 
eines  dieser  Theile  n — -  1  bestimmte  Tunkte,  aus  jedem  der  übrigen 
Theile  einer,  zugesellt  und  für  je  n  solcher  Punkte  gemeinschaftlich  -j? 
mit  ihrer  Lage  stetig  veränderliche  Gleichungen  gegeben  sind.  Diese 
Bedingungen,  deren  Gesammtheit  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  bildet 
und  welche  durch  Gleichungen  zwischen  willkürlichen  Functionen  aus- 
gedrückt werden,  werden  aber,  um  für  die  Bestimmung  einer  im  Innern 
des  Grösseugeb.iets  überall  stetigen  Function  zulässig  und  hinreichend 
zu  sein,  allgemein  zu  reden,  noch  einer  Beschränkung  oder  Ergänzung 
durch  einzelne  Bediiigmigsgleichungen  —  Gleichungen  für  willkürliche 
(Jon stauten  —  bedürfen,  indem  bis  auf  diese  sieh  die  Genauigkeit  un- 
serer Schätzung  offenbar  nicht  erstreckt. 

Für  den  Fall,  wo  das  Gebiet  der  Veränderlichkeit  der  Grösse  s 
durch  eine  mehrfach  zusammenhängende  Flüche  dargestellt  wird,  erlei- 
den diese  Betrachtungen  keine  wesentliche  Abänderung,  indem  die  An- 
wendung des  Lehrsatzes  im  Art.  18.  eine  bis  auf  die  Aenderungen 
beim  Ueb  er  schreiten  der  Querschnitte  ebenso  wie  vorhin  beschaffene 
Function  liefert  —  Aenderungen,  welche  =  o  gemacht  werden  können, 
wenn  die  Grenzbed.ing  engen  eine  der  Anzahl  der  Querschnitte  gleiche 
Anzahl  verfügbaren'  Üonstanten  enthalten. 

Der  Fall,  wo  im  Innern  längs  einer  Linie  auf  Stetigkeit  ver- 
zichtet wird,  ordnet  sich  dem  vorigen  unter,  wenn  man  diese  Linie 
als  einen  Schnitt  der  Fläche  betrachtet. 

Wenn  endlich  in  einem  einzelnen  Punkte  eine  Verletzung  der 
Stetigkeit-,  also  nach  Art.  12.  ein  Cneiul  lieh  werden  der  Function,  zuge- 
lassen wird,  so  kann  unter  Beibehaltung  der  sonstigen  in  unserm 
Anfangsfalle  gemachten  Voraussetzungen,  für  diesen  Funkt  eine  Function 
von   S,    nach    deren    Subtraction    die    zu    bestimmende    Function    stetig 
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werden  soll,  beliebig  gegeben  wenlen ;  dadurch  aber  ist  sie  völlig  be- 
stimmt. Denn  nimmt  man  die  Grösse  a  -f-  ßi  in  einem  beliebig  klei- 
nen um  den  Unstetigkeitspunkt  beschriebenen  Kreise  gleich  dieser 
gegebenen  Function,  übrigens  aber  den  früheren  Vorschriften  gemäss 
an,  so  wird  das  Integral 

/((^)"+(§f+§J)')- 

über  diesen  Kreis  erstreckt  =  o,  über  den  übrigen  Theil  erstreckt 
einer  endlichen  Grösse  gleich,  und  man  kann  also  den  Lehrsatz  des 
vorigen  Art.  anwenden,  wodurch  man  eine  Function  mit  den  verlang- 
ten Eigenschaften  erhält.  Hieraus  kann  man  mit  Hülfe  des  Lehr- 
satzes im  Art.  13,  folgern,  dass  im  Allgemeinen,  wenn  in  einem 
einzelnen  Lusi.eligkeilsjiiiiikl.e  die  Function  unendlich  gross  von  der 
Ordnung  n  werden  darf,  eine  Anzahl  von  2«  Con stauten  verfügbar  wird. 
Geometrisch  dargestellt  liefert  (nach  Art.  15.)  eine  Function  w 
einer  innerhalb  eines  gegebenen  Gros  Teilgebiets  von  zwei  Dimensionen 
veränderlichen  comp  1.  exen  Grösse  s  von  einer  gegebenen  A  bedecken- 
den Fläche  T  ein  ihr  in  den  kleinsten  Theilen,  einzelne  Punkte  aus- 
genommen, ähnliches,  B  bedeckendes  Abbild  8.  Die  Bedingungen, 
welche  so  eben  zur  Bestimmung  der  Function  hinreichend  und  not- 
wendig befunden  worden  sind,  beziehen  sich  auf  ihren  Werth  entweder 
in  Begrenzungs-  oder  in  Urtsl.etigkeitepuitktcii;  sie  erscheinen  also 
(Art.  15.)  sämmtiieh  als  Bedingungen  für  die  Lage  der  Begrenzung 
von  S,  und  zwar  geben  sie  für  jeden  JSegreTi/,ui.igs[)u:ukt  Eine  Bedin- 
gujigsgl.eicbung.  Me/.ieht  sich  jede  derselben  nur  auf  Einen  Begren- 
zung sp unkt,  so  werden  .sie  durch  eine  Sehaar  von  Curven  repriisenürl., 
von  denen  für  jeden  riegrenzuugspunkt  Eine  den  geometrischen  Ort 
bildet.  Werden  zwei  mit.  einander  stetig  fortrückende  Begrenzungs  - 
punkte  gemeinschaftlich  zwei  Bedingungsgleiehungen  unterworfen,  so 
entsteht  dadurch  zwischen  zwei  Begrenzuiigstheiien  eine  solche  Ab- 
hängigkeit, dass,  wenn  die  Lage  des  einen  willkürlich  angenommen 
wird,  die  Lage  des  andern  daraus  folgt.  Aelmlieher  Weise  ergiebt 
sich  für  andere  Formen  der  liedingungsgleichungen  eine  geometrische 
Bedeutung,  was  wir  indess  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 

20. 

Die   Einführung    der    coniplexeii    Grössen    in    die    Mathematik   hat 
ihren  Ursprung  und  nächsten  Zweck  in  der  Theorie  einfacher*)  durch 


*)  Wir  betrachten  liier   als   Klomcntaroi.iu  ratio  neu    Addition    und    Subtraction, 

Multiplier!  1km  und  Division,  lm*s>Tntion  mul   nifl'i'nuitiit'ioii,  und  ein  AUiii-nffk' Veits- 
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Grössen  Operationen  ausgedrückter  Ahhängigkoilsgesetze  /wischen  ver- 
änderlichen Grossen.  Wendet  man  nämlich  diese  Abhängigkeitsgesetze 
in  einem  erweiterten  Umfange  an,  indem  man  den  veränderlichen 
Grössen,  auf  welche  sie  sich  beziehen,  complexe  Werthe  gieht,  so  tritt 
eine  sonst  versiecht  bleibende  Harmonie  und  llegeimä^sigkeit  hervor, 
Die  Fälle,  in  denen  dies  geschehen  ist,  umfassen  /war  bis  jetzt  erst 
ein  kleines  Gebiet  —  sie  lassen  sich  fast  sämmtlich  auf  diejenigen 
Abhängigkeitsgesetze  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  zurück- 
führen, wo  die  eine  entweder  eine  algebraische*)  Function  der  an- 
dern ist  oder  eine  solche  Function,  deren  Diifereiitialquotient  eine 
algebraische  Function  ist  —  aber  beinahe  jeder  Schritt,  der  hier  ge- 
than  ist,  hat  nicht  bloss  den  ohne  Hülfe  der  complexen  Grössen 
gewonnenen  Resultaten  eine  einfachere,  geschlossenere  Gestalt  gegeben, 
sondern  auch  zu  neuen  Entdeckungen  die  Bahn  gebrochen,  wozu  die 
Geschichte  der  Untersuchungen  über  algebraische  Functionen,  Kreis- 
oder Exponentialfunctiunen,  elliptische  und  Abel'scho  Functionen  den 
Beleg  liefert. 

Es  soll  kurz  angedeutet  werden,   wa.s  durch  unsere  Untersuchung 
für  die  Theorie  solcher  Functionen  gewonnen  ist. 

Die  bisherigen  Methoden,  diese  Functionen  zu  behandeln,  legten 
stets  als  Definition  einen  Ausdruck  der  Function  zu  Grunde,  wodurch 
ihr  Werth  für  jeden  Werth  ihres  Arguments  gegeben  wurde;  durch 
unsere  Untersuchung  ist  gezeigt,  dass,  in  Folge  des  allgemeinen 
Charakters  einer  Function  einer  veränderlichen  complexen  Grösse,  in 
einer  Definition  dieser  Art  ein  Theil  der  Bestimmungsstücke  eine  Folge 
der  übrigen  ist,  und  zwar  ist  der  Umfang  der  Bestimm:.iogsstücke  auf 
die  zur  Bestimmung  not  luv  endigen  zurückgeführt  worden.  Dies  ver- 
einfacht die  Behandlung  derselben  wesentlich.  Um  z.  B.  die  Gleichheit 
zweier  Ausdrücke  derselben  Function  zu  beweisen,  musste  man  sonst 
den  einen  in  den  antlern  trän sfor mir en ,  d.  h.  zeigen,  dass  beide  für 
jeden  Werth  der  veränderlichen  Grösse  fl  berein  stimmten;  jetzt  genügt 
der  Nachweis  ihrer  U  eher  eins  timniung  in  einem  weit  geringern  Umfange. 
Eine  Theorie  dieser  Functionen  auf  den  hier  gelieferten  Grund- 
lagen würde  die  Gestaltung  der  Function  (d.  h.  ihren  Werth  für  jeden 
Werth  ihres  Arguments)  unabhängig  von  einer  Bestimmungs weise  der- 
selben durch  Clrössenoperationeii  festlegen,  indem  zu  dem  allgemeinen 
Begriffe  einer  Function  einer  veränderlichen  complexen  Crosse  nur  die 


gesetz    als    desto    einfacher,    dureh    je    weniger    Kkmi'ntrt.rnijuvi-uioricn    die    Ab- 
hängigkeit bedingt   wird.     Li  der   That    lassen   sich   durch   eine    endliche   Anzahl 

dieser  Üj'ui'iLtiwüjji  Lille   Ijis  jetzt  in  der  Analysis  benutzten  Functionen  definiren. 

*)  D,  h.  wo  zwischen  beiden  t;i:ic   iiiyt.,iji,ii.i&i.:Lfr  Uleichung  Statt  findet. 
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zur  Bestimmung  der  Function  notwendigen  Merkmale  hinzugefügt 
würden,  und  dann  erat  zu  den  verschiedenen  Ausdrücken  deren  die 
Function  fähig  ist  übergehen.  Der  gemeinsame  Charakter  einer  Gat- 
tung von  Functionen,  welche  auf  ähnliehe  Art  durch  Grössenoperationen 
;  ms  gedrückt  werden,  stellt,  sich  dann  dar  in  der  Form  der  ihnen  auf- 
erlegten Grenz-  und  Unstefigkeitsbedingungen.  Wird  z.  B.  das  Gebiet 
der  Veränderlichkeit  der  Grösse  ,=j  über  die  ganze  unendliche  Ebene  A 
einfach  oder  mehrfach  erstreckt,  und  innerhalb  derselben  der  Function 
nur  in  einzelnen  Punkten  eine  Un.stetigkeifc,  und  zwar  nur  ein  Unend- 
lichwerden, dessen  Ordnung  endlich  ist,  gestattet  (wobei  für  ein  un- 
endliches Z  diese  Grösse  selbst,  für  jeden  endlichen  Werth  s'  derselben 

aber als  ein  unendlich  Grosses  erster  Ordnung  gilt),  so  ist  die 

Function  nothwendig  algebraisch,  und  umgekehrt  erfüllt  diese  Bedin- 
gung jede  algebraische  Function. 

Die  Ausführung  dieser  Theorie,  welche,  wie  bemerkt,  einfache 
durch  Grössenoperationen  bedingte  Abhäugigkeiisgesetze  ins  Licht  zu 
setzen  bestimmt  ist,  unterlassen  wir  indess  jetzt,  da  wir  die  Betrach- 
tung des  Ausdruckes  einer  Function  gegenwartig  ausscb Hessen. 

Aus  demselben  Grunde  befassen  wir  uns  hier  auch  nicht  damit, 
die  Brauchbarkeit  unserer  (Satze  als  Grundlagen,  einer  allgemeinen 
Theorie  dieser  AbliäiLgigkellsgesetze  davzuthuu,  wozu  der  Beweis  er- 
fordert wird,  dass  der  hier  zu  Grunde  gelegte  liegriff  einer  Function 
einer  veränderlichen  complexen  Grösse  mit  dem  einer  durch  Grössen- 
operationen ausdrückbaren  Abhängigkeit5*)  völlig  zusammenfällt. 

21. 

Es  wird  jedoch  zur  Erläuterung  unserer  allgemeinen  Sätze  ein 
ausgeführtes  Beispiel  ihrer  Anwendung  von  Nutzen  sein. 

Die  im  vorigen  Artikel  bezeichnete  Anwendung  derselben  ist,  ob- 
wohl die  hei  ihrer  Aufstellung  zunächst  beabsichtigte,  doch  nur  eine 
speeielle.  Denn  wenn  die  Abhängigkeit  durch  eine  endliche  Anzahl 
der  dort  als  Elementaroperationen  betrachteten  Grössenoperationen  be- 
dingt ist,  so  enthält  die  Function  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Para- 
metern, was  für  die  Form  eines  Systems  von  einander  unabhängiger 
Grenz-  und    Unstetigkeitshedingungen,   die   zu   ihrer  Bestimmung  hin- 

*)  Es  wird  darunter  jede  durch  eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl  der 
vier  einfachid.eii  II.eehniin«3'.>pei-Litionen ,  Addition  und  Sulih'Lictkm ,  Miilti|>licatiun 
und  Idviüioii,  n.uiidruckbiip.:  Aijlii'  ll.'/.^k'mI  begriffen.  Der  Ausdriicl;  Grüi-senoiierii- 
tionen  soll  (im  ( i-ejienjai./.e  /n  Za.bl'jTioperü.tior.en':  solche  JiiiciiiuugsiJiieru.tJoju'-n 
andeuten,  bei  denen  die  Co : 1 1  tin.1 1 : ^ 1 1 cn.b:".lir-tll   der  Crös.sen  nicht  in  JJctiacht  kommt 
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reichen,  den  Erfolg  hat,  dass  unter  ihnen  längs  einer  Linie  in  jedem 
Punkte  willkürlich  zu  bestimmende  Bedingungen  gar  nicht  vorkommen 
können.  Für  unsern  jetzigen  Zweck  schien  es  daher  geeigneter,  nicht 
ein  dorther  entnommenes  Beispiel  zu  wählen,  sondern  vielmehr  ein 
solches,  wo  die  Function  der  comp  [exen  Veränderlichen  von  einer  will- 
kürlichen Function  abhängt. 

Zur  Veranschaulichung  und  bequemeren  Fassung  geben  wir  dem- 
selben die  am  Schlüsse  des  Art.  19.  gebrauchte  geometrische  Einklei- 
dung. Es  erscheint  dann  als  eine  Untersuchung  über  die  Möglichkeit, 
von  einer  gegebenen  Fläche  ein  zusammenhängendes  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnliches  Abbild  zu  liefern,  dessen  (lestalt  gegeben  ist,  wo 
also,  in  obiger  Form  ausgedrückt,  für  jeden  BegreuzuiigsjHLiikt  des  Ab- 
bildes eine  Ortscurve,  und  zwar  für  alle  dieselbe,  ausserdem  aber 
(Art.  5.)  der  Sinn  der  "Begrenzung  und  die  Wind ungs punkte  desselben 
gegeben  sind.  Wir  beschränken  uns  auf  die  Losung  dieser  Aufgabe 
in  dem  Falle,  wo  jedem  Funkte  der  einen  Räche  nur  Ein  Punkt  der 
andern  entsprechen  soll  und  die  Flächen  einfach  zusammenhängend 
sind,  für  welchen  Fall  sie  in  folgendem  Lehrsatze  enthalten  ist. 

Zwei  gegebene  einfach  zusammenhängende  ebene  Flächen  können 
stets  so  auf  einander  bezogen  werden,  dass  jedem  Punkte  der  einen 
Ein  mit  ihm  stetig  fortrückender  Punkt  der  .  andern  entspricht  und 
ihre  entsprechenden  kleinsten  Theile  ähnlich  sind;  und  zwar  kann  zu 
Einem  innern  Funkte  und  zu  Einern  Begrenznngspunkte  der  entspre- 
chende beliebig  gegeben  werden;  dadurch  aber  ist  für  alle  Punkte  die 
Beziehung  bestimmt. 

Wenn  zwei  Flächen  T  und  R  auf  eine  dritte  S  so  bezogen  sind, 
dass  zwischen  den  entsprechenden  kleinsten  Theilen  Aehnlichkeit  Statt 
findet,  s"o  ergiebt  sieh  daraus  eine  Beziehung  /wischen  den  Flächen  T 
und  B,  von  welcher  offenbar  dasselbe  gilt.  Die  Aufgabe,  zwei  belie- 
bige Flächen  auf  einander  so  zu  beziehen,  dass  Aehnlichkeit  in  den 
kleinsten  Theilen  Statt  findet,  ist  dadurch  auf  die  zurückgeführt,  jede 
beliebige  Fläche  durch  Eine  bestimmte  in  den  kleinsten  Theilen  ähn- 
lich abzubilden.  Wir  haben  hiernach,  wenn  wir  in  der  Ebene  B  um 
den  Punkt,  wo  w  —  o  ist,  mit  dem  Radius  1  einen  Kreis  K  beschrei- 
ben, um  unsern  Lehrsatz  darzuthun,  nur  nöthig  zu  beweisen:  Eine 
beliebige  einfach  zusammenhängende  A  bedeckende  Fläche  T  kann 
durch  den  Kreis  K  stets  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten  Thei- 
len ähnlich  abgebildet  werden  und  zwar  nur  auf  Eine  Art  so,  dass 
dem  Mittelpunkte  ein  beliebig  gegebener  innerer  Punkt  0„  und  einem 
beliebig  gegebenen  Punkte  der  Peripherie  ein  beliebig  gegebener  Be- 
grenzungspunkt 0'  der  Fläche  T  entspricht. 
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Wir  bezeichnen  die  bestimmten  Bedeutungen  von  g,  Q  für  die 
Punkte  00,  0'  durch  entsprechende  T.ndices  und  beschreiben  in  T  um 
O0  als  Mittelpunkt  einen  beliebigen  Kreis  ©,  welcher  sieh  nicht  bis 
zur  Begrenzung  von  T  erstreckt  und  keinen  Windungspunkt  enthält. 
Führen  wir  Polarcoordinatcn  ein,  indem  wir  g —  80=re'Pl  setzen,  so 
wird  die  Function  log  (2  —  s0)  =  log  r  -j-  ipi.  Der  reelle  Werth  ändert 
sich  daher  im  ganzen  Kreise  mit  Ausnahme  des  Punktes  00,  wo  er 
unendlich  wird,  stetig.  Der  imaginäre  aber  erhält,  wenn  überall  unter 
den  möglichen  Werthen  von  <p  der  kleinste  positive  gewählt  wird, 
längs  des  Radius,  wo  Z  —  R.,  reelle  positive  Werthe  annimmt,  auf  der 
einen  Seite  den  Werth  0,  auf  der  andern  den  Werth  2jt,  ändert  sieh 
aber  dann  in  allen  übrigen  Punkten  stetig.  OH'enbar  kann  dieser  Ra- 
dius durch  eine  ganz  beliebige  vom  Mittelpunkte  nach  der  Peripherie 
gezogene  Linie  /.  ersetzt  werden,  so  dass  die  Function  log  (s  —  s0) 
beim  Uebertritt  des  Punktes  0  von  der  negativen  (d.  h.  wo  nach 
Art.  8.  p  negativ  wird)  auf  die  positive  Seite  dieser  Linie  eine  plötz- 
liche Verminderung  um  2iti  erleidet,  übrigens  -aber  sieh  mit  dessen 
Lage  im  ganzen  Kreide  (-)  stetig  ändert.  Nehmen  wir  nun  die  com- 
plexe  Function  a  -f-  ßi  von  x,  y  im  Kreise  &  =  log  (g  —  g0),  ausser- 
halb desselben  aber,  indem  wir  l  beliebig  bis  an  den  Rand  verlängern. 
so  an,  dass  sie 

1)  an  der  Peripherie  von  &  =  log  (g  —  g0),  am  Rande  von  T 
bloss  imaginär  wird, 

2)  beim  Uebertritt  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  der 
Linie  l  sieh  um  —  2iti,  sonst  aber  bei  jeder  unendlich  klei- 
nen Ortsänderung  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  der- 
selben Ordnung  ändert, 

was  immer  möglich  sein  wird,  so  erhält  das 


J  (   (»*       »*)    +  \*V  +  8  J    ) 


dT 


über  @  ausgedehnt  den  Werth  Null,  über  den  ganzen  übrigen  Theil 
erstreckt  einen  endlichen  Werth,  und  es  kann  daher  a  -\-  ßi  durch 
Hinzufügung  einer  bis  auf  einen  bloss  imaginären  constanten  Rest 
bestimmten  stetigen  Kunetion  von  x,  y,  welche  am  Rande  bloss  imaginär 
ist,  in  eine  Function  t  =  m  -f-  ni  von  g  verwandelt  werden.  Der  reelle 
Theil  m  dieser  Function  wird  am  Rande  =  0,  im  Punkte  0„  =  —  00 
und  ändert  sich  im  ganzen  übrigen  T  stetig.  Für  jeden  zwischen  0 
und  —  00  liegenden  Werth  u  von  m  zerfällt  daher  T  durch  eine  Linie, 
wo  m  =  a  ist,  in  Theile,  wo  m  <  a  ist  und  die  <X  im  Innern  enthal- 
ten,  einerseits   und    andererseits    in   Theiie,   wo  m  >  a  ist   und  deren 
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Begrenzung  theils  durch  den  Rand  von  T,  theils  durch  Linien,  wo 
m  =  a  ist,  gebildet  wird.  Die  Ordnung  des  Zusammenhangs  der 
Fläche  T  wird  durch  diese  Zerfiillung  entweder  nicht  geändert  oder 
erniedrigt,  die  "Fläche  zerfällt  daher,  d:i  diese  Ordnung  —  —  1  ist, 
entweder  in  zwei  Stücke  von  der  Ordnung  des  Zusammenhangs  0  und 
—  t,  oder  in  mehr  als  zwei  Stücke.  Letzteres  aber  ist  unmöglich, 
weil  dann  wenigstens  in  Einem  dieser  Stücke  m  überall  endlich  und 
stetig  und  in  allen  Theilen  der  Begrenzung  constant  sein  müsste, 
folglich  entweder  in  einem  Flii.eVienLhe.il  einen  consta.nten  Wertli,  oder 
irgendwo,  —  in  einem  Punkte  oder  Vängs  einer  Linie  —  einen  Maxi- 
mum- oder  Minimumwerth  haben  müsste,  gegen  Art.  11.,  III.  Die 
Punkte,  wo  m  constant  ist,  bilden  also  in  sich  zurücklaufende  allent- 
halben einfache  Linien,  welche  ein  den  Punkt  00  einsehliessendes  Stück 
hegrenzen,  und  zwar  nimmt  m  nach  Innen  zu  nothwendig  ab,  woraus 
folgt,  dass  bei  einem  positiven  umlaufe  (wo  nach  Art.  8.  s  wächst)  n, 
soweit  es  stetig  ist,  stets  zunimmt,  und  also,  da  es  nur  beim  Ueber- 
tritt  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  der  Linie  l  eine  plötz- 
liche Aenderung  um  —  2si*)  erleidet,  jedem  Werth  zwischen  o  und 
2jt  Einmal  von  einem  Vielfachen  von  2tt.  abgesehen  gleich  wird. 
Setzen  wir  nun  e'  =  te,  so  werden  e'"  und  n  Polarcoordinaten  des 
Punktes  Q  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Kreises  K.  Die  Ge- 
sannutheit  der  Punkte  Q  bildet  dann  offenbar  eine  über  K  allenthalben 
einfach  ausgebreitete  Klii.che  S;  der  Punkt  Qu  derselben  lallt  auf  den 
Mittelpunkt  des  Kreises;  der  Punkt  Q'  aber  kann  vermittelst  der  in  n 
noch  verfügbaren  Constante  auf  einen  behellig  gegebenen  Punkt  der 
Peripherie  gerückt  werden,  w.  z.  b.  w. 

In  dem  Falle,  wo  der  Punkt  0„  ein  Windungspunkt  ji-lster  Ord- 
nung ist,  gelangt  man,  wenn  nur  log  (z  ■ — s0)  durch  —  log  (js  —  bu) 
ersetzt  wird,  durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  zum  Ziele,  deren  weitere 
Ausführung  man  indess  aus  Art.  14.  leicht  ergänzen  wird. 


Die  vollständige  Durchführung  der  Untersuchung  des  vorigen 
Artikels  für  den  allgemeinern  Fall,  wo  Einem  Punkte  der  einen  Fläche 

*)  Da  die  Linie  l  von  einem  im  Innern  dos  Stocks  gelegenen  Punkte  bis  zu 
einem  äussern  fuhrt,  so  mups  sie,  wenn  sie  eVssen  ISegron/uiif;'  mehrmals,  schneidet, 
Einmal  mein'  von  Innen  nach  Aussen,  als  von  Aussen  nach  Innen  gehen,  und  die 
Summe  der  plötzlichen  Acmkningen  von  "■  während  eines  positiven  Umlaufs  ist 
nnhfr   stets  =  —  2ir, 
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mehrere  Punkte  der  andern  entsprechen  sollen,  und  ein  einfacher  Zu- 
sammenhang für  dieselben  nicht  vorausgesetzt  wird,  unterlassen  wir 
hier,  zumal  da,  aus  geometrischem  Gesichtspunkte  aufgutYisst,  unsere 
ganze  Untersuchung  sieh  in  einer  allgemeinern  Gestalt  hätte  führen 
lassen.  Die  Beschränkung  auf  ebene,  einzelne  Punkte  ausgenommen, 
schlichte  Flächen,  ist  nämlich  für  dieselbe  nicht  wesentlich;  vielmehr 
gestattet  die  Aufgabe,  eine  beliebig  gegebene  Fläche  auf  einer  andern 
beliebig  gegebenen  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abzubilden,  eine 
ganz  ähnliche  Behandlung.  Wir  begnügen  uns,  hierüber  auf  zwei 
Gauss' sehe  Abhandlungen,  die  zu  Art.  3.  citirte  und  die  disquis.  gen. 
circa  snperf.  art.  13.,  zu  i 
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i.  Eine  veränderliche  eotuulexc  Grösse  w  —  w  -(-  v 
andern  veränderlichen  Grösse  s  —  x  -f-  2/»,  wem 
dass    y-  von  (?s  unabhängig  ist.     Diese  Definition    wird   begründet  durch 

diu  Bemerkung  diLäs  dies  immer  sl.ijtl.liudet.,  wi::m  diu  Abhängigkeit  der 
Grösse  w  von  ^  durch  einen  analytischen  Ausdruck  gegeben  ist.  .  .  , 
i.  Die  Werthe  der  verä.nd  er  liehen  eomplexen  Crossen  g  und  w  worden  dar- 
gestellt durch  die  Punkte  0  und  Q  zweier  Ebenen  A  und  B,  ihre  Ab- 
hängigkeit von  einander  als  eine  .Abbildung  der  einen  Wbene  auf  die  andere. 

3.    Ist  die  Abhängigkeit  eine   solche  {Art.  1.)  dass         von  rfs  unabhängig  ist, 

i  Bilde  Aehnlichkeit  in  den 


.    Die  Bedingung,    diiss  -■--■  von   iL::-,  iinabhii.ngig    ist,   ist   identisch  mit   fol- 
genden: 


dy  '  dy  dx'  h        dx3    '   dy*  ' 

s+s- 

.  Als  Ort  des  Punktes  O  wird  für  diu  Ebene  A  eine  begrenzte  über  die- 
selbe ausgebreitete  Flache  T  subst.ituiit.  Windungsiiunkte  dieser  Fläche. 
Ueber  den  Zusammenhang  einer  Fläche 

dT   durch   die   ganze   Flüche   T   erstreckt, 


JW  +  II) 


und  dp  wird  so  l'esfgeset'/t,  dass  l'[  =  , 


ist  gleieh  ■ — J[X  cos  £  +   Y  cos  >;)  da  durch  ihre  g;i:i/,e   [Segremamg,  wenn 
X  und   Y  beliebige  in   allen   Punkten   von  T   stetige    E'unctionen   von   x 

und  y  sind 

Einführung   der  Coordinaten  s   und  p   des   Punktes  0  in  Bezug  auf  eine 

beliebige  Linie.     Die  gegenseitige  Abhiulgigkeit   des   Vorzeichens  von   ds 

-gi.1 

Anwendung  des  Satzes  im  Art.  7.,  wenn  in  allen  F'lächentheilen 

dX    ,    bY 
dx         dy 

Bedingungen,    unter    welchen    im    Inneni    einer    A   einfach    bedockenden 
Fläche  T  eine   Function   ii,    welche,   allgemein  zu   reden,    der  Gleichung 

^— ä  +  jr- i  =  0  genügt,   nebst  allen    ihren   Differentialquottenten  überall 

endlich   und   stetig  ist 
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11.  Eigenschaften  einer  solchen  Function 

12.  Bedingungen,  unter  welchen  im  Innern  einer  A  einfach  bedeck  enden  ein- 
fach zusammenhängenden  Flu. diu  T  eine  Function  w  von  e  überall  nebst 
allen  ihren  Ditferentiahiuol.icuten  endlich  und  stetig  ist 

13.  Ünstetigkeiten   einer  solchen  Function  in  einem  inneren  Punkte  .... 

14.  Ausdehnung  der  Sätze  des  Art  12.  und  13.  auf  Punkte  im  Innern  einer 
beliebigen  ebenen  Flüche 

15.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Abbildung  einer  in  der  Ebene  A  ausgebrei- 
teten Fläche  T  auf  eine  in  der  Ebene  Ji  ausgebreitete  Flüche  S,  durch 
welche  die  Wertln:  einer  Function  »■  von  .;■  guo  ine.  irisch  durgestellt  worden. 

16.  Das  Integral     /    \  L"  —  -ß\    +  (t~   +  tfA        AT,    durch    die    ganze 

Fläche  T  evslreckt,  erhält  bei  Aeiideruug  von  n  um  stetige  oder  doch 
nur  in  einzelneu  funkten  unstetige  Functionen,  die  am  liande  =  0  sind, 
immer  für  Eine  einen  Muiiuiuniswertk  und  wenn  man  durch  Abänderung 
in  ein /.einen  Punkten  hebbare   (Jn-ietigkeiten  au  Eddies  st,  nur  für  Eine    . 

17.  Begründung  eines  im  vorigen  Art.  vorausgesetzten  Nutzes  mittelst  der 
Grensmethode 

18.  Ist  in  einer  beliebigen  zusammenhängenden,  durch  Querschnitte  in  eine 
einfach  zusammenhängende  T"  -/erlegten  ebenen  Fläche  T  eine  Function 
h  --f-  öi  von  .-'-,  y  gegeben,  für  welche 


Site-® 


+  (fe+KV 


durch  die  ganze  Fläche  endlic.lv  ist,  so  kann  sie  immer  und  nur  auf  eine 
Art  in  eine  Function  von  g  verwandelt  werden  durch  Hinzufügung  einer 
Function  y.  +  **  von  x,  y  welche  so  bedingt  ist:  1.)  ji  ist  am  Rande  =  0, 
v  in  Einem  Punkte  gegeben.  2.)  Die  Aencierungen  von  <i  sind  in  T, 
diu   von  v   in   T*   nur   in   einzelnen    Punkten   und  nur   so  unstetig,  ii,i^ 

/[<K>-+<föj'W[fö'+ß)j"*-* 

ganze  Fläche  endlich  bleiben  und  letztere  an  den  Querschnitten  beider- 
seits gleich 

ly.iUeberschlag  über  die  hinreichenden  und  nothwendigen  Bedingungen  zur 
Bestimmung  einer  Function  eo-mplexeu  Arguments  innerhalb  eines  gege- 
benen Grössengebieta ■ 

20.  Die  frühere  Bestimmuugs weise  einer  Function  durch  Gro'ssenopeiutioucn 
enthält  Überfluß  ige  UeüLiuidthcÜe.  Durch  die  hier  di  in:  ii  gebührten  Betrach- 
tungen ist  der  l.britang  der  JäeiüiuniungsKUcke  einer  Function  auf  das 
uottwendige  Mass  zurückgeführt    ....     - 

21.  Zwei  gegebene  einlach  zusammenhängende  Flä.cben  kennen  stets  so  auf 
einander  bezogen  werden,  dass  jeden:  Punkte  der  einen  Ein  mit  ihm  stetig 
fortrückender  Punkt  der  andern  enti| u-ieht-  und  ihre  entsprechenden  klein- 
sten Theile  ähnlich  sind;  und  zwar  kann  zu  hliiiem  inneren  Punkt  und  zu 
Einem  Begrenzungspunkt  der  entsprechende  beliebig  gegeben  werden. 
Dadurch  ist  für  alle  .Punkte  die  Beziehung  bestimmt 

22.  Schlussbcmeiknugen 
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Anmerkungen. 

In   Riemann's  Papieren  findet  sich  der  folge» 


(1)  (zu   Seite  S 

gehörige  Zusatz: 

„Unter  dem  Ausdruck:  die  Grösse 
Grenzen  j-aunds  =  J  verstehe! 
unendlich  kleinen  Aenderung  von  * 
oder,  greiflicher   ausgedrückt:    für    ■ 


■   St  .,1h: 


i:  Lindert  sich  stetig  mit  z  K'.visclien  den 
wir:  in  diesem  Intervall  entspricht  jeder 
>ine   unendlich   kleine  Aenderung  von  w 

i6  beliebig  gegebene  Grösse  ;   läset  sich 


stets  die  Grösse  «  so  annehmen,  dass  innerhalb  eines  Intervalls  für  s,  welches 
kleiner  als  a  ist,  der  Unterschied  zweier  Worthe  von  w  nie  grösser  als  t  ist. 
Die  Stetigkeit  einer  Function  führt  hiernach,  auch  wenn  dies  nicht  besondere 
hervorgehoben  ist,  ihre  beständige  Endlichkeit  mit  sich." 

(su  Seite  18.)  Zur  Erläuterung  dieser  im  Ausdruck  etwas  dunkeln  Stelle  kann 
folgendes  Beispiel  dienen: 

In  der  beistehenden  Figur  iat  T 
eine  dreifach  zusammen  hängende 
Flüche.  («6)  sei  der  erste  Querschnitt 
S„  (cd)  der  zweite  q%.  Man  hat  hiev 
drei  verschiedene    constante   Werth- 


differ 


der 


*=/M?-*l)- 


zu  unterscheiden.  Diese  seien:  ander 
Strecke  (ac):A.,  an  der  Strecke  (cft):B, 
an  der  Strecke  (cd)  :  C.  Durchlauft 
man  also  zuerst  (cd),  so  kann  hier  C 
irgend  einen  Werth  haben.  Durchlauft  man  hierauf  ibc).  so  kann  hier  B 
einen  andern  beliebigen  Werth  haben.  An  (ac)  ist  aber  hiernach  die  constante 
Werthdifferenz  A  der  Function  'A  völlig  bestimmt,  nLimlieh  (wenn  die  Vor- 
zeichen passend  bestimmt  werden)  A  =—  B  +  0.  Auf  ähnliche  Weise  schliesst 
man  allgemein,  dass,  so  oft  beim  Uiielnvärtsdurchlaufen  dos  Q  n  ersehn  itt- 
systems  ein  schon  durchlaufener  Qucvsekuitr.  eir.inütuk't,  die  Aenderung,  welche 
die  constante  Werthdilr'erenz  der  Function  dadurch  erfahrt,  vollkommen  be- 
stimmt ist. 
)  (zu  Seite  33.)  Die  folgenden  Demerkungen  sind  fast  wörtlich  den  inRiemann's 
handschriftlichen  Na:jhiass  gefundenen  Rntwörfen  zu  Art.  17.  entnommen  und 
dienen,  theils  zur  Erläuterung,  theiLs  r/ur  Ergänzung  der  Untersuchung. 

Von  den  Werthen  Pj  und  P,  kann  auch  einer  überall  =  0  genommen 
worden,  wenn  nur  T'  eine  endliche  Breite  behalt,  wodurch  unser  Beweis 
auf  den  Fall  anwendbar  wird,  wo  die  Unslctigkcit,  längs  eines  Theils  der  Be- 
grenzung einträte,  oder  durch  Abänderung  von  y  liings  einer  Linie  im  Innern 
entstanden  wäre.  Für  m  ist  deshalb  nicht  geradezu  der  kleinste  Werth  von 
(Vi—  Va)2  ™  dem  angegebenen  Intervall  von  p,  und  p%  gesetzt,  damit  der 
Beweis  auch  auf  den  Fall  anwendbar  ist,   wo  y  unendlich   viele  Maxinia  und 

',  hätte. 


Minima,  also  z,  B. 
In  ähnlicher  Wei 


i  der  Nähe  der  Unstetigkeitslinie  den  Werth  s 
!  lässt  sich  zeigen,  dass  1,  über  alle  Grenzen  « 
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l  sich  einer  Function  y  unbegrenzt  nähert,  die  in  einem  Punkt  0'  so  unstetig 
wird,  dass  in  einem  Theil  einer  mit  dem  Radius  q  um  0'  beschriebenen 
Kreislinie    o  -.,-,    o  -J   für  ein  unuudlial;  kleiuos  o  siuk  einer  endlichen  Grenze 

nähern  oder  unendlich  werden. 

Es  lässt  sich  in  diesem  Fall  ein  Werth  B  von  q  so  annehmen,    dass  unter- 
halb desselben 


-■/[©'+ m 


nicht  0  wird.  Bezeichnen  wir  den  kleinsten  Werth  dieser  Grösse  in  diesem 
Intervall  durch  a,  so  wird  der  Beitrag  eines  zwischen  q  =  R  und  g  =  r  (wo 
j'  <  B)  enthaltenen  Kreisrings  zu  L 

P'f  [©'  +  ©1  ""  ^/f '"  > " (l0B  *  ~  '°g " 

und  folglich,  wenn  mar.  r  =  .Re      "    annimmt    >  C.      Wählt    man    also    nur 

Begrenzung  von  2"  einen  Kreis,  wo  s  <  S«  ",  so  wird  der  aus  dem  übrigen 
T  stammende  Theil  von  L  und  folglich  L  selbst,   wie   auch  l  im  Innern  des 

Kreises  arigKinmmitu  würden  möge,  ">  (7. 

(Diese  Untersuchung  bezieht  sich  /.war  Kmiii.ehst  ;mf  einen  Punkt,  der  kein 
Windungspuukt  und  kein  l'Segremy.igüpunkt  ist,  erleidet  ;ibcr  eine  wesent- 
liche Aendevung  nur  für  einen  Bcgrcn/migäpimkt,  wo  die  Flüche  eine  Spitze, 
d.  h.  ihre  Begrenzung  einen  Rückkehrpunkt  hat.  Die  Bestimmung  eines 
Grades  der  Unstetigkeit,  welchen  1  nicht  erreichen  kann,  licrnht  indeas  auch 
hier  auf  denselben  Prinzipien  und  wir  begnügen  uns  daher  mit  der  Andeu- 
tung dieses  Falles.) 

Es  liefert  also,  wenn  der  Fläclicntheil,  wo  1  und  ■/  verschieden  sind,  un- 
endlich klein  wird,  im  Fall  einer  Un Stetigkeitslinie  2"  selbst,  im  Fall  eines 
UnBtetigkeitspunldes  der  übrige  Theil  von  T  einen  unendlichen  Beitrag  zu  X, 
und  unsere  Behauptung  ist  daher,  wenn  die  Un  Stetigkeit  den  hier  voraus- 
gesetzten Grad  erreicht,  gerechtfertigt.  Ihre  Gültigkeit  in  diesem  Umfang 
genfigt  für  uns  und  in  der  That  wird  sie  für  leichtere  l.'nstetigkeiten  unrichtig, 
wie  z.  B.  wenn  y  in  der  Entfernung  o  des  Pnnkt.es  0  vom  Unstetigkeitspunkt 
=  (log  -    t     und  /i  <  1  ist.     Wir  geben   daher  dem    ersten  Theil   des    Satzes 

im  Art,  16.  folgende  Beschränkung:  Das  Integral  ß  hat,  a  =  a  -\-  l  gesetzt, 
entweder  für  eine  der  Functionen  t  ein  Minimum,  oder  l  nimmt,  während  ü 
sich  einem  kleinsten  Grenzwerth  nähert  doch  nur  in  einzelnen  Punkten  eine 
Unstetigkeit  an,  bei  welcher  die  Ordnung  von  =  - ■,  7—,  wenn  sie  unendlich 
weiden,  die   Einheit  nicht  erreicht. 

Eine  Unstetigkeit  der  Function  u,  die  durch  Abänderung  eines  Werthes  in 
einem  Punkt  hebbar  ist,  muss  z.  B.  eintreten,  wenn  in  der  Fläche  irgendwo 
ein  Stich,  also  ein  ein/.ekier  Ijeiji.oi'.xiinjfspunkt,  wo  X  —  0  sein  mfisste,  an- 
genommen würde. 
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IL 

Ueber  die  Gesetze  der  Vertheilung  von  Spannungselectricität 
in  ponderabeln  Körpern,  wenn  diese  nicht  als  vollkommene 
Leiter  oder  Nichtleiter,  sondern  als  dem  Enthalten  von  Span- 
nungselectricität mit  endlicher  Kraft  widerstrebend 
betrachtet  werden, 

(Amtlicher  Bericht  über  die  Kl.  Verisamiriliuiir  tlcutseliei-  'Nnüirforselior 
und  Aerzte  zu  (lüttingen  im   September  1854.*) 

Mittelst  der  sinnreichen  Werkzeuge  für  Hpannungseleetneität. 
welche  Herr  Prof.  Kohlrausch  in  der  gestrigen  Sitzung  dieser  Section 
erwähnte,  hat  derselbe  auch  die  Bildung  des  Hockstandes  in  der  Ley- 
deuer  Flasche  und  in  andern  Apparaten  zur  Bindung  von  Electricitüt 
untersucht.  Diese  Erscheinung  ist  im  Wesentlichen  folgende:  Wenn 
man  eine  Leydener  Flasche,  nachdem  sie  längere  Zeit  geiaden  gestan- 
den hat,  entladet  und  sie  dann  eine  Zeit  lang  isolirt  stehen  lässt,  so 
tritt  nach  einiger  Zeit  eine  merkliche  Ladung  wieder  auf.  Sie  führt 
zu  der  Annahme,  dass  bei  der  ersten  Entladung  nur  ein  Theil  der 
geschiedenen  Klectricitä.tsmenge  sich  wieder  vereinigte,  ein  Theil  aber 
in  der  Flasche  zur iiekh lieb.  Den  ersten  'theil  nennt  man  die  dispo- 
nible Ladung,  den  zweiten  den  Rückstand.  Die  Genauigkeit  der 
Messungen,  welche  Herr  Prof.  Kohlrausch  über  das  Sinken  der  dis- 
ponibel Ladung  und  über  das  Wiederaui'trelen  des  Rückstandes  an- 
gestellt hat,  reizte  mich,  an  derselben  ein  aus  andern  Gründen  wahr- 
scheinliches Gesetz  zu  prüfen,  welches  eine  in  der  bisherigen  Theorie 
der  Spannungselectricität   vorhandene   Lücke   ausfüllt. 

Bekanntlich  beziehen  sich  die  mathematischen  Untersuchungen 
über  Spannungselectricität  a.uf  ihre  Vertheilung  in  vollkommenen  und 
völlig  isolirten  Leitern;  man  betrachtet  also  die  ponderabeln  Körper 
entweder  als  ahsolute  Leiter  oder  als  absolute  Nichtleiter.  Eine  Folge 
davon  ist,   dass   nach    dieser  Theorie    sich    beim   Gleichgewicht   die   ge- 

*)   Vortrag  gehalten  am  21.  Sept.  1854. 
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saminte  Spainri.nigseleeti'ieität  nur  an  den  Grenzflächen  der  Leiter  und 
Isolatoren  ansammelt.  Zugestandene  nuassen  aber  ist  dies  eine  blosse 
Fietion.  In  der  Natur  wird  es  weder  einen  Körper  geben,  in  welchen 
durchaus  keine.  Spannungsdeetricität  eindringen  kann,  noch  einen  Körper, 
in  welchem  sich  die  gesainnik  SpaniLungselcetricität  auf  eine  mathe- 
matische Flüche  zusammenziehen  kann.  Man  muss  vielmehr  annehmen, 
dass  die  ponderabeln  Körper  dein  Aufnehmen  oder  dem  Enthalten  von 
Spannungselectricilät  mit  endlicher  Kraft  widerstreben,  und  zwar  ist 
die  Annahme,  deren  (.!onset|uenzeu  sieh  der  Erfahrung  gemäss  zeigen,  die, 
dass  sie  nicht  dem  electrisch  Werden  oder  dem  Aufnehmen  von  Span- 
nil ng  sei  ectrici  tut,  sondern  dem  electrisch  Sein  oder  dem  Enthalten  von 
Spannungseleetrieität  widerstreben.  Das  (leset/  dieses  Widerstrebens 
ist,  je  nach  der  dualistischen  oder  unitarischen  Vorstellungsart,  folgen- 
des. Nach  der  dualistischen  Vorstellungsart,  nach  welcher  die  Span- 
nungseleetrieität der  Ueberschuss  der  positiven  Eleetrieitat  über  die 
negative  ist,  muss  man  in  jedem  j' unk k  des  ponderabeln  Körpers  eine 
Ursache  annehmen,  welche  mit  einer  der  Dichtigkeit  dieses  Ueber- 
schusses  proportionalen  Intensität  die  Dichtigkeit  der  Eleetrieitat 
gleichen  Zeichens  —  derjenigen,  welche  im  Ueberschuss  vorhanden  ist 
—  zu  vermindern  und  die  der  entgegengesetzten  zu  vermehren  strebt. 
Nach  der  unit  arischen  AulTassnngswoise,  nach  welcher  die  Spannungs- 
eleetric.ität  der  Ueberschuss  der  in  dem  Körper  enthaltenen  Eleetrieitat 
über  die  ihm  natilrlic.be  ist,  muss  man  in  jedem  funkte  desselben,  eine 
Ursache  annehmen,  welche  mit  einer  der  Dichtigkeit  dieses  Ueber- 
sehusses  proportionalen  In teitsität  die  Dichtigkeit  der  Eleetrieitat  zu 
vermindern  oder  bei  negativem  Ueberschuss  zu  vermehren  strebt.  Ausser 
dieser  Bewegujigsursac.be  hat  man  nun,  wenn  keine  merklichen  ther- 
mischen oder  magneti sclie  11  oder  vültaiitduetorischen  Wirkungen  und 
Einflüsse  stattfinden,  und  die  ponderabeln  Körper  gegen  einander 
ruhen,  nur  noch  die  dem  Coulomb' sehen  Gesetz  gemässe  electro moto- 
rische Kraft  in  Rechnung  zu  ziehen.  Unter  denselben  Umständen  kann 
man  für  die  Abhängigkeit  der  erfolgten  .Bewegung  von  den  Bewegungs- 
ursaehen  Proportionalität  zwischen  elcctromotori scher  Kraft  und  Strom- 
intensität annehmen. 

Um  diese  Beivegungsgcset^e  in  Formeln  auszudrücken,  seien  x,y,S 
rechtwinklige  ('oordinaten  und  im  Punkte  (x,  y,  a)  zur  Zeit  t  die  Dich- 
tigkeit der  Spannungseleetrieität  p,  und  u  der  4jrte  Theil  des  Poten- 
tials der  gesanmiten  Suannungseleet.i'ieität  nach  Gauss'scher  Definition, 
nach  welcher  das  Potential  in  einem  bestimmten  Punkte  gleich  ist  dem 
Integral  über  säuimtlie.he  Massen  SpaimungsuIectrieiläL  jede  dividirt  durch 
die   Entfermmtr   von    diesem    Punkte.      Die    dem   Couloml/selien    (besetz 
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gemässe  elecr.ro. wo  Levis  che  Krall  ist  dann,  nach  den  Eichtungen  der 
drei  Axen  zerlegt,  proportional 

__  du    _d_u     _d_u 
dx'        dy  '        dz  ' 
die  von  der  Iteaction  des  pbiiderabehi  Körpers  herrührende  proportional 
df>  Sq  d$ 

Die  Componenten  der  Gletitromot.orische.il  Kraft,  können  also  gleich 
gesetzt  werden 

_  0±  _  fl!  ^     _  9*  _  ß2  ^     _  du  _  s,  do_ 
dx        p   dx1         dy         P   dy  '         dz         P    dz  ' 

wo  ßa  nur  von  der  Natur  des  ponderabehj  "Körper*  abhängt.  Diesen 
sind  nun  die  Componenten  der  St.ronii.nLeiisiiät  proportional,  sie  sind 
also  =  a%,  aij,  a%,  wenn  man  durch  %,  ij,  £  die  Componenten  der 
Stromintensität  und  durch  a  eine  von  der  Natur  des  ponderabeln  Kör- 
pers abhängige  Co» staute  bezeichnet. 

Verbindet  man  hiermit  die  pboron.omisehe  Gleichung 

||  +  |i  +  81  +  |i_0 

dt    '    ox    '    dy    '    dz  ' 

welche  man  erhalt,  indem  man  die  in  das  E.aumelement  dxdyds-  im 
Zeitelenient  dt  einströmende  Eleelrlcitäts  menge  auf  doppelte  Weise 
ausdrückt,  und  die  Gleichung 

?!*  j_  ^  _i_  ?!ü  _  __ 

dx*  ~*~  dy*  ~T  d  b*  ^       Q> 
welche  aus  dem  Begriffe   des  Potentials  folgt,   so    erhält  man,    indem 
man  erstere  mit  «   multiplicirt   und    für  %,  Tj}  t,  ihre   VVerthe   setzt,   die 
Gleichung 

„li+f-p/m+m+mi-o. 

et     '    v        '      [/Sx*    '    ruf    '    dz^j 

Diese  giebt  für  u  eine  partielle  Dilicrent-k]  gleich  ung,  welche  in 
Bezug  auf  i  vom  ersten,  in  Bezug  auf  die  ftaunicoordinaten  vom 
vierten  Grade  ist,  und  um  von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  an  u 
innerhalb  des  ponderabeln  Körpers  allenthalben  vollständig  zu  bestim- 
men, werden  ausser  dieser  Gleichung  in  jedem  Punkte  desselben  Eine 
Bedingung  für  die  Anfangszeit  und  für  die  Folge  in  jedem  Ober- 
llächenpi.mld.e  zwei  Bedingungen    er  forderlich  sein. 

Ich  werde  nun  die  Consei.pien^en  dieser  Gesetze  in  einigen  beson- 
deren Fällen  mit  der  Erfahrung  vergleichen. 

Für  das  Gleichgewicht  (in  einem  System  isolirter   Leiter)  ist 
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oder 

«  -f-  fi2&  —  Const.j 
oder,  da 

-  v =  di  +  w*  +  2^ ' 

u  —  Öa  (^  +  ?-"  +  ^f)  =  Conet. 

'    \dx*    '    dy*    '    oz'J 

Für  die  Strom  ausgle  ich  uug   oder    den    Beharr ungszu stand    der    Verthei- 
lung  (im  Schliessungsbogen  constanter  Ketten)  ist 


Wenn  nun  die  Lunge  ß  gegen  die  Dimensionen  des  ponderabeln 
Körpers  sehr  klein  ist,  so  nimmt  u  —  Const.  im  erstem  Falle  und  j> 
im  zweiten  von.  der  Oberfläche  ab  sehr  schnell  ab  und  ist  im  Innern 
überall  sehr  klein,  und  zwar  ändern  sieh  diese  Grössen  mit  dem  Ab- 
stände p  von  der  Oberfläche  nahe  wie  e  C  Dieser  Fall  wird  bei 
den  metallischen  Leitern  angenommen  werden  müssen;  wird  ß  =  0 
gesetzt,  so  erhält  man  die  bekannten  Formeln  für  vollkommene  Leiter. 

Bei  der  Anwendung  dieser  Gesetze  auf  die  ltüclisLandsbildnug  iu 
der  Leydener  Flasche  nmsste  ich,  da  Angaben  über  die  Dimensionen 
der  Apparate  fehlten,  annehmen,  dass  die  Dimensionen  derselben  gegen 
den  Abstand  der  Belegungen  a.ls  unendlich  gross  betrachtet  werden 
dürften.  Mit  der  Ausführung  der  Rechnung  wage  ich  die  verehrten 
Anwesenden  nicht  zu  ermüden  und  begnüge  mich  das  Resultat  dersel- 
ben anzugeben. 

Aus  den  Messungen  des  Reim  Prof.  Kohlrausch  hatte  sich  erge- 
ben, dass  die  disponible  Ladung,  als  Function  der  Zeit  betrachtet, 
nahe  durch  eine  .Parabel  dargestellt  wird,  dass  jedoch  der  Parameter 
der  Parabel,  welche  sich  der  Ladungseurvo  am  nächsten  anschließt. 
langsam  abnimmt,  so  dass  wenn  man  die  anfängliche  Ladung  durch  h„, 
die  zur  Zeit  i  durch  ./,.  bezeichnet.  ■— — -— — ^-  eine   Grösse    ist,    welche 

yi 

mit  wachsendem  t  all  mählich  abnimmt. 

Dasselbe  ergab  sich  auch  aus  der  Rechnung,  wenn  angenommen 
wurde,  dass  sowohl  a  als  ß~  beim  Glase,  wie  dies  von  vorn  herein,  zu 
erwarten  war,  sehr  gross  sei  und  als    unendlich    gross  betrachtet  wer- 
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deu  dürfe,  während  ihr  Quotient  endlich  bleibt.  Eine  schärfere  Ver- 
gleich ung  der  Rechnung  mit  den  Beobachtungen  habe  ich  nicht  ange- 
gestellt, namentlich  aus.  dem  Grunde,  weil  mir  Angaben  über  die 
Dimensionen  der  Apparate  und  überhaupt  alle  Mittel  fehlten,  die  wegen 
der  Abweichungen  von  den  Vorraussetzungen  der  Rechnung  nÖthigen 
Correctionen  zu  bestimmen.  Es  wäre  eine  solche  namentlich  zur  Be- 
stimmung der  eleclrischen  Conslanlen  des  Glases  zu  wünschen.  Doch 
halte  ich  das  hier  aufgestellte  Gesetz  für  die  Vertheilung  der  Span- 
u.uiigseloctrieität  für  vollkommen  durch  die  Messungen  des  Herrn  Prof. 
Kohlrausch  bestätigt. 

Ich  darf  wohl  noch  in  der  Kürze  die  Anwendung  dieses  Gesetzes 
auf  einen  andern  Gegenstand  besprechen. 

Bekanntlich  wird  die  Fortpflanzung  der  galvanischen  Strome  in 
metallischen  Leitern  und  die  in  Folge  derselben  stattfindende  Strom- 
ausgleichung  hei  eonslantet)  oder  laiigsa.ni  sich  lindernden  electromo- 
törischen  Kräften  durch  die  dabei  auftretende  Spamiuugsoleetricität 
bewirkt.  Dieser  Vorgang  ist  wegen  seiner  ungemein  kurzen  Dauer 
und  den  hinzukommenden,  thermischen  und  magnetischen  Wirkungen 
nur  in  seinen  Resultaten  der  experinientalen  Forschung  zugänglich, 
und  die  einzigen  experimentellen  Bestimmungen,  welche  wir  darüber 
haben,  sind  die  Messungen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  Tele- 
graphendrii.hten  und  die  Ohni.'schen  Gesetze  der  HtronuHi  sgleie.hu  i  ig. 
Eine  genauere  Analyse  der  Ohm'seheii  Gesetze  führt  hielt: ss  ebenfalls 
zu  der  hier  gemachten  Annahme,  und  ich  wurde  in  der  That  dadurch 
zuerst  auf  sie  geführt. 

Ohm  bestimmt  die  Strom  verth  ei  lung  bei  der  Strom  au  Sgl  eich  ung 
durch  folgende  zwei  Bedingungen: 

1)  Um  die  den  wirklich  erfolgten  Blroiuintensu.äten  proportionalen 
electro motorisch en  Kräfte  zu  erhalten,  muss  man  zu  den  äussern  eleetro- 
motorischen  Kräften  Kräfte  hinzufügen,  welche  die  Diii'erentialquotienten 
Einer  Function  des  Orts,  der  Spannung,  sind. 

2)  Bei  der  Strom ausgleichung  strömt  in  jeden  Theil  des  pon- 
derabehi  Leiters  eben  so  viel  E.lectricität  ein  als  aus. 

Ohm  glaubte  nun,  dass  die  Spannung,  diese  Function  des  Orts, 
von  welcher  die  inneren  electromotorischen  Kräfte  die  Ditfereirtiah|uo- 
tienten  sind,  von  der  Spunmuigseleetrieii.äl  so  abhingen,  dass  sie  ihrer 
Dichtigkeit  proportional,  sei,  welche  Annahme  in  der  That  das  Zu- 
standekommen beider  Bedingungen  erklärt.  Aber  es  haben  schon,  fast 
gleichzeitig,  Herr  Prof.  Weber*)  und  Kirchhofe**}  darauf  aufmerksam 

*)  Abhandlungen  d.  k.  Bachs.  Gea.  d.  W.  1852,  I.  S.  293, 
**)  Poggendorffs  Annalen.     Bd.  79,  S.  506. 
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dass  dann  die  Electricität  im  Gleichgewicht  sein  müsste, 
wenn  sie  den  ponderabeln  Körper  mit  gleichmiissiger  Dichtigkeit  er- 
füllte,  während  sie  doch  der  Erfahrung  nach  heim  Gleichgewicht  auf 
der  Oberfläche  vertheilt  ist.  Die  Spannung  muss  eine  Function  sein, 
welche  beim  Gleichgewicht  im  ganzen  Leiter  constant  ist,  und  also 
vielmehr  dem  Potential  der  Spannungselectrieität  proportional  sein, 
und  diese  innern  eleetromoi.ori  sehen  Kräfte  sind  mit  den  dein  Coulomb'- 
sehen  Gesetz  gemässen  identisch. 

Diese  Ansicht  über  die  Spannung  wurde  auch  von  den  meisten 
forschem  angenommen.  Dabei  aber  blieb  es  i.imint  ersucht,  durch  welche 
Ursachen  hei  der  Strom  au  sgleichuiig  die  zweite  Bedingung  hergestellt 
wurde,  dass  in  jedem  ponderabeln  Körpertheil  die  Electricitätsmengr 
constant  bleibe. 

Nach  der  dualistischen  Auffassung  muss  sowohl  die  positive  als 
die  negative  Electricitäfsiuen ge  emisLn.ut  bleiben:  dass  kein  merklicher 
Ueberschuss  Einer  Electricität  sich  bilde,  scheint  man,  wenigstens  so 
lange  man  auf  die  Grössenvcrhäl  Luisse  nicht  näher  eingeht,  ans  der  An- 
ziehung der  entgegengesetzten  Fiectrieitäten  nach  dem  Coulomb'schen 
Gesetz  erklären  zu  können,  und  man  muss  dann  noch  eine  Ursache, 
dass  die  neutrale  Electricität  in  jedem  Körpertheil  constant  bleibe,  also 
einen  Druck  des  Ponderabile  auf  sie,  annehmen.  Diese  Annahme  habe 
ich  auf  Anregung  des  Herrn  Prof.  Weber  schon  vor  mehreren  Jahren 
der  Rechnung  zu  unterwerfen  gesucht,  ohne  zu  einem  befriedigenden 
Resultat  zu  gelangen. 

Nach  unitarischer  Auffassung  bedarf  es  nur  einer  Ursache,  welche 
die  in  einem  ponderabeln  Körpenheil  enthaltene  Eleetrielfätsinenge  con- 
stant zu  erhalten  strebt.  Man  wird  so  geradeswegs  zu  der  obigen 
Annahme  geführt,  dass  jeder  pouderabele  Körper  Electricität  von  be- 
stimmter Dichtigkeit  zu  besitzen  strebt,  und  'sowohl  einem  grösseren 
als  einem  geringeren  erfüllt  Sein  widerstrebt.  Das  Gesetz  dieses  Wider- 
strebens kann  man  so  annehmen,  wie  es  sich  für  das  Glas  durch  die 
Erfahrung  bestätigt  hat. 

Diese  Betrachtungen  führen  also  dazu,  die  ursprüngliche  Franklin  sehe 
Auflassung  der  elecfrisehe.u  Erscheinungen  als  diejenige  anzunehmen, 
weiche  man  für  das  tiefere  Eindringen  in  den  Zusammenhang  dieser  Er- 
scheinungen unter  sieb  und  mit  andern  Erscheinungen  zu  Grunde  zu 
legen  und  der  weitern  Aus-  und  Umbildung  nach  den  Geboten  und 
Winken  der  Erfahrung  zu  unterwerfen  hat. 

Möchten  sie  in  dem  Kreise  bewährter  .Forscher,  vor  denen  ich  sie  zu 
entwickeln  die  Ehre  hatte,  einer  nähern  Prüfung  wer  Ib.  gefunden  werden. 
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Zur  Theorie  der  NoMli'schen  Farbenringe. 

(Aus  Poggenäorffs  Aunalen  der  Physik  und  Chemie.    Bd.  95,  28.  März  1855.) 

Die  Nobili'sehen  Farbenringe  bilden  ein  schatzbares  Mittel,  die 
Gesetze  der  Stromverzweigung  in  einem  durch  Zersetzung  leitenden 
Korper  experimentell  zu  studiren.  Die  Erze ugnngs weise  dieser  Ringe 
ist  folgende.  Man  übergiesst  eine  Platte  von  Platin,  vergoldetem  Silber 
oder  Neusilber  mit  einer  Auflösung  von  Bleioxyd  in  concentrirter 
Kalilauge  und  lässt  den  Strom  einer  starken  galvanischen  Batterie 
durch  die  Spitze  eines  feinen  in  eine  Glasröhre  eingeschmolzenen  Platin- 
draths  in  die  Flu ssigkeits schiebt  ein  und  durch  die  Platte  austreten. 
Das  Anion,  Bleisuperoxyd  nach  Beet/.,  lagert  sich  dann  auf  der  Metall- 
platte in  einer  zarten  durchsichtigen  Schicht  ab,  welche  je  nach  der 
Entfernung  vom  Eintritts  punkte  des  Stroms  verschiedene  Dicke  besitzt, 
so  dass  die  Platte  nach  Entfernung  der  Flüssigkeit  Newton'sche 
Farbenringe  zeigt.  Aus  diesen  Farben  ringen  lässt  sich  dann  die 
relative  Dicke  der  Schicht  in  verschiedenen  Entfernungen  bestimmen 
und  hieraus  mittelst  des  li'araday'sehen  Gesetzes,  nach  welchem  die 
Menge  der  abgeschiedenen  Substanz  der  durchgegangenen  Elektrieitäts- 
menge  allenthalben  proportional  sein  rnuss,  die  Stromvertheilung  beim 
Austritt  aus  der  Flüssigkeit  ableiten. 

Der  erste  Versuch,  die  Slromvertheiiung  durch  Iteehnung  zu  be- 
stimmen und  das  gefundene  Resultat  mit  der  Erfahrung  zu  vergleichen, 
ist  von  E.  Beequerel  gemacht  worden.  Derselbe  hat  vorausgesetzt, 
dass  die  Ausdehnung  der  Fliissigkeitsschicht  gegen  ihre  Dicke  als 
unendlich  gross  betrachtet  werden  dürfe,  der  Strom  durch  einen  Punkt 
ihrer  Oberfläche  eintrete  und  sich  nach  den  Ohm'schen  Gesetaen  in 
derselben  ausbreite.  Er  glaubt  nun  bei  diesen  Voraussetzungen  ohne 
merklichen  Fehler    die  Strömunü'scurven    als    gerade   Linien    betrachten 
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zu  können  und  leitet  aus  dieser  Arm  ahme  das  Ges«;tz  ab,  dass  die 
Dicke  der  niedergeschlagenen  Schicht  dem  Albstande  vom  Eintritts- 
punkte  umgekehrt  proportional  sein  müsste,  welches  Gebote  er  experi- 
mentell bestätigt  habe. 

Herr  Du-Bois-Reymond  hat  dagegen  in  einem  vor  der  physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin  gehalten«;]]  Vortrag«;  gezeigt,  dass  bei 
Voraussetzung  gerader  Striiui.ungsrLiuen  die  Dicke  der  in  ihrem  End- 
punkte abgeschiedenen  Substanz  vielmehr  dem  Cubus  ihrer  Länge  um- 
gekehrt proportional  sich  ergieltt  und  dadurch  Herrn  Beetz  zu  einer 
Reihe  von  dem  Anschein  nach  bestätigenden  Versuchen  veranlasst, 
welche  in  Poggendorffs  Annalen  Bd.  71,  S.  71  beschrieben  sind  und 
viel  Vertrauen  erwecken. 

Die  genaue  Rechnung  indessen  lehrt,  dass  die  Voraussetzung 
geradei'  Strömungslinien  unzulässig  ist  und  ein  ganz  falsches  Resultat 
liefert.  Allerdings  sind  die  Strömungslinien,  wenigstens  bei  grösserer 
Entfernung  ihres  AuslriitspimMes  (da  sie  zwischen  zwei  sehr  nahen 
Parallel- Linien  liegen  und  höchstens  einen  Wendepunkt  besitzen),  in 
dem  mittleren  Theilc  ihres  Laufes  in  beträchtlicher  Ausdehnung  sehr 
wenig  gekrümmt;  hieraus  aber  darf  man  keineswegs  sehliessen,  dass 
sie  ohne  merklichen  Dehler  durch  gerade  von  ihrem  Eintrittspunkte 
nach  ihrem  Austrittspunkte  gehende  Linien  ersetzt  werden  können. 
Tch  werde  zunächst  die  bei  genauer  Rechnung  aus  den.  Voraussetzungen 
der  Herren  E.  Becquerel  und  Du-Bois-Reymond  fliessenden  Fol- 
gerungen entwickeln  und  schliesslich  auf  die  Versuche  des  Herrn  Beetz 
zurückzukommen  mir  erlauben. 

Ich  nehme  an,  dass  der  Eintritt  des  Stromes  in  die  durch  zwei 
horizontale  Ebenen  begrenzte  Vlüssigke.itsftc.liicht  .in  einem  Punkte  statt- 
finde, und  bezeichne  für  einen  Punkt  derselben  den  llorizonlalabstand 
vom  Einströmungspunkt  durch  /',  die  Höhe  über  der  unteren  Grenz- 
fläche durch  s,  die  Erhebung  seiner  Spannung  über  die  Spannung  an 
der  oberen  Seite  dieser  Grenzfläche  durch  u.  Ferner  sei  die  Stärke 
des  ganzen  Stromes  S,  der  speciliscbe  Leitung;;  widerstand  der  Flüssig- 
keit w,  im  Einströmungspunkt  s  =  a,  an  der  Oberfläche  s  =  ß.  Ea 
muss  nun  u  als  Function  von  r  und  e  bestimmt  werden;  die  Strom- 
intensität im  Punkte  (r,  6),  welcher  nach  dem  Faraday'schen  Gesetz 
die  gesuchte  Dicke  der  dort  niedergeschlagenen  Schicht  proportional 
sein  muss.  ist  dann  gleich   dem  Werl.he   von         .   -    in    diesem    Punkte. 

Wird  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die  Ausdehnung  der  Flüssigkeits- 
schiclit  gegen  ihre  Dicke  als  unendlich  gross  betrachtet  werden  dürfe, 
so  sind  die  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  u 
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(1.)  für  —  w><r<oo,  0<z<ß, 

3P+   r    dr   +dP  ~°' 

(2.)  für  —  co  <  r  <  co,  s  =  0,                 «  =  0; 

(3.)  für  —  co  <  r  <  co,  s  =  ß,              ~  =  0; 

(4.)  für  r  =  +  oo,  0  <  2  <  ß,                u  endlich; 

(5.)  für  r  =  0,  £  =  <*, 


-.  yrr  +  [z_ar 


oder 


-(-  einer 


■■  yrT  +  (,_«)!) 

stetigen   Function   von   >',  j3,  je    nachdem   der    Einatrömnngspunkt   im 
Innern  oder  in  der  Oberfläche  liegt 
Diesen  Bedingungen  genügt 

„  _  «2  V  ( _  l)-.  ( — -'-  —  '  1 

*»_•£-.  V"+l»  +  a»P-«)'      V  "  +  («  +  >«(i  +  «)V 

oder  wenn  man  zur  Vereinfachung  S  =  —  annimmt: 


»=2(~^fe 


y7-,  +"(ä  +  imß  _  o),       y  „.  +  (a  +  am/}  + 


i  m  =  «t  sin  -^  +  «a  sin  2  -^  +  «3  sin  3  ■  ^  -f  . 


W> 


für  ein  gerades  w  der  Coeffieient  «„  =  0  und  für  ein  utij 
Sa,  _  Ln  »  if   51  (-  1)-  C  ; ii 


Vrr  +  (t  +  3mf  +  «)'/ 


- /(»»  »  ^  (<  +  «)-  ™  »  jy  (*  -  «))j7=jfS 

In  letzterem  Integral  kann  statt    /   auch  2    /  geschrieben  werden. 
hrt  man  für  t  als  Yerimrlerliclie  tri  ein    so  erhält  man 
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4J°*2T"  f,    ">f"il 


(1.) 

für 

—  c<r<c,  0  <  z  <  <i 
dr' 

(2-) 

für 

—  c<r<c,  5  =  0, 

(3.) 

i'ii  r 

—  c<r<c,  2  =  ß, 

(4.) 

ftr 

r  —  +  c,  0  <  »  <  ß, 

über  allo  positiven   ungeraden    Werlhe  von  w  ausgedehnt, 

Nimmt  mau  an,  dass  die  Flüssigkeit  bei  r  =  c  begrenzt  sei  und 
zwar  beispielshalbcr  durch  einen  Nichtleiter,  so  muss  für  r  =  c  ^—  =  0 
werden  und  also  zu  dem  oben  erhaltenen  Wcrth  von  u,  der  durch  u 

bezeichnet   werden   möge,    noch    eine  Function   n     hinzugefügt   werden, 
welche  folgenden  Bedingungen  genügt 


und  überall  stetig  ist. 

Den  Bedingungen  (1.)  bis  (3.)  zufolge  mnss  «■"  eben  IUI  ls  in  der  Fo. 


darstellbar  sein,  und  zwar  niesst  aus  (1.)  für  bn  die  Bedingung 
tf3&«     .     1  db,i         nmcit ,  - 

j^  +  v-^-tw1--0- 

Eine  particuiiire  Lösung  dieser  Gleichung  ist,  wie  schon  bekannt, 

/----—:-  .— ;   eine   andere   erhält  man,    wenn    man   dasselbe    Integral 
ylf^  i  '  '  ö 

zwischen  —  1,  und  1  nimmt;  die  allgemeinste  ist  also,  wenn  cx  und  y„ 
Constanten  bedeuten, 


e-J  y«r= i'  +  r-J  yt=w 
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J  yjf^{  durch  f®'  J  ff^lt  durcb  9® 

bezeichnet: 

i.  -  «.f  (»  jjr)  +  r.9>  (»  jj  r). 

Die  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von  3  gäebt 

es  wird  also  /"(g)  für  q  =  0  unendlich  und  damit  m"  für  »'  =  0  stetig 
bleibe,  muss  c„  =  0  sein;  y„  ergiebt  sich  dann  aus  (4.)  gleich 

ß      <W 

mithin 

■ » i?  -  — r-  {/*(■ i? ')  -  *  (» ij  Vt^)  j  ■ 

über  alle  positiven   ungeraden  Wertlie  von  n  ausgedehnt. 

Zur  Berechnung  von  f(q)  und  <p  (q)   können  für  grosse   Werthe 
von  q  die  halbconvergenten  Reihen 

'W      e       K^-Z.;,-      -1         m!  (16a)» 


■I  {16  ff)™ 


?(a)-^   |/4a2/  — ^T7i — 


benutzt  werden,  welche  indess  ihren  Werth  nur  bis  auf  Bruehtheile 
von  der  Ordnung  der  Grösse  e~iq  geben;  genügt  diese  Genauigkeit 
nicht,  so  ist  es  wohl  am  zweckmässigsten  die  Entwicklungen  nach 
steigenden  Potenzen  von  q  anzuwenden. 

Für  hinreichend    grosse  Werthe   von    ß-  erhält  man  also  mit  Ver- 
nachlässigung von  Grössen  von  der  Ordnung  der  Grösse  e~  Tß* 

„ _ „;„ üi  '"■>  1 /£ I ,- s  yc-'---^Hl£ /_ _e_\- 

"        "m  Iß  ß  Yr  ^  «I  ^      «<"-,) 
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V  (1  .  3  .  .  .  BT=1)'  (a.»  +  1)  /        »\-l 
^ .»!  (2.»  -  I) \—  lii) 


2'^ 


iid  die  Dicke  der  Scliiclit  proportional  (    i  )    oder  proportional 

'_2!_  V  <Ll?  '  - "  2"1  -  "'  / LY" 

t'>'~  '   ■y  (l  .  a  .  .  .  mT-^I)'  /  s  \» 

Vll.l  ■  ■  ■  g~~»'  (»■»  +  11  t        J_V 
-"  '  «I  Bm  -  1)  \      4»  J 


2,(-^ 


8»-l)'(an.  +  l)  (J_\ 
!  (2m  —  1)  U«J 


Dieses    Resultat   bleibt   im   Allgemeinen   auch   richtig,    wenn   statt 

des  Einströnumgspuiiktes  eine  beliebige  Cöidi'elmngviliiebe  als  Kathode 
iingevromraen  wird;  denn  für  Wertbe  von  r  zwischen  c  und  demjenigen 
Werthe,  bis  zu  welchem  die  Bedingungen  (1.)  bis  (3.)  gültig  bleiben, 
muss  M  auch  dann  durch,  eine  Reihe  von  der  Form 

■'-■j)l 


a»S  k("f?) -"("S)  Tdi\ 

l  \     48/ 


dargestellt  werden.     Fine  Ausnahme  würde  nur  eintreten,  wenn  ZlT,  =  0 
würde. 

Die  von  Herrn  E.  Becquerel  gemachte  und  von  Herrn  Du-Bois- 
Reymond  im  Wesentlichen  beibehaltene  speeielle  Voraussetzung  ist 
die,  dass  die  Kathode  ein  Punkt  der  Oberfläche,  also  a  =  ß  sei;  in 
diesem  Falle  ist,  wie  die  geführte  Rechnung  zeigt,  die  Dicke  der  Schicht 
für  grosse  Werthe  von  —  weder  der  Entfernung  vom  Einströmungs- 
punkte, wie  Herr  Beequerel,  noch  ihrem  Oubus,  wie  Herr  Dn-Bois- 
Reymond  gefunden  hat,  umgekehrt  proportional,  sondern  sie  nimmt 
mit  wachsenden  —  vielmehr  ab,  wie  eine  Potenz  mit  dem  Exponenten 
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j   düi:   NoLiili'rCJiou  1:" il:~ ■_■«.: :  1  ri.i  1  y.-t; . 

'  sicii  einem  festen  Greu_we_r.hu  --■  -  „chliess-- 
lieh  bis  zu  jedem  Grade  nähert.  Dagegen  ist  das  Gesetz  des  Herrn 
Du-Bois-Reymond  nicht  bloss  nüherungs  weise  für  grosse  Wertlie 
von   — ,  sondern  strenge  richtig,  wenn  ß  ==  oo  ist,  da  sich  alsdann 


„  =  y  (_  i)'«  (—        l  - 


3  +  «)V 


md  folglich 

auf 


®.' 


reducirt.  Die  Vermuthung  aber,  aus  welcher  derselbe  dieses  Resultat 
abgeleitet  hat,  dass  nämlich  die  Strömungslinien  als  gerade  betrachtet 
werden  dürften,  bestätigt  sich  keineswegs.  Die  Gleichung  der  Strö- 
iinnigslinien  ist 


/(' 


-  dr  —  r  5-7  de )  =  v  =  const, 


und  zwar  ist  die  Const  ante,  multiplicirt  mit  — ,  wenn  man  das  Integral 
so  nimmt,  dass  es  für  r  =  0  verschwindet,  gleich  dem  innerhalb  der 
Umdrehungsfläche  (y  =  const)  fliessenden  Theile  des  Stromes.  In 
unserem  Falle  also  sind  die  Slröm  ungslinien  die  in  der  Gleichung 

enthaltenen  Linien,  welche  Linien 'für  alle  grösseren  Werl.he  der  const. 
beträchtlich  von  einer  geraden  abweichen.  Da  Herr  Du-Bois-Reymond 
zwar  die  Annahme  macht,  dass  der  Einströmuugs|iLinkt  in  der  Oberfläche 
liege,  seine  ferneren  Schlüsse  aber  nicht  wesentlich  auf  diese  Annahme 
stützt,  so  liegt  wohl  die  Vermuthung  nahe,  dass  bei  den  Versuchen  des 
Herrn  Beetz,  welche  eine  nicht  zu  verkennende  Annäherung  an  das  Ge- 
setz der  Guben  ergeben,  die  Forderung  des  Herrn  Du-Bois-Reymond, 
dass  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durch  den  Rin ström ungsp unkt  gehe, 
nicht  berücksichtigt  worden  ist,  sondern  dass  Herr  Beetz,  was  zweck- 
mässiger  sein   dürfte,   grössere   L'lüssigkeitsm engen   anwandte,   so  dass 

in  der  Reihe  für  ( ~— \ 
Wo 


£(-H 


Vrr  +  (8m?  +  «)■'         fi ,  +  (ln.fl  -  «)■", 
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die  späteren  Glieder  oder  doch  ihre  Summe  gegen  das  erste  vernach- 
lässigt werden  konnten.  In  diesem  Falle  würden  die  hübschen  Ver- 
suche des  Herrn  Beetz  wirklich  als  ein  Beweis  anzusehen  sein,  dass 
die  Stromvertneilung  nahezu  nach  den  vorausgesetzten  Gesetzen  erfolgt. 
Sollte  aber  diese  Vennuthung  irrig  sein,  so  wäre  aus  Herrn  Beetz's 
Versuchen  zu  schliessen,  dass  noch  lindere  Umstände  hei  der  Berech- 
nung der  Strom  vwl.heihmg  in  Betracht  zu  ziehen  sind,  deren  Ermitt- 
lung einer  neuen   experimentellen  Untersuchung'  obliegen  würde.*) 


*)  In  einer  späteren  AleiaiulhüLfr  :I.'usjjj07i(lcinT's  .Ammleu  Litt .  95.  p.  22)  ist 
Herr  Beetz  auf  diesen  (ioji'e:u  stand  zurückgekommen.  Ks  ergicbt  sich  daraus  zu- 
nächst, eiiiss  bei  den  Versuchen  von  Beetz  die  i'instroinuugssteih:  immer  unmittelbar 
au  der  Obcrüiiclie  eler  flüssigkeit  lag  und  mithin  die  Vermuthung  von  Eieinaim 
irrig  ist.  Kr  i-1.  aber  gieichwohl  nicht  nothweiidig,  nach  anderen  ITniötänden  zu 
suchen,  welche  elie  Oesel/e  der  ^fromvertiieihing  beeiiiÜiiRseLi  konnten, ■  da  das 
theoretische  Resultat  von  Riemann  mit  eleu  Versuchen  in  noch  vollstüiuii gerer 
l.'choriiiiifitiniinun^  steht  als  das  von  Du-Bois-Roymond,  wie  aus  den  in  der  er- 
wähnten   Abhandlung  enthaltenen   Zusammenstellungen   zu   ergehen   ist.  W. 
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IV. 

Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss'sche  Reihe 
F  («,  ß,  f,  x)  darstellbaren  Functionen. 

(Ans    dem    siele,  ■iitirn    tJanciu     <k-.r    Ai.ili;iai.ll;ii:gi;!i    (ier    Ju'iiigüdiöL'i    (restsllsiihiü't   dtr 

Wissenschaften  wu  Göttingeo.     1857.) 

Die  Gauss'scho  Reihe  JF(«,  ß,  y,  x),  als  Function  ihres  vierten 
Elements  x  betrachtet,  stell  j»  diese  Function  nur  dar,  so  lange  der 
Modul  von  x  die  Einheit  nicht  Überschreitet.  Um  diese  Function  in 
ihrem  ganzen  Umfange,  bei  unbeschränkter  Veränderlichkeit  dieses 
ihres  Arguments,  zu  untersuchen,  bieten  die  bisherigen  Arbeiten  über 
dieselbe  zwei  Wege  dar.  Man  kann  nämlich  entweder  von  einer 
linearen  Dilrereniiaigleiehving  welcher  sie  genügt  Luisgehen,  oder  von 
ihrem  Ausdrucke  durch  bestimmte  Integrale.  Jeder  dieser  Wege  ge- 
währt, eigenlhümliche  V ortheile;  jedoch  ist  bis  jetzt,  in  der  reichhaltigen 
Abhandlung  von  Kummer  im  15.  Bande  des  mathematischen  Journals 
von  Crelle  und  auch  in  den  noch  unveröffentlichten  Untersuchungen 
von  Gauss*),  nur  der  erste  betreten,  wohl  hauptsächlich  d esshalb,  weil 
die  Rechnung  mit  bestimmten  Integralen  zwischen  coirinloxen  Grenzen 
noch  zu  wenig  ausgebildet  war,  oder  doch  nicht  als  einem  grossen 
Leserkreise  geläufig   vorausgesetzt  werden  konnte. 

In  der  folgenden  Abhandlung  habe  ich  diese  Transcendente  nach 
einer  neuen  Methode  behandelt,  welche  im  Wesentlichen  auf  jede 
Function,  die  einer  linearen  Diirerentiidgleichuug  mit  algebraischen 
(.'oefricienten  genügt,  anwendbar  bleibt.  Nach  derselben  lassen  sich 
die  früher  zum  Theil  durch  ziemlich  mühsame  Rechnung  gefundenen 
Resultate  fast  unmittelbar  aus  der  Definition  ableiten,  und  dies  ist  in 
dem  hier  vorliegenden  Theile  dieser  Abhandlung  geschehen,  haupt- 
sächlich in  der  Absicht  für  die  vielfachen  Anwendungen  dieser  Function 
m  physikalischen  und  astrono mischen  Untersuchungen  eine  bequeme 
Uebersicht  über  ihre  möglichen  Darstellungen  zu  geben.  Es  ist  nötbig, 
einige  allgemeine  Vorbemerkungen  über  die  Betrachtung  inner  Function 
bei  unbeschränkter  Veränderlichkeit  ihres  Arguments  vorauf  zuschicken. 

*)  Gauas  Werke.    Bd.  III  1866.  8.  207.  W. 
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Betrachtet  man  den  Werth  der  unabhängig  veränderlichen  Grösse 
x  —  y-\-zi  zur  leichteren  Auffassung  ihrer  Veränderlichkeit  als  ver- 
treten durch  einen  Punkt  einer  unendlichen  Ebene,  dessen  rechtwinklige 
Üoordiuaten  y,  s  sind,  und  denkt  sich  die  Function  w  in  einem  Theile 
dieser  Ebene  gegeben,  so  kann  sie  von  dort  aus  nach  einem  leicht  zu 

beweisenden    Satze    nur    auf    eine    Weise    der   Gleichung  -'.—  —  -  %-'--   ge- 

a    du  oy    ° 

mäss  stetig  fortgesetzt  werden.  Diese  Fortsetzung  muss  selbstredend 
nicht  in  blossen  Linien  geschehen,  worauf  eine  partielle  Differential  - 
gleichung  nicht  angewandt  werden  könnte,  sondern  in  FKichenstreiien 
von  endlicher  Breite.  Bei  Functionen,  welche,  wie  die  hier  zu  unter- 
suchende, „  mehrwerthig ;I  sind  oder  für  denselben  Werth  von  x  je 
nach  dem  Wege,  auf  welchem  die  Fonset/ung  geschehen  ist,  mehrere 
Werthe  annehmen  können,  giebt  es  gewisse  Punkte  der  #-Ebene,  um 
welche  herum  sich  die  Function  in  eine  andere  fortsetzt,  wie  z.  B.  bei 
Y(x- — 01),  log  (x — d),  (#  — ö)",  wenn  ji  keine  ganze  Zahl  ist,  der  Punkt 
a.  Wenn  man  von  diesem  Punkte  a  aus  sich  eine  beliebige  Linie  ge- 
zogen denkt,  so  kann  der  Werth  der  Function  in  der  Umgebung  von 
a  so  gewählt  werden,  dass  er  sich  ausserhalb  dieser  Linie  überall 
stetig  ändert;  sie  nimmt  aber  dann  zu  beiden.  Seiten  dieser  Linie  ver- 
schiedene Werthe  an,  so  dass  die  Fortsetzung  der  Function  über  diese 
Linie  hinüber  eine  von  der  jenseits  schon  vorhandenen  verschiedene 
Function  giebt, 

Zur  Erleichterung  des  Ausdrucks  sollen,  die  verschiedenen  Fort- 
setzungen Einer  Function  für  denselben  Theil  der  ,T-Ebene  „Zweige" 
dieser  Function  genannt  werden  und  ein  Werth  von  x,  um  welchen 
herum  sich  ein  Zweig  einer  Function  in  einen  andern  fortsetzt,  ein 
..  Verzweiguugswerth";  l'iir  einen  Werth,  in  welchem  keine  Verzweigung 
stattfindet,  heisst  die  Function  „cinändrig  oder  numodrom". 

1. 

Ich  bezeichne  durch 

P  Ußy    x\ 

[ccß'y       j 
eine  Function  von  x,  welche  folgende  Bedingungen  erfüllt: 

1.  Sie  ist  für  alle  Werthe  von  x  ausser  a,  b,  c  einändrig  und 
endlich. 

2;     Zwischen  je  drei  Zweigen  dieser  Function  P',  P",  P"'  findet 
eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefticienten  Statt, 
c'P'  +  c"P"  +  c"'P'"  =  0. 
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3.     Die  Function  lässt  sich  in  die  Formen 

cB  P<">  +  cH.  PM(  Cj)  PW  -f-  CjP  POT,  Cy  pw  +  c?  PV) 
mit  constanten  cc,  <v,  .  . .,  Cj.>  setzen,  so  dass 

PW(s-b)-,  P<n'l  (»— o)—1 
für  #  =  a  einümhig  bleiben  und  weder  Null  noch  unendlich  werden, 
und  ebenso  P«*>  (x—l)~P,  P1*5'1  (x  —  b)~P  für  X  =  6  und  P«  (3:— e)~r, 
P'rt  (# — c)-'1'  für  x  =  c.  In  Betreff  der  sechs  Grössen  «,  «',  . . .,  y 
wird  vorausgesetzt,  dass  keine  der  Differenzen  a-—d,  ß  —  ß',  y  —  y 
eine  ganze  Zahl  und  die  Summe  aller,  uJrd-\-ß-\-ß'Ji-y-\-y'=\  sei. 

Wie  mannigfaltig  die  .Functionen  seien,  welche  diesen  Bedingungen 
genügen,  bleibt  vorläufig  uti entschieden  und  wird  sich  im  Laufe  der 
Untersuchung  (A.n.  4.)  ergeben.  Zu  grösserer  Bequemlichkeit  des  Aus- 
drucks werde  ich  x  die  Veränderliche,  a,  b,  e  den  ersten,  zweiten, 
dritten  Vemveigung.swei'Üi  und  «,  a;  ß,  ß1;  y,  y  das  erste,  zweite, 
dritte  Exponentenpaar  der  P-function  nennen. 


Zunächst  einige  unmittelbare  Folgerungen  aus  der  Definition. 

!a  b   c      1 
a  ß    y  x\    können    die    drei   ersten   Vertikal- 
«'  P  r    \ 

reihen  beliebig  unter  einander  vertauscht  werden,  sowie  auch  a  mit  «', 
ß  mit  ß',  y  mit  y .     Es  ist  ferner 

Ia    b   c     |  id  b'  c 

u  ß  y  x    =-P    «  ß  73. 
a    ß'  y      \  [aß-y 

wenn  man  für  x    einen  rationalen  Ausdruck  ersten  Grades  von  x  setzt, 
der  für  x  =  a,  b,  e  die  Werthe  d,  V,  e   annimmt. 
[Ooo  1      ] 
Für  P)a  ß   y  x  1  ,    auf   welche  Function   sieh  demzufolge  alle  P- 

\"'Pr    | 

funetionen  mit  denselben  a,  d,  ...,  y   zur  fielt  führen  lassen,  werde  ich 

zur  Abkürzung  auch  Mos  P  (    ,    ,    ,  x  ]  setzen. 
\a  p  y     / 

In  einer  solchen  Function   können  also   von   den   Grössen   a,  d\ 

ß>  ß'i  Yi  V    die   Grössen  jedes  Paars  unter    sich,    sowie    auch    die    drei 

(ivössen|iaare  beliebig  mit   einander  vertauscht  werden,  wenn  man  nur 

in  der  sich   ergebenden  P-function    als   Veränderliche  einen  rationalen 

Ausdruck  ersten  Grades  von  x  suhstituirt,   welcher  für  die  zum  ersten, 
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zweiten,    dritten    Exponentenpaar    dieser    Function    gehörigen  Werthe 
von   x   die  Werthe  0,  <x>,   1    annimmt.      Auf   diese    Weise    erhält   man 

die  Function  P(    ,  „,    ,  ./-')    ausgedrückt    durch    l'-fiuictionen    mit    den 
\a  ß  y      } 

Veränderlichen  x,  1 — x,  — ,  1 —  --,  -^r ,   ^— —    und    denselben    Ex- 
ponenten in  anderer  Ordnung. 

Ana  der  Definition  folgt  ferner: 

Ia  b   c      1  tu  h  c     \ 

"  P  r  *\  (Tt)  ~p \a  +  s  P~«r°> \, 
*  ft  r    |   x      '  {e'+ö  ß'  —  Sr'  ) 

also  auch 

^  J         \a  ß  y     }  \K  -j-Ö  ß—ä  —  £  y  -j-  e     } 

Durch  diese  Umformimg  können  zwei  Exponenten  verschiedener  Paare 
beliebig  gegebene  Werthe  erhalten  und  als  Werthe  der  Exponenten, 
da  zwischen  ihnen  die  Bedingung  a -\-  et'  -\-  ß  -{-  ß'  -}- y  ■■}- y  =  l  statt- 
findet, jedwede  andere  eingeführt  werden,  für  welche  die  drei  Diffe- 
renzen «  —  «',  ß  —  ß',  y  —  y  dieselben  sind.  Ans  diesem  Grunde  werde 
ich  später  zur  Erleichterung  der  Uebcrsiclit  durch 
F(a  —  a',ß  —  ß',  y  —  y,  x) 

siimml  liehe  in  der  form  ..!■'*  (1  —  xf  P  (    ,  ,,    ,  x  )  en.tlia.tl.eueu  lüinctioiKTi 

v  \a  ß  y      } 

bezeichnen. 

3. 

Es  ist  jetzt  vor  allen  Dingen  nötliig,  den  Verlauf  der  Function 
etwas  genauer  zu  untersuchen.  Zu  diesem  Ende  denke  man  sieh  durch 
sämmtliche  Verzweigungspunkte  der  Function  eine  in  sich  zurück- 
laufende Linie  l  gezogen,  welche  die  Gesammtheit  der  eomplexen 
Werthe  in  zwei  Gros  sengebiete  scheidet.  Innerhalb  jedes  von  ihnen 
wird  alsdann  jeder  Zweig  der  Function  stetig  und  von  den  übrigen 
gesondert  verlaufen;  längs  der  gememseliLiftlichen  Grenzlinie  aber  wer- 
den zwischen  den  Zweigen  des  einen  und  des  andern  Gebiets  in  ver- 
schiedenen Begrenzungstheilen  verschiedene  Rektionen-  stattfinden.  Zu 
ihrer  bequemeren  Darstellung  werde  ich  die  mittelst  des  Coel'licienieji- 
systems  S  =  (&>  % )  aus  den  Grössen  t,  u  gebildeten  linearen  Aus- 
drücke pt  -f-  qu,  rt  -J-  St*  durch  (ß)  (J,  u)  bezeichnen.  Es  möge  ferner 
nach  Analogie  der  von  Gauss  vorgeschlagenen  Benennung  „positiv 
laterale  Einheit"  für  -j-  i  als  „positive"  Seite  nr  ich  tun  g  zu  einer  ge- 
gebenen Eicht  um.',   diejenige   bezeichnet  werden,  welche  zu  ihr  ebenso 
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liegt,  wie  -\-i  zu  1  (also  bei  der  üblich™  Darstellüngsu-eise  der  eom- 
plexen  Grössen  die  linke).  Demgeinäss  macht  x  einen  „positiven  Um- 
lauf um  einen  Verzweigungs  werth  a",  wenn  es  sich  durch  die  ganze 
Begrenzung  eines  nur  diesen  und  keinen  andern  Verzweigrings wertli 
enthaltenden  Grössengebiets  in  einer  gegen  die  Richtung  von  Innen 
nach  Aussen  positiv  liegenden  Richtung  bewegt.  Ms  gehe  nun  die 
Linie  l  der  Reihe  nach  durch  die  Punkte  x  =  c,  x  =  b,  x  =  a,  und 
in  dem  auf  ihrer  positiven  Seite  liegenden  Gebiete  seien  P',  P"  zwei 
in  keinem  constanten  Verhältnisse  stehende  Zweige  der  Function  P. 
Jeder  andere  Zweig  P'"  lässt  sieh  dann,  da  in  der  Vorausgesetzter- 
massen stattfindenden  Gleichung  c  P'  +  c"  P"  +  c'"  P"'  =  0  c" 
nicht  verschwinden  kann,  linear  und  mit  constanten  Ooefncienten  in 
P'  und  P"  ausdrücken.  Nimmt  man  nun  an,  dass  P',  P"  durch  einen 
positiven  Umlauf  der  Grösse  x  am  a  in  (Ä)  (P',  P"),  um  b  in 
(B)  (P',  P"),  um  c  in  (C)  (P',  P")  übergehe,  so  wird  durch  die  Coeffi- 
eienten  der  Systeme  (Ä),  (B),  (C)  die  Periodieität  der  Function  völlig 
bestimmt  sein.  Zwischen  diesen  finden  aber  noch  Relationen  Statt. 
Wenn  nämlich  x  das  negative  Ufer  der  Linie  /  durchläuft,  so  müssen 
die  Functionen  P',  P"  die  vorigen  Werthe  wieder  annehmen,  da  der 
durchlaufene  Weg  negativ erseits  di^  gan/.e  Begrenzung  eines  Grossen- 
gebiets bildet,  innerhalb  dessen  die.se  Functionen  allenthalben  einändrig 
sind.  Es  ist  dies  aber  dasselbe,  als  ob  der  Werth  x  sich  von  einem 
der  Werthe  c,  b,  a  bis  zum  folgenden  auf  der  positiven  Seite  fort- 
bewegt, dann  aber  jedesmal  um  diesen  Werth  positiv  herum,  wobei 
(P';  P")  der  Reihe  nach  in  (C)  (P',  P"),  (G)  (B)  (P',  P"),  schliesslich 
in  (G)  (B)  (Ä)  (P\  **")  übergeht.     Es  ist  daher 

(1)  (0)(3)(A)-  (JjJ), 

welche  Gleichung  vier  Bedinguiig^gieichnngen  zwischen  den  zwölf 
Coefficienten  von  A,  B,  0  liefert. 

Bei  der  Discussion  dieser  Bedingungsgleich  im  gen    beschränke  ich 

mich    zur  Ffxirung  der  Vorstellungen,  auf  die  Function  i'(a.',,,^,  r\ 

\a  ß  7  ) 
also  auf  den  Fall,  wenn  a  =  0,  b  =  oo,  c  =  1,  was  die  Allgemeinheit 
der  Resultate  nicht  wesentlich  beeinträchtigt,  und  wähle  für  die  durch 
1,  oo,  0  zu  ziehende  Linie  l  die  Linie  der  reellen  Werthe,  welche  um 
der  Reihe  nach  durch  c,  b,  a  zu  gehen  von  —  oo  nach  -f-  oo  ge- 
richtet seih  muss.  Innerhalb  des  auf  der  positiven  Seite  dieser  Linie 
liegenden  Gebiets,  welches  die  complexen  Werthe  mit  positiv  imagi- 
närem Gliede  enthält,  sind  dann  die  oben  charakterisirten  Bestandtheile 
der  Function   P,   die   Grössen   P",  P"',  PP,  PC,   P'i ,  P'J,  einändrige 
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Functionen  von  «  und  sind  bis  auf  constante  Faetorea,  welche  von 
der  Wahl  der  Grössen  c„,  Ca',  ■■■,  <V  abhängen,  völlig  bestimmt, 
wenn  die  Function  P  gegeben  ist.  Die  Functionen  P°,  Pa'  gehen 
durch  einen  positiven  Umlauf  der  Grösse  x  um  0  in  P°  eaSlti,  Pa'  e°'a"' 
über  und  ebenso  durch  einen  positiven  Umlauf  dieser  Grösse  um  oo 
die  Functionen  Pf,  Pß'  in  Pf  ef2ai,  Pf  ePsni  und  durch  einen  positiven 
Umlauf  um  1  die  Functionen  P*,  P'1'  in  P'^ei"2"1,  P/V8*".  Be- 
zeichnet man  den  Werth,  in  welchen  P  durch  einen  positiven  Umlauf 
von  x  um  0  übergeht,  durch  P1,  so  ist,  wenn 

P  =    c„    P"    +    Ca-    P"',   P'    =    Ca    eaSÄ'    P"    +    C«-    e"'3ni   P"'. 

Diese  Ausdrücke  haben  eine  von  Null  verschiedene  Determinante,  da 
n.  V.  a  —  a  keine  ganze  Zahl  ist,  und  folglich  können  P",  P"'  auch 
umgekehrt  in  P,  P'  also  auch  in  Pf,  Pf;  Py,  PY'  linear  mit  constsm- 
ten  Coefficienten  ausgedrückt  werden.     Setzt  man  nun 

p»  =  a?  Pf  +  «,  IV  —  «,  p»  +  K/  IV, 
P«'  =  ^  Pf  -f  K>  P/  =  «',,  pi-  +  «V  ^ 

und  zur  Abkürzung  j    ,       ,    \  =  (6),  \    V     •    1  =  (c) 

l«(S,  «/!'  )  lar,  a/ J 

und  die  inverseii  Substitutionen  von  (7;)  und  (c)  bez.  w.  =  (£>)— x  und 
(c)_1,  so  ergehen  sich  für  die  Functionen  (Ptt,  P11')  die  Substitutionen 

<a = (r,^-  )•<■*>-*){£*;  j-}(*«om«  {r*:  m»- 

Aus  der  Gleichung  (C)  (P)  (-1)  =  ( *'■  ^ f  folgt  nun  zunächt,  da  die 

Determinante  einer  zusammengesetzten  Substitution  dem  Producte  aus 
den  Determinanten  ihrer  Componenten  gleich  ist, 

1  =  Det  (Ä)  Det  (P)  Det  (0) 

B  «(«+*+«-f+r+yiii«    Det  (6)  Det(ö)-1  Det  (c)  Det  (c)-1 
oder,  da  Det  (6)  Det  (6)-1  =  1,  Det  (c)  Det(c)-1  =  1, 
(2)     a-f-w '-\-ß-\-ß'  +  /  +  /  =  einer  ganzen  Zahl,  womit  die  obige 
Annahme,  dass  diese  Exponentensuinme  —  1  sei,  vereinbar  ist. 

Die  übrigen  drei  in  (0)  (P)  (Ä)  =  (~>  ^enthaltenen  Relationen 

geben  drei  Bedingungen  für  (p)  und  (e),  welche  indess  leichter  auf 
folgendem  Wege  gefunden  werden. 

Wenn  X  erst  um  0  und  dann  um  oo  negativ  herumgeht,  so  bil- 
det der  durchlaufene  Weg  zugleich  einen  positiven  Umlauf'  um  1.  Der 
Werth,  in  welchen  P"  dadurch   übergeht,  ist  daher 

=  ay  '&***  Pr  -f  <xY  er'2ni  P?  =  («?  ß-issni  Pf  +  ap  e~f"ini  W)  e-«2ni . 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  oinem  willkürlichen  Factor 
e—om  umj  fäe  Gleichung 

ar  P*  +  ly  P?  =  ap  P?   +  ap  PF  mit  eonV 
und    subtrahirt,    so   ergieht    sich    nach    Abwertung   eines    allgemeinen 
Factors 

ttY  sin (ff  —  y) «&**  P?  +  «y  sinfe  —  y')%0'ai  P*'  •= 
ap  sin(ö  +  a  +  0)  «e-O+fl*'  P^  +  ojr  sin(ö  +k  +  p,)3re-t«+J,>1  Pf. 
Aus  ganz  äliTilic-Iien  Gründen  hat  man  auch,  wenn  man  überall  a  für 
k  setzt,  die  Gleichung 

a'y  sin  (ff  —  y)%efxi  Pt  -f-  k't-  sin  (ff  —  y')«^**  P'''  = 
k'jj  sin  (ff  +  «'  +  ß)  xs-P+F*1  P?  +  dp  sin  (ff  +  a  +  |T)  «r-C+O*  JV 
mit   der   willkürlichen   Grösse  6.     Befreit   ma.n    beide  Gleichungen  von 
einer   der   Functionen,   z.  B.  P*',   indem  man    G  demgemäss   bestimmt, 
so   können    sieb    die    resultirenden   Gleichungen    nur  durch  einen   all- 

gemeinen  eonstaiiten   Factor   unterscheiden,    da  —3=  nicht    constant  ist. 

Diese  Elimination  von  Py'  giebt  daher: 

ay    _     <ysim>   +  ß  -+  y-^e-^i    _    «p  wn(«   +  ff  +  /)  ««-<"" 

w     7^        «>  du  («'  +  p  +  /)««-*'■«         «>  ™  («'  +  ß'  +  r>e-«'* 

und  die  ähnliche  Elimination  von  P1, 

,a-,      ^  _     ßi*  ™(«  +P  +  7)*«-«*'     _     eyrin(*  +  p*  +  y)*g— "' 

^      «V  «>  »"(«'  +  ß  +  y)*«-*'*'  «>'  rin(«   +  (*'  +  y)*«— '*  ' 

welches  die  vier   gesuchten   Relationen   sind.     Aus  ihnen  ergeben  sieb 

die   Verhältnisse   der  Quotienten   -A,  -"'-,  -'■--,   "/  .     Die    Gleichheit   der 
ap>  ap>  aY>  ay 

beiden    ans    der    /weiten    Lind    vierten    Hiessendwi    Wcrtlic   von    -J— : -A 

a  ß      a  p 

erhellt  leicht  als  eine  Folge  aus  «  +  K'+ß  +  0'+}'  +  /:==  1  mittelst 
der  Identität  sin  sä  =  sin  (1 —  s)x. 

Demnach  sind  von  den  Grössen  -"''-.  "'*.,  --*--,  ^  durch  eine  von 
ihnen,  z.  B.  ^f-,  die  übrigen  bestimmt  und  die  drei  Grössen,  a'p,  a'r,  a'y 
durch  die  fünf  Grössen  ap,  u'p,  ap,  aY,  a?.  Diese  fünf  Grössen  aber 
hängen  von  den  in  P«  P"',  PF,  P'5',  P*}  P*\  wenn  die  Function  P 
gegeben  ist,  noch  von  willkürlichen  Factoreu  oder  vielmehr  von  deren 
Verhältnissen  ab,  und  können  durch  geeignete  Bestimmung  derselben 
jedwede  endliche    VVerthe  orimhei:. 
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Die  so  eben  gemachte  Bemerkung  bahnt  den  Weg  zu  dem  Satze, 
dass  in  zwei  P-funetionen  mit  gleichen  Exponenten  die  denselben  Ex- 
ponenten entsprechend™  Bestandteile  sich  nur  durch  einen  constanten 
Factor  unterscheiden. 

In  der  That,  ist  P,  eine  Function  mit  denselben  Exponenten  wie 
P,  so  kann  man  die  i'üni'  Grössen  ttp,  ap,  ar,  uy  und  dp  bei  beiden 
gleich  annehmen  und  dann  müssen  auch  die  Grössen  dp,  a'r,  a'y  bei 
beiden   übereinstimmen.     Man  hat  also  gleichzeitig: 

(P*   Pa')  =  Q>)  (PC,  iV)  =  (c)  (Pr,  PO 

(p,-,  p/)  =  (6)  (PA  PA)  =  00  (P/,  p/) 

folglich 

(P"PA— P°'P1°)=Det(&)(PJ«P/  —  Pi*'P1/*)=Det(c)(P'-P/— Pr-P/). 
Von  diesen  drei  Ausdrücken  bleibt  der  erste,  mit  x~"~ "'  iriulf.iplicirL 
offenbar    für  x  =  0   einändrig    und    endlich;    ebenso    der    zweite,    mit 

.;■.*''+.''   ■-■  -  ,■(:     "     :-'     "     <    '■''     nuiUiplicirt,    für    :<..       ■  so,    der    dritte,   mit 

(1  —  x)— f~v'  multiplicirt,  für  x=\,   und  dasselbe  gilt  von  allen  drei 

Ausdrücken  für  alle  von  0,  oo,  1  verschiedenen  VVerthe  von  x\  es  ist 

daher 

(P*  p*   _  pa-  g.)  a,—- ■  (i—^-r-)-' 

eine   allen tluilben   stetige   und   ciuii.ndrige  .Function,  also  eine  Consta.nte. 

Sie  ist  ferner  =  0  für  x  =  oo  und  muss  folglich  allenthalben  =  0  sein. 

folgt 


pr         P*  «y  py  +  tty1  l'y  P" 

Die  Function  — —  ist  demnach  cinwerthig  und  muss  überdies  allontr- 
halben  endlieh,  also,  w.  z.  b.  ist,  constant  sein,  wenn  noch  bewiesen 
wird,  dass  P"  und  P"  nicht  zugleich  für  einen  von  0,  1,  oo  verschie- 
denen Wertli  von  x  verschwinden  können. 

Zu  diesem  Ende  bemerke  man,  dass 

P.  ifL  _  JW  tf.  _  Det(S)  (P<  **  -  IV  "')  _ 
dx  dx  ^  '   \  dx  dx  } 

Det0>  V*  ~är  -  Fr  ITx)' 
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und    folglich    für   x  =  0,  oo,  1    unendlich    klein   von    den    Ordnungen 

a-\-a  —  1,  0  +  /J'+l— 2  —  «  —  «'—  y -/,  y~\-y  —  1  wird,  übrigens 

aber  stetig  und  einündrig  bleibt,  so  dass 

(p"^-^)-°-+'(i-*)-'+' 

eine  allenthalben  stetig«  und  einändrige  Function  bildet,  folglich  einen 
co u .staut en  Werth  hat.  Dieser  constante  Wcrtli  dieser  Function  ist 
iiothwendig  von  Null  verschieden,  weil  sonst  log  P" —  log  P°'  = 
const.,  folglich  a  =  d  sein  würde  gegen  die  Voraussetzung;  offenbar 
miisste  sie  gleich  Null  werden,  wenn  filr  einen  von  0,  1,  oo  verschie- 
denen Werth  von  x  P"  und  P"'  gleichzeitig  versehwänden,    da  „ , 

"  "  als  Derivirtc  einändrig  Lind  stetig  bleibender  Functionen  nicht 
im  endlich  werden  können. 

Es  werden  daher  P"  und  P"'  für  keinen  von  0,  t,  oo  verschie- 
denen Werth  von  x  gleichzeitig  =  0,  und  es  bleibt  die  einwcrtliige 
Function 

P,"  ___  P,"'         P/   _  p/  __  P/  Pj' 

pa    —    ptt  pp    —    pf    —    pt  py' 

allenthalben  endlich,  mithin  constant,  w.  z.  b.  w. 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Matze  folgt,  dass  in  zwei  Zweige  Einer 
P-function,  deren  Quotient  nicht  constant  ist,  jede  andere  P-function 
mit  gleichen  Exponenten  sich  linear  mit  constanteti  Coe l'iicienten  aus- 
drücken lässt  und  dass  durch  die  im  Art.  1.  geforderten  Eigen  schulten 
die  zu  definirende  Function  bis  auf  zwei  linear  in  ihr  enthaltene  Con- 
stanten völlig  bestimmt  ist.  Diese  werden  in  jedem  Falle  leicht  aus 
den  Werth  ea  der  Function  für  snecielle  Werthe  der  Ver  und  erheben 
gefunden,  am  bequemsten,  indem  man  die  Veränderliche  einem  der 
Verzweigungswerthe  gleich  setzt. 

Ob  es  immer  eine  jenen  Bedingungen  genügende  Function  gebe, 
bleibt  freilich  noch  unentschieden,  wird  sich  aber  später  durch  die 
wirkliche  Darstellung  der  Function  mittelst  bestimmter  Integrale  und 
hypergeome  tri  scher  1  leihen  erledigen  und  bedarf  daher  keiner  beson- 
dern Untersuchung. 


Ausser  den  für  jedwede  Wcrthe  der  Exponenten  möglichen  Trans- 
formationen des  Art.  2.  ergeben  sich  aus  der  Definition  noch  leicht 
die  beiden  Transformationen: 
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|000    1         |  [—1     CO      1  | 

(A)  r  W  ß  y  x\  —  F  1   r  ,2ß  y  yx\, 

\i  Fr]         I  /  2?  r'     | 

wo  nach  dem  Früheren  ß -\- ß* -\- y -\- y  =i  sehl  nru8S,  und 
fOool     1  (1   P  ps    3     ) 

(B)  P     0  0  ^     =  P    n  y    Y^\, 

wo  j-  -j-  3/  =  ■&  und  p  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  der  Einheit  be- 
zeichnet. Um  sämmtliclic  Functionen ,  welche  sich  mit  Hülfe  dieser 
Transformationen  auf  einander  zurückführen  lassen,  bequem  zu  über- 
sehen, ist  es  zweckmässig,  statt  der  Exponenten  ihre  Differenzen  ein- 
zuführen und,  wie  oben  vorgeschlagen,  durch  P(a — a,  ß  —  ß' ,  y  —  y,  x) 

säuimtliche  in  der  Form  xs  (1  —  x)'  P  (    ,  ,,    ,  %)  enthaltenen  Func- 
\a  ß  y      J 

tionen  zu  bezeichnen,  wobei  u  —  et',  ß  —  ß',  y  —  y  die  erste,  zweite, 
dritte  Expoueiii.eiuliirereir/  genannt  werden  mag. 

Aus  den  Formeln  im  Art.  2.  folgt  dann,  dass  in  der  Function 
P  (A,  (i,  v,  x) 
die  Grössen  ?,,  jt,  v  beliebig  ins  Entgegengesetzte  verwandelt  und  be- 
liebig  unter    einander  vertauscht  werden  können.     Die  Veränderliche 

nimmt  dabei   einen   der   6    Werthe  x,   1— a?,  — ,  1 , , 

'  '    x '  x  '   1—x'   x—l 

an,  und  zwar  haben  von  den  48  auf  diese  Weise  sich  ergebenden  P- 

funetionen  je  acht,  welche  durch  blosse  Zcichenänderuug  der  Grössen 

X,  (i,  v  aus  einander  hervorgehen,  dieselbe  Veränderliche. 

Von  den  in  diesem  Art.  an  gegebenen  Transformationen  A  und  B 

ist  die  erste  anwendbar,  wenn  von  den  Expciuentenililferenzen  entweder 

eine   gleich  -£-  oder   zwei   einander   gleich  sind,   die  zweite,   wenn  von 

ihnen  entweder  zwei  =  \  oder  alle  drei  einander  gleich  sind.     Durch 

successive  Anwendung  dieser  Transformationen  erhält  man  daher  durch 

einander  ausgedrückt: 

I.  P  (jl,  v,  \,  x,\  P  Cd,  2v,  (i,  x})  und  P  (v,  2p,  v,  xs), 
wobei  j/(l — x2)  =  1  —  2%,  j/fl  —  — -)  =  1  —  2%,  also 

x^  =  4xt  (1 — Xj)  =  -  _ — r-  sich  ergiebt. 

II.  P  (v,  ,,  ,,  X,),  P  (»,  -},  i,  *),  P  (|,  2v,    },  *,), 

p  a,  v,  i,  xt\  p  (i,  |,  i,  x,y  p  (f,  j,  i  *,), 
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wenn  1   —  —  =  — f  ^1   im(i  folg  ich  =      vy    ,  ,  r*  \. — . 

a   fl-s/l  =  to+5^i£!+3i!  „  (i-^3  q-^))3.  f  h  t 

'*■  <-X       ^  27  tt3a  (l-^)a  27  fl!,»  (1—  as,)'  '    Iem<!r  naCl1   *' 

AXi  (1-,^)  =  x5  =  -^;(l1-_^rF,  4x3  (i-x3)  =  xa  =   —  A-_, 

III.  P  (v,  v,  l  xs),  P  (v,  2v,  v,  xL), 

P  (h  v,  \,  x3),  P  (i,  2v,  t  z4), 

wenn  %  =  i  (2 — a*, —  — )   =  4*4  (1  —  a;4),  x2  =  4xL  (1—«,). 

Alle  diese  Functionen  können  noch  mittelst  der  allgemeinen  Trans- 
formationen umgeformt  und  dadurch  ihre  Exponentendifferenzen  be- 
liebig vertauscht  und  mit  beliebigen  Vorzeichen  versehen  werden. 
Ausser  den  beiden  Transcendenten  II.  und  TU.  lässt,  wenn  eine  Ex- 
ponentendift'erenz  willkürlich  bleiben  soll,  nur  noch  die  Function 
P  (v,  \,  ■£)  =  P  (v,  1,  v)  eine  häufigere  Wiederholung  der  Trans- 
formationen A  und  B   zu,   welche  indess,  da 


?Q-v1*) 


=  const.  ,tv  -f-  const.' 


auf  ganz  elementare   Formeln  führt. 

In  der  That  ist  die  Transformation  B  nur  anwendbar  auf  P(v,  v,  v) 
oder  P  (■£,  v,  %),  also  nur  auf  die  Transcendente  IL;  die  Trans- 
formation A  aber  lässt  sich  häufiger  als  in  I.  nur  wiederholen,  wenn 
entweder  von  den  Grössen  ja,  v,  2,u,  2v  eine  gleich  \  gesetzt  oder  eine 
der  Gleichungen  «■  =  v ,  it  =  2t>,  v  =  2/i  angenommen  wird.  "Von 
diesen  Annahmen  führt  it  —  2v  oder  v  =  2(i  auf  die  Transcendente  II., 
jt  =  v,  sowie  2fi  oder  2v  =  \  auf  che  Transcendente  III.,  endlich  /i 
oder  v  =  \  auf  die  Function  P  (v,  ^,  •£■). 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Ausdrücke,  welche  man  durch  diese 
Transformationen  für  jede  der  Trans cendenten  1 — III.  erhält,  ergiebt  sieh, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  in  den  obigen  P-fimctionen  als  Ver- 
änderliche alle  Wurzeln  der  Gleichungen,  durch  welche  sie  bestimmt 
werden,  zulässig  sind  und  jede  Wur/el  zu  einem  Systeme  von  6  Werthen 
gehört,  welche  mittelst  der  allgemeinen  Transformation  für  einander 
als  Veränderliche  eingeführt  werden  können. 

Es  führen  aber  im  Falle  I.  die  beiden  Werfche  von  wt  und  x.A, 
welche  zu  einem  gegebenen  a;ä  gehören,  auf  dasselbe  System  von  6 
Werthen,  so  dass  jede  der  Functionen  I.  durch  l'-f  unctioneii  mit  6.3  =  18 
verschiedenen  Veränderlichen  ausgedrückt  werden  kann. 

Im  Falle  II.  führen  von  den  zu  einem  gegebenen  Werthe  von  ce6 
gehörigen  Werthen  die  beiden  Werthe  von  xa  und  x4,  die  6  Werthe 
von  x&  und  von  den  6  Werthen  von  xl  je  zwei  zu  demselben  Systeme 
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von  6  Werthen,  während  die  drei  Werthe  vou  x2  zu  drei  verschiedenen 
Systemen  von  je  6  Werthen  führen.  Es  Hefern  also  xl  und  x%  je  drei 
und  xa,  xA,  x6,  xe  je  ein  System  von  6  Werthen,  also  alle  zusammen 
6.10  =  60  Werthe,  durch  deren  P-funetionen  sich  jede  der  Functionen 
IL  ausdrücken  lässt, 

Im  Falle  III.  endlich  liefern  xx,  die  beiden  Werthe  von  x2,  die 
beiden  Werthe  von  xit  und  von  den  vier  Werthen  von  xl  je  zwei  ein 
System  von  6  Werthen,  so  das 8  jede  der  Functionen  ILT.  durch  P- 
funetionen  von  6.5  =  30  verschiedenen  Veränderlichen  dura  teilbar  ist. 

In  jeder  P-function  können  nun  ohne  Acnderung  der  Veränder- 
lichen  mittelst  der  allgemeinen  Transformationen  die  Exponenten- 
differenzen beliebige  Vorzeichen  erhalten,  und  also  kann,  da  keine 
dieser  Exponentcndifferenzen  =.'0  ist,  eine  und  dieselbe  Function  auf 
8  verschiedene  Arten  als  P-function  derselben  Veränderlichen  dargestellt 
werden.  Die  Anzahl  sämintlicher  Ausdrücke  betrügt  also  im  Falle  I. 
8.6.3  =  144,  im  Falle  II.  8.6.10  =  480,  im  Falle  ITT.  8.6.5  =  240. 


Wenn    man    sämmtliche  Exponenten    einer    l'-function    um    ganze 
Zahlen  ändert,  so  bleiben  in  den  Gleichungen  (3)  Art.  3.  die  Grössen 
ring;  +p  +  y')«s-° «i       rin(«  +  f-fy')»«^" 

ny  +  f+rt«-1« 

D  («  +  p'+y)«e-«< 
*  («■  +  ?  +  *)  «-** 
ungeändert. 

Sind  daher  in  den  Functionen  P  \,  *I,  V,  x) ,  P,  ( a)  *J  Vx,  x)  die 
entsprechenden  Exponenten,  k,  und  a,  etc.  um  ganze  Zahlen  verschie- 
den, so  kann  man  die  acht  Grössen  (o^),,  (a',j)i>  («jj')i>  -■■  ^en  aent 
Grössen  k^,  Kp,  ap,  ...  gleich  annehmen,  da  aus  der  Gleichheit  der 
fünf  willkürlieh  eil  die  Gleichheit  der  drei  übrigen  folgt. 

Nach'  der  im  Art.  4.  angewandten  Schlussweisc  folgt  hieraus : 
pa  Fi«\  _  pa'p^,  =  Det  (b)  (Pf  P/>  —  P^'P/') = Det  (c)  (PrP/-  —  Pv'Pp ) ; 
und  wenn  man  von  den  Grössen  a-\-a\  und  Kj  -|-  r,  ß-\-ß\  und 
ßl-\-ß'!  y-\-y\  und  Y\-\-y  diejenigen  Grössen  jedes  Paars,  welche 
um  eine  pöt-Uive  ganze  Zahl  kleiner  sind,  als  die  andern,  durch  a,  ß,  y 
bezeichnet,  so  ist 

(P*  P/i  —  P"'  P^)  x-"  (1  —  x)~r 
eine  Function  von  x,   welche  einändrig  und  endlieh  bleibt  für  x  =  0, 
X  =  1    und    alle    übrigen    endlichen    Werthe    von  x,    für   3!  =  00    aber 


ri«(«  +  p  +  /)*6 

-«■«. 

3iD(H  +  p  +  j)mt. 

-«* 

rinCa'  +  p  +  r)*«- 

-««, 
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unendlich  wird  von  der  Ordnung  —  a  —  y  —  ß,   folglich   eine  ganze 
Function  >'  vom  Grade  —  a  —  ß  —  y. 

Man  bezeichne  nun,  wie  früher,  die  Exponent  eiHUffei'enzen  «  — «', 
ß  —  ß'i  V  —  V  durch  X,  (i,  v.  In  Beb'eli'  dieser  ergiebt  sich  zunächst: 
ihre  Summe  ändert  sich  um  eine  gerade  Zahl,  wenn  sich  sämmtliche 
Exponenten  um  ganze  Zahlen  ändern;  denn  sie  übertrifft  die  Summe 
särnmtlicher  Exponenten,  welche  unverändert  =  1  bleibt,  um 
—  2  («'  -J-  ß'  +  /),  welche  Grosse  sieh,  dabin  um  eine  gerade  Zahl  ändert. 
Sie  können  sich  aber  dabei  um  jedwede  ganze  Zahlen  ändern,  deren 
Summe  gerade  ist.  Bezeichnet  man  ferner  «j — ■  av  ß,- — ß\,  y^  —  /, 
durch  XL,  fa,  vl  und  durch  JX,  z/fi,  Jv  die  absoluten  Werthe  der 
Differenzen  X —  Xlt  (i  —  ft,,  v  —  vu  so  ist  von  den  Grössen  a  -\-  c! i 
und  a  -\-  a1  diejenige,  welche  um  die  positive  Zahl  AI  kleiner  ist  als 
die  andere 

=  — ■ — '—- ! — - jp  also 

—  a  = i '—'- — -  und  elien.-io 

_  «  =  *t  -  l±J'j_±JL±A 

^2  2 

—  v    =    —    —   L+Jj  +  7'  +  7' 
'2  2  ' 

Der  Grad   der  ganzen  Function  F,  welcher   gleich  der  Summe  dieser 

Grössen  ist,  ergiebt  sich  daher 


Sind  jetzt  P(«,ß*   A  Pt  ft  *  *  *\  P8  (*  J  *  .)    drei 

Functionen,  in  welchen  sich  die  entsprechenden  Exponenten  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  so  fliesst  aus  diesem  Satze  mittelst  der  identi- 
schen Gleichung 

P*   (P,«.  P/»  —  P/-  P,*)  +  P^  (P3a*  P°   —   P/°  P") 

+  P2°*  (Pa  P,"'-  —  P"'  Pj"')  =  0 

der  wichtige  Satz,   dass  zwischen  ihren  entsprechenden  Gliedern  eine 

lineare    homogene    Gleichung    stattfindet,    deren    Coeflleienten    ganze 

Functionen  von  x  sind,  und  dass  also 

„sämmtliche  P-functionen,    deren    entsprechende   Exponenten    sich 
um   ganze  Zahlen  unterscheiden,   sich  in  zwei  beliebige  von  ihnen 
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linear  mit  rationalen  Functionen  vom  x  als  Coelncienten  ausdrücken 
lassen". 
Eine  specielle  Folge  au*  den.  Beweisgründen  diese«  Satzes  ist,  dass 
sich  der  zweite  Dinerentialquotient  einer  P-1'unction  linear  mit  rationalen 
Functionen  als  Coefncienten  in  den  ersten  und  die  Function  selbst 
ausdrücken  läset,  und  also  die  Function  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt. 

Beschränkt  man  sich,  um  ihre  Ableitung  möglichst  zu  vereinfachen, 
auf  den  Fall  y  =  0,  auf  welchen  der  allgemeine  nach  Art.  2.  leicht 
zurückgeführt  wird,  und  setzt  P  =  y,  P"  =  y ,  P"'  =  y",  so  ergiebt 
sich,  dass  die  Functionen 

.     dy"  „    dy  <P£      „         d'y"      ,     dy        d''y"  äy"       dHj 

"   d\<igx        'J    </loga:'   <Hog  ,r'' •'  d\o%xim'  'dlog.c  d  log»*       d  log  ,<■  r/log  .<-'■ 

mit  x~ ,!~e'  (1 — x)—y'+2  multiplicirt,  endlieh  und  einändrig  bleiben 
für  endhehe  Werthe  von  x  und  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wer- 
den für  x  =  oo,  und  das*  überdies  da.s  erste  dieser  Producte  für  x  =  1 
unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird.     Für 

y  —  const.' y'  -j-  const."  y" 
findet  daher  eine  Gleichung  von  der  Form  statt 

(» -  *)  iwif  -(A  +  m  ä$r*  + (Ä'  ~  **> » -  °> 

in  welcher  A,  B,  Ä,  B,  noch  zu  bestimmende  Constanten  bezeichnen. 
Nach  der  Methode  der   unbestimmten  (.'oei'/ieient.en   lii.sst  sich  eine 
Lösung  dieser  Differentialgleichung  nach  um   1   steigenden  oder  fallen- 
den Potenzen  in  eine  Reihe 

£anx" 
entwickeln,    und    zwar    wird    der  Exponent  ft  des   Anfangsgliedes   im 
ersten  Falle,  wo  er  der  niedrigste  ist,  durch  die  Gleichung 

ftft  —  Ay,  +  A'  =  0, 
und  im  zweiten,  wo  er  der  höchste  ist,  durch  die  Gleichung 

(i{i  +  Bfi  +  B'  =  0 

bestimmt.     Die  Wurzeln  der  ersteren  Gleichung  müssen  a  und  et,  die 

der  letztern  —  ß  und  —  ß'  sein  und  folglich  ist 

A  =  a  +  d ,  Ä  =  ad, 

B  =  ß  +  ß',  B  =  ßß\ 

und  es  genügt,  die  Function  P  (   ,    ,    ,  x  I  =  y  der  Differentialgleichung 

t1  -  "i  *£&  -("+-'+ v  +  n  *)  j^i  +  ("■  -  iv  *)  »  -  o. 
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Es  bestimmen   sich  ferner  die  Coefficientcn  aus  einem  von  ihnen 
mittelst  der  Eecursionsforme) 

"'+'    —  (»  +  ff  («  +  f) 

weleher  a,  -  n  („  _„,  n  ,„_„■)  nT  .- ff  P  (  -  «  -  ti   ge""gi 

Demnach   bildet  die  Reihe 

y  _  Com*.  Jg,,,.,  „,._.,  ^.„fl  jk-.-üt 

sowohl  wenn  die  Exponenten  von  ß  oder  k'  an  um  die  Einheit  steigen, 
als  auch  wenn  sie  von  —  ß  oder  —  ß'  an  um  die  Einheit  fallen,  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  und  zwar  bez.  w.  diejenigen  parti- 
kularen Lösungen,  welche  oben  durch  P" ,  P"' ,  P? ,  Pf  bezeichnet 
worden  sind. 

Nach  Gauss,  welcher  durch  F  (a,  b,  c,  x)  eine  Reihe  bezeichnet, 
welcher    der    Quotient    des    n  -j-  lten    Gliedes     in     d: 


.  x»  +  «■)  <»  +  b)    , 


und    das   erste   Glied   =  1   ist,    lässt   ; 


C»  +  !)(•  +  «)  ' 

llesultat  für  den    ein iachsten  Fall    für  a  =  0     so  ausdrücken 


oder 


P"  f°    £  °,  x\  =  Oonst.  F(ft  |T,  1  -  d,  x) 

F  («,  6,  c,  .t)  =  P"  fi  l  °  .  A 

'  '     '  \1  —  coc  —  a-~b    J 


Aus  demselben  erhält  man  auch  leicht  einen  Ausdruck  der  P- 
funetion  durch  ein  bestimmtes  .Integral,  Indem  man  in  dem  allgemeinen 
Gliede  der  Reihe  für  die  JZ-functioncn  ein.  Euler'sches  Integral  zweiter 

Gattung  einfühlt  und  dann  die  Ordnung  der  Snniniation  und  Integration 
vertauscht.     Auf  diese  Weise  findet  man,  dass  das  Integral 


xa(l  —  x)vjs-a'~li'"/   (\  —  s)~a'~p~y  (l—xs)~ 


ds 


von  einem  der  vier  Werthe  0,  1,  — ,  oo  bis  zu  einem  dieser  vier  Wertlie 

auf  beliebigem  Wege  erstreckt  eine  Function.  P\    ,    ',     ,  X)  bildet  und 

V«  ß  y  / 
bei  passender  Wahl  dieser  Grenzwerthe  und  des  Weges  von  einem 
zum  andern  jede  der  sechs  Functionen  P",  P? ,  ...,  Pf"  darstellt.  Es 
lässt  sich  aber  auch  direct  zeigen,  rlass  das  integral  die  charakteristi- 
schen Eigen  seh  alten  einer  solchen  Function  besitzt.  Es  wird  dies  in 
der  Folge  geschehen,  wo  dieser  Ausdruck  der  P-function  durch  ein 
bestimmtes    Integral   /.i.;v  Bestimmung  der  in  P" ,  P"' ,  ■  ■  noch  Willkür- 
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lieh  gebliebenen  Factoren  benutzt  werden  soll;  und  ich  bemerke  hier 
nur  noch,  daas  es,  um  diesen  Ausdruck  allgemein  anwendbar  zu 
machen,  einer  Modi  hxation  «low  Weges  der  Integration,  bedarf,  wenn  die 
Function  unter  dem  Integral /.eichen  für  einen  der  Werthe  0,  1,  — ,  oo 
so    unendlich    wird,    daas    sie    die  Integration    bis    an  denselben   nicht 

/.i;liisSt. 


Zufolge  der  im  Art.  2.  und  dem  vorigen  erhaltenen  Gleic 

\a  ff  y     )  '  \a—a  ß  +  a  +  y  y  ~y    ) 

Const.  x"  (1  — as)'  F(ß+u  +  y,  ß'  +«  +  /,  k— «'  +  1,  x) 

fiiesst  aus  jedem  Ausdrucke  einer  Function  durch  eine  P-function  eine 
Entwicklung  derselben  in  eine  hvnergeometrische  Reihe,  welche  nach 
steigenden  Potenzen  der  Veränderlichen  in  dieser  P-function  fort- 
schreitet. Nach  Art.  5.  giebt  es  8  Darstellungen  einer  Function  durch 
P-functioncn  mit  derselben  Veränderlichen,  welche  durch  Vertauschung 
zusammengehöriger  Exponenten  aus  einander  erhalten  werden,  also 
z.  B.  8  Darstellungen  mit  der  Veränderlichen  ■*■.  Von  diesen  liefern 
aber  je  zwei,  welche  durch  Vertausch  in  ig  ihres  /.weiten  Paares,  ß  und 
ß}  aus  einander  entstehen,  dieselbe  Entwicklung;  man  erhält  also  vier 
Utitwiekluugen  nach  steigenden  Potenzen  von  x,  von  denen  zwei,  welche 
durch  Vertauschung  von  y  und  y  aus  einander  erhalten  werden,  die 
Function  P°,  die  beiden  andern  die  Function  P"'  darstellen.  Diese 
vier  Entwicklungen  convergiren,  solange  der  Modul  von  x  <  1,  und 
divergiren,  wenn  er  grosser  als  1  ist,  während  die  vier  Reihen  nach 
lallenden  Potenzen  von  x,  welche  J?C  und  T'l1'  darstellen,  sich  um- 
gekehrt verhalten.  Für  den  Fall,  wenn  der  Modul  von  x  gleich  1  ist, 
folgt  aus  der  Fourie  r' sehen  Reihe,  das«  die  Reihen  zu  convergiren 
aufhören,  wenn  die  Function  für  x  =  1  unendlich  von  einer  höhern 
Ordnung  als  der  ersten  wird,  aber  eonvergent  bleiben,  wenn  sie  mir 
unendlich  von  einer  niedrigem  Ordnung  als  1  wird  oder  endlich  bleibt. 
Es  convergiren  also  auch  in  diesem  Falle  nur  die  Hälfte  der  8  Ent- 
wicklungen nach  Potenzen  von  x,  solange  der  reelle  Theil  von  /  —  y 
nicht  zwischen  —  1  und  -f-  1  liegt,  und  sie  convergiren  sämmtlich, 
sobald  dieses  stattfindet. 

Demnach  hat  man  zur  Darstellung  einer  P-function  im  Allgemeinen 
24  verschiedene,  hypergeometrisehe  Reihen,  welche  mich  steigenden  oder 
fallenden  Potenzen  von  drei  verschiedenen  Crossen  fortschreiten,  und 
von  denen  für  einen  gegebenen  Werth  von  x  jedenfalls  die  Hälfte,  also 
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zwölf  convergiren.  Im  Falle  I.  Art.  5.  sind  alle  diese  Anzahlen  mit 
3,  im  Falle  II.  mit  10,  im  Falle  III.  mit  fünf  zu  multipliciren.  Am 
geeignetsten  zur  numerischen  Rechnung  werden  von  diesen  Reihen 
meistens  diejenigen  sein,  deren  viertes  Element  den  kleinsten  Modul  hat. 
Was  die  Ausdrücke  einer  P-function  durch  bestimmte  Integrale 
betrifft,  die  sich  durch  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Art,  aus  den  Trans- 
formationen des  Art.  5.  ableiten  lassen,  so  sind  diese  Ausdrücke  sii.mmt- 
lich  von  einander  verschieden.  Man  erhalt  also  im  Allgemeinen  48, 
im  Falle  I.  144,  im  Falle  II.  480,  im  Falle  HI.  240  bestimmte  Inte- 
grale, welche  dasselbe  Glied  einer  P-function  darstellen  und  also  zu 
einander  ein  von  x  mmbbiingiges  Verbiiltniss  haben.  Von  diesen  lassen 
sich  je  24,  welche  durch  eine  gerade  Anzahl  von  V  er  tauschungen  der 
Exponenten  aus  einander  hervorgehen,  auch  in  einander  tvansformiren 
durch  eine  solche  Substitution  ersten  Grades,  dass  für  irgend  drei  von 
den  Werthen  0,  1,  c»,  ■■—  der  Integra tionsve  Hinderlichen  s  die  neue 
Veränderliche  die  Werthe  0,  1,  oo  annimmt.  Die  übrigen  Gleichungen 
erfordern,  soweit  ich  sie  untersucht  habe,  zu  ihrer  Bestätigung  durch 
Methoden  der  Integralrechnung  die  Transformation  '  von  vielfachen 
Integralen. 
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Selbstanzeige  der  vorstehenden  Abhandhing. 

(Göttiuger  Nachrichten,  1857,  Nr.  1.) 

Am  6.  November  1856  wurde  der  königlichen  Societät  eine  von 
ihrem  Assessor,  Herrn  Doctor  Riernann,  eingereichte  mathematische 
Abhandlung  vorgelegt,  welche  „Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die 
Gauss'sche  Reihe  F  (a,  ß,  y,  x)  darstellbaren  Functionen" 
enthält. 

Diese  Abhandlung  ist  einer  Classe  von  Functionen  gewidmet, 
welche  bei  der  Lösung  mancher  Aufgaben  der  mathematischen  Physik 
gebraucht  werden.  Aus  ihnen  gebildete  Reihe»  leisten  bei  schwierigeren 
Problemen  dieselben  Dienste,  wie  in  den  einfacheren  Füllen  die  jetzt 
so  vielfach  angewandten.  Reihen,  welche  nach  Cosinus  und  Sinus  der 
Vielfachen  einer  veränderlichen  Grösse  forls  eh  reiten.  Diese  Anwen- 
dungen, namentlich  astronomische,  scheinen,  nachdem  schon  Euler  sich 
aus  theoretischen  Interesse  mehrfach  mit  diesen  Functionen  beschäftigt 
hatte,  Gauss  zu  seinen  Untersuchungen  über  dieselben  veranlasst  zu 
haben,  von  denen  er  einen  Theil  in  seiner  der  Kön.  Soc.  im  J.  1812 
übergebenen  Abhandlung  über  die  Reihe,  welche  er  durch  F  (ß,  ß,  y,  x) 
bezeichnet,  veröffentlicht  hat. 

Diese  Reihe  ist  eine  Reihe,  in  welcher  der  Quotient  des  (m+  l)ten 
Gliedes  in  das  folgende 

(»  +  «)(«  +  B 
(»  +  1)  (n  +  y)  X 

und  das  erste  Glied  =  1  ist.  Die  für  sie  jetzt  gewöhnliche  Benennung 
hypergeoinetrische  Reihe  ist  schon  früher  von  Johann  Friedräch  Pfaff 
für  die  allgemeineren  Reihen*  vorgeschlagen  worden,  in  denen  der 
Quotient  eines  Gliedes  in  das  folgende  eine  rationale  Function  des 
Stellenzeigers  ist;  während  Euler  nach  Wallis  darunter  eine  Reihe 
verstand,  in  welcher  dieser  Quotient  eine  ganze  Function  ersten  Grades 
des  Stellenzeigers  ist. 

Der  unveröffentlichte  Theil  der  Ga.uss'sclien  Untersuchungen  über 
diese  Reihe,    welcher  sich    in   seinem    Nachlasse   vorgefunden    hat,    ist 
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unterdessen  schon  im  J.  1835  durch  die  im  15.  Bande  des  Journals 
von  Crelle  enthaltenen  Arbeiten  Kummers  ergänzt  worden.  Sie  be- 
treffen die  Ausdrücke  der  Reihe  durch  ähnliche  Reihen,  in  denen  statt 
des  Elements  X  eine  algebraische  Function  dieser  Grösse  vorkommt. 
Einen  speeieflen  Fall  dieser  l'mforniungen  hatte  schon  Euler  aufge- 
funden und  in  seiner  Integralrechnung,  so  wie  in  mehreren  Abhand- 
lungen behandelt  (in  der  einfachsten  Gestalt  in  den  N.  Acta  Aead. 
Petr.  T.  XII.  p.  58);  und  diese  Relation  ward  später  von  l.'faff  (Disquiw. 
anal.  Helmstadii  1797),  Gudermann  (Crelle  J.  Bd.  7.  S.  306)  und 
Jacobi  auf  verschiedenen  Wegen  bewiesen.  Kummer  gelang  es,  die 
Methode  Euler's  zu  einem  Verfuhren  auszubilden,  durch  welches  sämmt- 
liche  Transformationen  gefunden  werden  konnten;  die  wirkliche  Aus- 
führung desselben  erforderte  aber  so  weitläufig'.:  lXscussionen,  dass  er 
für  die  Transformationen  dritten  Grades  von  der  Durchführung  der- 
selben abstand  und  sich  begnügte,  die  Transformationen  ersten  und 
zweiten  Grades  und  die  aus  ihnen  zusammengesetzten  vollständig  ab- 
zuleiten. 

In  der  anzuzeigenden  Abhandlung  wird  auf  diese  Transcendenten 
eine  Methode  angewandt,  deren  Princip  in  der  Inaug.  Diss.  des  Ver- 
fassers (Art.  20.)  ausgesprochen  worden  ist  und  durch  die  sich  sämmt- 
liche  früher  gefundenen  Resultate  fast  ohne  Rechnung  ergeben.  Einige 
weitere  mittelst  derselben  Methode  gewonnenen  Ergebnisse  hofft  der 
Verf.  demnächst    der   Königlichen    8ucieiät   vorlegen  zu  können. 
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Theorie  der  Abel'schen  Functionen. 

(Ans  Hovcli nrr.lt' s  Journal  für  reine  und  anpe  wandte   Mallieimitilt.  lid.  54.    1857.) 

1.  Allgemeine  Voraussetzungen  und  Hülfsmittel  für  die  Untersuchung 
von  Functionen  unbeschränkt  veränderlicher  Grossen. 

Die  Absicht  den  Lesern  des  Journals  für  Mathematik  Unter- 
suchungen über  verschiedene  Transcendenten,  insbesondere  auch  über 
Abel'schc  Functionen  vorzulegen,  macht  es  mir  wünschenswerth,  um 
Wiederholungen  zu  vermeiden,  eine  Zusammenstellung  der  allgemeinen 
Voraussetzungen,  von  denen  ich  bei  ihrer  Behandlung  ausgehen  werde, 
in  einem  besonderen  Aufsatze  voraufzuschicken. 

Für  die  unabhängig  v  er  Und  erhebe  Grösse  setze  ich  stets  die  jetzt 
allgemein  bekannte  (.}  aviss;sche  geometrische  .Repräsentation  voraus, 
nach  welcher  eine  eomplexe  Grösse  g  =  x  -f-  yi  vertreten  wird  durch 
einen  Punkt  einer  unendlichen  Ebene,  dessen  rechtwinklige  Coordina- 
ten  x,  y  sind;  ich  werde  dabei  die  complexen  Grössen  und  die  sie 
repräsentirenden  Punkte  durch  dieselben  Buchstaben  bezeichnen.  Als 
Function  von  x  -f-  yi  betrachte  ich  jede  Grösse  w,  die  sich  mit  ihr 
der  Gleichung 

dx       dy 
gemäss  ändert,  ohne  einen  Ausdruck  von  w  durch  x  und  y  vorauszusetzen. 
Aus  dieser  Differentialgleichung  folgt  nach  einem  bekannten  Satze,  dusa 
die  Grösse  w  durch  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  g  —  a  fortschrei- 
tende Reihe  von  der  Form  £an(ß—  a)n  darstellbar  ist,  sobald  sie  in 

der  Umgebung  von  a  allenthalben  einen  bestimmten  mit  2  stetig  sieh 
ändernden  Werth  hat,  und  dass  diese  Darstellbarkeit  stattfindet  bis  zu 
einem  Abstände  von  a  oder  Modul  von  g  —  a,  für  welchen  eine  Un- 
stetigkeit  eintritt.  Es  ergiebt  sich  aber  aus  den  Betrachtungen,  welche 
der  Methode   der   unbestimmten  Coefficienten  zu  Grunde   liegen,   dass 

Biehabs's  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  0 
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die  Coeffieienten  a„  völlig  bestimmt  sind,  wenn  w  in   einer  endlichen 
übrigens  beliebig  kleinen  von  a  ausgehenden  Linie  gegeben  ist. 

Beide  Ueberlegungen   verbindend,   wird  man  sich  leicht  von  der 
Richtigkeit  des  Satzes  überzeugen: 

Eine  Function  von  x  -f-  yi,  die   in  einem   Thcile  der  (x,  y)-  Ebene, 
gegeben  ist,   kann    darüber   hinan*   -nur   auf  Emu    Weise   sletiij  ; 


Man  denke  sich  nun  die  zu  untersuchende  Function  nicht  durch 
irgend  welche  z-  enthaltende  analytische  Ausdrücke  «der  Gleichungen 
bestimmt,  sondern  dadurch,  dass  der  Werth  der  Function  in  einem 
beliebig  begrenzten  Theile  der  £-Ebene  gegeben  ist  und  sie  von  dort 
ans  stetig  (der  partiellen  Diii'erentialgleicluing 
•  dw  =  ?w 

gemäss)  fortgesetzt  wird.  Diese  Fortsetzung  ist  nach  den  obigen 
Sätzen  eine  völlig  bestimmte,  vorausgesetzt,  dass  sie  nicht  in  blossen 
Linien  geschieht,  wobei  eine  partielle  Dilicrentiid^leielunig  nicht  zur 
Anwendung  kommen  konnte,  sondern  durch  Fläeljenstreifen  von  end- 
licher Breite.  Je  nach  der  Beschaffenheit  der  fortzusetzenden  Function 
wird  nun  entweder  die  Function  für  denselben  Werth  von  z  immer 
wieder  denselben  Werth  annehmen,  auf  welchem  Wege  auch  die  Fort- 
setzung geschehen  sein  möge,  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  nenne 
ich  sie  emwerthigt  sie  bildet  dann  eine  für  jeden  Werth  von  s  völlig 
bestimmte  und  nicht  längs  einer  Linie  unstetige  Function.  Im  letzteren 
Falle,  wo  sie  mehr  wer  IMg  heissen  soll,  hat  man,  um  ihren  Verlauf 
aufzufassen,  vor  Allem  seine  Aufmerksamkeit  auf  gewisse  Punkte  der 
^-Ebene  zu  richten,  um  welche  herum  sich  die  Function  in  eine  an- 
dere fortsetzt.  Ein  solcher  Punkt  ist'  z.  B.  bei  der  Function  log  (s  —  a) 
der  Punkt  a.  Denkt  man  sich  von  diesem  Punkte  a  aus  eine  belie- 
bige Linie  gezogen,  so  wird  man  in  der  Umgebung  von  a  den  Werth 
der  Function  so  wählen  können,  dass  sie  sich  ausser  dieser  Linie 
überall  stetig  ändert:  zu  beiden  Seilen  dieser  Linie  nimmt  sie  aber 
dann  verschiedene  Werth e  an,  auf  der  negativen'1}  einen  um  2iti 
grösseren,  als  auf  der  positiven.  Die  Fortsetzung  der  Function  von 
einer  Seite  dieser  Linie  aus,  z.  B.  von  der  negativen,  über  sie  hinüber 
in  das  jenseitige  Gebiet  giebt  dann  offenbar  eine  von  der  dort  schon 
vorhandenen  verschiedene  Function  und  zwar  im  hier  betrachteten 
Falle  eine  allenthalben  um  2%i  grossere. 

*)  Im.  Anschlüsse  an  die  von  Gauss  vorbei  chlage^e  l-lciiejiuiiiijf  positiv  laterale 
Einheit  für  -f-  i  werde  ich  als  positive  Seiienneiitiing  v.u  einer  gegebenen  Richtung 
i  bezeichnen,  welche  zu  ihr  ebenso  lie;>1,  wie  -\- i  zu   1. 
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Zur  bequemeren  Bezeichnung  dieser  Verhältnisse  sollen  die  ver- 
schiedenen Fortsetzungen  einer  Function  für  denselben  Theil  der 
2-Ebene  Zweige  dieser  Function  genannt  werden  und  ein  Punkt,  um 
welchen  sieh  ein  Zweig  einer  Function  in  einen  andern  fortsetzt  eine 
Versweigungsstelle  dieser  Function;  wo  keine  Verzweigung  stattfindet, 
heisst  die  Function  eiiuinärig  oder  monodrom. 

Ein  Zweig  einer  Function  von  mehreren  unabhängig  veränder- 
lichen Grössen  s,  s,  t,  . .  .  ist  einanclrig  in  der  Umgebung  eines  be- 
stimmten Werihensystemes  s  =  a,  8  =  b,  t  =  C,  .  .  .,  wenn  allen 
Werthencombinationen  bis  zu  einem  endlichen  Abstände  von  demsel- 
ben (oder  bis  zu  einer  bestimmten  endlichen  Grösse  der  Moduln  von 
2  —  a,  S  —  bf  t  —  c, ...)  ein  bestimmter  mit  den  veränderlichen  Grössen 
stetig  sieb  ändernder  Wortb  dieses  Zweiges  der  Function  entspricht. 
Eine  Verzweigungsstelle  oder  eine  Stelle,  um  welche  sieh  ein  Zweig 
in  einen  andern  fortsetzt,  wird  bei  einer  Function  von  mehreren  Ver- 
änderlichen durch  sä.mnttliehe  einer  Gleichung  zwischen  ihnen  genügend  i' 
Werthe  der  unabhängig  veränderlichen   Grössen  gebildet. 

Nach  einem  oben  angeführten  bekannten  Satze  ist  die  Einändrig- 
keit  einer  Function  identisch  mit  ihrer  Entwi  ekel  barkeit,  ihre  Ver- 
zweigung mit  ihrer  Niehtentwickelbarkeit  nach  ganzen  positiven  oder 
negativen  Potenzen  der  Aendemngen  der  veränderlichen  Grössen.  Es 
scheint  aber  nicht  zweckmässig,  jene  von  ihrer  Darstelhnigs weise  un- 
abhängigen Eigenscharten  durch  diese  an  eine  bestimmte  Form  ihres 
Ausdrucks   geknüpften   Merkmale  auszudrücken. 

Für  manche  Untersuchungen,  namentlich  für  die  Untersuchung 
algebraischer  und  Abel'scber  Functionen  ist  es  vortheilhaft,  die  Ver- 
zweigungsart einer  in  ehr  werth  igen  Function  in  folgende)'  Weise  geome- 
trisch darzustellen.  Man  denke  sich  in  der  (x,  y)~ Ebene  eine  andere 
mit  ihr  zusammenfallende  Fläche  '..oder  ai.ii'  der  Ebene  einen  unendlich 
dünnen  Körper)  ausgebreitet,  welche  sieh  so  weit  und  nur  so  weit 
erstreckt,  als  die  Function  gegeben  ist.  Hei  Fortsetzung  dieser  Function 
wird  also  diese  Fläche  ebenfalls  weiter  ausgedehnt  werden.  In  einem 
Theile  der  Ebene,  für  welchen  zwei  oder  mehrere  Fortsetzungen  der 
Function  vorhanden  sind,  wird  die  Flüche  doppelt  oder  mehrfach  sein; 
sie  wird  dort  aus  zwei  oder  mehreren  Blättern  bestehen,  deren  jedes 
einen  Zweig  der  Function  vertritt.  Um  einen  Verzweigungspunkt  der 
Function  herum  wird  sich  ein  Blatt  der  Fläche  in  ein  anderes  fort- 
setzen, so  dass  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  die  Fläche 
als  eine  Schrauben!  lache  mit  einer  in  diesem  Punkte  auf  der  {x,  y)- 
Ebene  senkrechten  Axe  und  unendlich  kleiner  Höhe  des  Schrauben- 
ganges   betrachtet   werden  kann.     Wenn    die  Function    nach    mehren 
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Umläufen  des  g  um  den  Vcr/weiguugswortli  ihren  vorigen  Werth  wie- 
der erhalt  (wie  z.  B.  (g  —  o)">  wenn  m,  n  relative  Primzahlen  sind, 
nach  n  Umläufen  von  g  um  d),  muss  man  dann  freilich  annehmen, 
(tags  sich  das  oherste  Blatt  der  Fläche  durch  die  ührigen  hindurch  in 
daw  unterste  fortsetzt. 

Die  mehrwerthige  Function  hat  für  jeden  Punkt  einer  solchen 
ihre  Verzweig  ungsart  darstellenden  Flache  mir  mwn  bestimmten  Werth 
und  kann  daher  als  eine  völlig  bestimmte  Function  des  Orts  in  dieser 
Flüche  angesehen  werden. 


2.    Lehrsätze   aus    der  analysis   Situs   für   die  Theorie    der   Integrale 
von  zweigliedrigen  vollständigen  Differentialien, 

Bei  der  Untersuchung  der  Functionen,  welche  aus  der  Integration 
vollständiger  Differentialien  entstehen,  sind  einige  der  analysis  situs 
angehörige  Sätze  fast  unentbehrlich.  Mit  diesem  von  Leibnitz,  wenn 
auch  vielleicht  nicht  ganz  in  derselben  Bedeutung,  gebrauchten  Namen 
darf  wohl  ein  Theil  der  Lehre  von  den  stetigen  Grössen  bezeichnet 
werden,  welcher  die  Grossen  nicht  als  unabhängig  von  der  Lage 
existirend  und  durch  einander  messbar  betrachtet,  sondern  von  den 
Massverhältnissen  ganz  absehend,  nur  ihre  Orts-  und  Gebiets  Verhält- 
nisse der  Untersuchung  unterwirft.  Indem  ich  eine  von  Mass  Verhält- 
nissen ganz  abstrahlende  Behandlung  dieses  Gegenstandes  mir  vor- 
behalte, werde  ich  hier  nur  die  bei  der  Integration  zweigliedriger 
vollständiger  Differentialien  oothigen  Sätze  in  einem  geometrischen 
Gewände  darstellen. 

Es  sei  eine  in  der  (x,  «/J-Ebene  einfach  oder  mehrfach  ausge- 
breitete Fläche  T  gegeben*)  und  X,  Y  seien  solche  stetige  Functionen 
des  Orts  in  dieser  Fläche,  dass  in  ihr  allenthalben  Xdx  -f-  Yäy  ein 
vollständiges  Differential,  also 

"     "_o 

ist.     Bekanntlich  ist  dann 

C  {Xdx  -f  Yäy) , 

um    einen  Theil    der   Fläche  T  positiv    oder   negativ  herum  —  d.  h. 
durch  die  ganze  Begrenzung  entweder  allenthalben  nach  der  positiven 

;!;  Man  sehe  die  vorhergehende  Abhandlung  S.  83. 


/Google 


VI.     Thcoi-ii.:   iler   Atn:l'schcn   FunctiuiKiii. 


oder  allenthalben  nach  der  negativen  Seite  gegen  die  Richtung  von 
Innen  nach  Aussen  (Siehe  die  Anmerkung  Seite  82  der  vorhergehenden 
Abhandlung)  —  erstreckt,  =  0,  da  dies  Integral  dem  über  diesen 
Theil  ausgedehnten  Kliiehen integrale 


identisch    im    orsteren    Falle    gleich,    im    zweiten   entgegengesetzt    ist. 
Das  Integral 

j'(Xdx-\-  Tay) 

hat  daher,  zwischen  zwei  festen  Punkten  auf  zwei  verschiedenen  Wegen 
erstreckt,  denselben  VVerth,  wenn  diese  beiden  Wege  zusammen  genom- 
men die  ganze  Begrenzung  eines  Theils  der  Fläche  T  bilden.  Wenn 
also  jede  im  Innern  von  T  in  sich  zurücklaufende  Curve  die  ganze 
Begrenzung  eines  Theils  von  T  bildet,  so  hat  das  Integral  von  einem 
festen  Anfangspunkte  bis  zu  einem  und  demselben  Endpunkte  er- 
streckt immer  denselben  Werth  und  ist  eine  von  dem  Wege  der  In 
legration  unabhängige  allenthalben  in  T  stetige  Function  von 
Lage  des  Endpunkts.  Dies  veranlasst  zu  einer  Unterscheidung  de: 
Flächen  in  einfach  zusammenhängende,  in  welchen  jede  geschlossene 
Ourve  einen  Theil  der  Flache  vollständig  begrenzt  —  wie  z.  B.  ein 
Kreis  — ,  und  mehrfach  zusammenhangende,  für  welche  dies  nicht 
stattfindet,  —  wie  z.  B.  eine  durch  zwei  concentrisehe  Kreise  begrenzte 
Ringfläche.  Eine  mehrfach  zusarmne.nhä.ngende  lüsst  sieh  durch  Zer- 
sehneidung  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandeln  (S.  die 
durch  Zeichnungen  erläuterten  Beispiele  am  Schluss  dieser  Abhand- 
lung). Da  diese  Operation  wichtige  Dienste  bei  der  Untersuchung 
der  Integrale  algebraischer  Functionen  leistet,  so  sollen  die  darauf 
bezüglichen  Sätze  kurz  zusammen  gestellt  werden;  sie  gelten  für  be- 
liebig im  Räume  liegende  Flächen. 

Wenn  in  einer  Fläche  F  zwei  Ourvensy.steme  a  und  o  zusammen- 
genommen einen  Theil  dieser  Fläche  vollstäudig  begrenzen,  so  bildet 
jedes  andere  Curvensystera,  das  mit  a  zusammen  einen  Theil  von  F 
vollständig  begrenzt,  auch  mit  b  die  ganze  Begrenzung  eines  Flachem 
theils,  der  aus  den  beiden  ersteren  Fläch  entheilen  längs  a  (durch 
Addition  oder  Subtract.ion,  jenachdew  sie  auf  entgegengesetzter  oder 
auf  gleicher  Seite  von  a  liegen)  zusammengesetzt  ist.  Beide  Curven- 
systeme  leisten  daher  für  völlige  Begrenzung  eines  Theils  von  F  das- 
selbe und  können  für  die  Erfüllung  dieser  Forderung  einander  ersetzen. 

Wenn  in  einer  Fläche  F  sich  n  geschlossene  (Jurvcit  ai;  aa, . . .,  a„ 
.sichert  lassen,  -/reiche  weder  für  sich  noch  mit  einander  einen   Theil  dlcurr 
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Fläche  F  rolltländiy  begrenzen,  mit  deren  Zuziehung  aber  jede  andere 
geschlossene  Gurve  die  vollständige  ßcyreazuntj  eines  Theils  der  Fläche  F 
buhlen  kann,  so  hei.sst  die  'Fläche  eine  (n  +  l)fach  euscinuncnhänycnde. 

Dieser  Charakter  der  Fläche  ist  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Cor ven Systems  a1,  a^,  . .  .,  aa,  da  je  n  andere  geschlossene  Curven 
b1}  b.2,  .  ■  .,  I>„,  welche  zu  völliger  Begrenzung  eines  Theils  dieser 
Fläche  nicht  ausreichen,  ebenfalls  mit  jeder  andern  geschlossenen  Curve 
zusammengenommen  einen  Theil  von  F  völlig  begrenzen. 

In  der  That,  da  b,  mit  Linien  a  zusammengenommen  einen  Theil 
von  F  vollständig  begrenzt,  so  kann  eine  dieser  Curven  a  durch  ?>, 
und  die  übrigen  Curven  a  ersetzt  werden.  Es  ist  daher  mit  bi  und 
diesen  n —  1  Curven  a  jede  andere  Curve,  und  folglich  auch  bt,  zu 
völliger  Begrenzung  eines  Theils  von  F  ausreichend,  und  es  kann  eine 
dieser  n  —  1  Curven  a  durch  b: ,  &a  und  die  übrigen  w  —  2  Curven  a 
ersetzt  werden.  Dieses  Verfahren  kann  offenbar,  wenn,  wie  voraus- 
gesetzt, die  Curven  b  zu  vollständiger  Begrenzung  eines  Theils  von  F 
nicht  ausreichen,  so  lange  fortgesetzt  werden,  bis  sämmtliche  a  durch 
die  b  ersetzt  worden  sind. 

Eine  (n -\- 1)  fach  zusconmenhängende  Fläche  F  kann  durch  einen 
Querschnitt  ■ —  d.  h.  eine  von  einem  Beyrenzangs/yunkle  durch  das  Innere 
bis  zu  einem  Begrensungspunkle  geführte-  Schnittlinie  —  in  eine  nfach 
zusammenhängende  F'  verwandelt  iverden.  Fs  gelten  dabei  die  durch  die 
ZerscJi-ni'idvny  entstehenden  'ß/grenzunysfheile  schon  irähren.d  der  weiteren 
Zerschneklung  als  Begrenzung,  so  dass  ein  Querschnitt  keinen  Funkt 
mehrfach  dwch.schnei.d.e-n,,  aber  in  einem  seiner  früheren  Funkte  enden  kann. 

Da  die  Linien  a1}  «a,  . . .,  a„  zu  völliger  Begrenzung  eines  Theils 
von  F  nicht  ausreichen,  so  muss,  wenn  man  sich  F  durch  diese 
Linien  zerschnitten  denkt,  sowohl  das  auf  der  rechten,  als  das  auf  der 
linken  Seite  von  a„,  anliegende  Flächen  st  tick  .noch  andere  von  den 
Linien  a  verschiedene  und  also  zur  Begrenzung  von  F  gehörige  Be- 
grenzungstheile  enthalten.  Man  kann  daher  von  einem  Punkte  von  a„ 
sowohl  in  dem  einen,  als  in  dem  andern  dieser  l'lüehenstüeke  eine  die 
Curven  a  nicht  schneidende  Linie  bis  zur  Begrenzung  von  F  ziehen. 
Diese  beiden  Linien  q'  und  q"  zusammengenommen  bilden  alsdann 
einen  Querschnitt  q  der  Fläche  F,  welcher  das  Verlangte  leistet. 

In  der  That  sind  in  der  durch  diesen  Querschnitt  aus  F  ent- 
stehenden Fläche  F'  die  Linien  ax,  ai}  . . .,  <%_i  im- Innern  von  F 
verlaufende  geschlossene  Curven,  welche  zur  Begrenzung  eines  Theils 
von  F,  also  auch  von  F'  nicht  hinreichen.  Jede  andere  im  Innern 
von  F'  verlaufende  geschlossene  Curve  I,  aber  bildet  mit  ihnen  die  ganze 
Begrenzung  eines  Theils  von  F'.     Denn  die  Linie  l  bildet  mit   einem 
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Coniplex  aus  den  Linien  al}  a%,  . . .,  a„  die  ganze  Begrenzung  eines 
Theils  /'  von  F.  Es  Hisst  sieh  aber  zeigen,  dass  in  der  Begrenzung 
desselben  a„  nieht  vorkommen  kann;  denn  dann  würde,  je  nach  dem 
/'  auf  der  linken  oder  rechten  Seite  von  aa  läge,  q'  oder  q"  aus  dem 
Innern  von  f  nach  einem  Begrenzungspimkte  von  F,  also  nach  einem 
ausserhalb  /'  gelegenen  Punkte,  führen  und  also  die  Begrenzung  von  f 
schneiden  müssen  gegen  die  Voraussetzung,  dass  l  sowohl  als  die 
Linien  a,  den  Durch  schnittspunkt  von  an  und  q  ausgenommen,  stets 
im  Innern  von  i"   bleiben. 

Die  Fläche  F',  in  welche  F  durch  den  Querschnitt  q  zerfällt,  ist 
demnach,  wie  verlangt,  eine  «fach  zusammenhangende. 

Es  soll  jetzt  bewiesen  werden,  dass  die  Fläche  F  durch  jeden 
Querschnitt  -p,  welcher  sie  nicht  in  getrennte  Stücke  zer füllet,  in  eine 
rafach  zusammenhängende  F'  verwandelt  wird.  Wenn  die  zu  beiden 
Seiten  des  Querschnitts  p  angrenzenden  Flächentheile  zusammenhängen, 
so  lässt  sich  eine  Linie  b  von  der  einen  Seite  desselben  durch  das 
Innere  von  F'  auf  die  andere  Seite  zum  Anfangspunkte  zurück  ziehen. 
Diese  Linie  b  bildet  eine  im  Innern  von  F  in  sich  zurücklaufende 
Linie,  welche,  da  der  Querschnitt  von  ihr  aus  nach  beiden  Seiten  zu 
einem  Begrenzuugspunkte  führt,  von  keinem  der  beiden  Flächen  stücke, 
in  welche  sie  F  zerschneidet,  die  ganze  Begrenzung  bildet.  Man  kann 
daher  eine  der  Curven  a  durch  die  Curve  b  und  jede  der  uhrigen 
n  ■ —  1  Curven  a  durch  eine  im  Innern  von  F'  verlaufende  Curve  und 
wenn  nothig  die  Curve  b  ersetzen,  worauf  der  Beweis,  dass  F'  »fach 
zusammenhängend  ist,  durch  dieselben  Schlüsse,  wie  vorhin,  geführt 
worden  ka.nn. 

Eine  (n  -\-  1)  fach  z><*ü'mwmhän<jcn<.k:  Flüche  tvird  daher  durch 
jeden  sie  nicht  in  ,S/iid:e  •ti^chitcirfciuicu  {hwfaclniitt  in  eine  nfach  su- 
xommmhihviuide  vcruyirukit. 

Die  durch  einen  Querschnitt  entstandene  Flüche  kann  durch  einen 
neuen  Querschnitt  weiter  zerlegt  werden,  und  bei  n  maliger  Wieder- 
holung dieser  Operation  wird  eine  («~f-l)faeh  zusammenhängende 
Fläche  durch  n  nach  einander  gemachte  sie  nicht  zerstückelnde  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt. 

Um  diese  Betrachtungen  auf  eine  Fläche  ohne  Begrenzung,  eine 
geschlossene  Fläche,  anwendbar  zu  machen,  muss  diese  durch  Aus- 
scheidung eines  beliebigen  Punktes  in  eine  begrenzte  verwandelt  wer- 
den, so  dass  die  erste  Zerlegung  durch  diesen  Funkt  und  einen  in  ihm 
anfangenden  und  endenden  Querschnitt,  also  durch  eine  geschlossene 
Curve,  geschieht.     Die  Oberfläche  eines  Ringes  z.  B.,  welche  eine  drei- 
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fach  zusammenhängende  ist,  wird  durch  eine  geschlossene  Curve  und 
einen  Querschnitt  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt. 

Auf    das     im    Eingange     betrachtete    Integral    des    vollständigen 
Differentials  Xdx  -j-  Ydy  wird  nun  die  oben  behandelte  Zerschneidung 
der  mehrfach    zusammenhängenden    l('lä.chen   in    einfach   zusammenhan- 
gende,   wie   folgt,    angewandt.     Ist    die   die   (x,  y)-Ebene    bedeckende 
Fläche  T,  in  welcher  X,   Y  allenthalben  stetige  der  Gleichung 
3X  __  3Y  =  0 
dy        das 
genügende  Functionen  des  Orts  sind,  «fach  zusammenhängend,  so  wird 
sie    durch  n    Querschnitte   in    eine    einfach    zusammenhängende  1"    zer- 
schnitten.    Die    Integration    von   Xdx  -\-  Ydy    von    einem    festen    An- 
fangspunkte  aus   durch   Curven   im  Innern  von  T'    liefert  dann   einen 
nur    von    der    Lage    des    Endpunkts    abhängigen    Werth,    welcher    als 
Function  von  dessen  Co  Ordinate  u  betrachtet  werden  kann.     Substituirt 
man  für  die  Co  ordinalen  die  Crossen  x,  y,  so  erhält  man  eine  Function 
^{Xdx  +  Ydy) 

von  x,  y,  welche  für  jeden  Punkt  von  1"  völlig  bestimmt  ist  und  sich 
innerhalb  T'  allenthalben  stetig,  beim  Uebersehreiten  eines  Querschnitts 
aber  allgemein  zu  reden  um  eine  endliche  von  einem  Knotenpunkte 
des  Schnittnetzes  zum  andern  eonstante  Crosse  ändert.  Die  Aenderun- 
gen  beim  Uebevsehreitcn  der  Querschnitte  sind  von  einer  der  Zahl 
der  Querschnitte  gleichen  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Grössen 
abhängig;  denn  wenn  man  das  Schnitt-System  rückwärts,  —  die  späteren 
TheÜe  zuerst  — ,  durchläuft,  so  ist  diese  Aenderung  überall  bestimmt, 
wenn  ihr  Werth  beim  Beginn  jedes  Querschnitts  gegeben  wird; 
letztere  .Werthe  aber  sind  von  einander  unabhängig. 

Um  das,  was  oben  (S:.  85,  86)  unter  eitler  >>  fach  zusammenhängenden 
Fläche  verstanden  wird,  anschaulicher  an  machen,  folgen  in  den  nach- 
stehenden Zeic-Iinungfm  Beispiele  von  einfach,  zweifach  und  dreifach 
umhängenden  Flächen. 

nfach  zusammenhängende  Fläche. 

Sie  wird  durch  jeden  Quer- 
schnitt in  getrennte  Stücke  zer- 
fällt, und  es  bildet  in  ihr  jede 
ichlossene  Curve  die  ganze 
Begrenzung  eines  Theils  der 
Fläche. 
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Sie  wird  durch  jeden  sie 
nicht  zerstückelnden  Querschnitt 
2  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende zerschnitten.  Mit  Zu- 
ziehung der  Curve  a  kann  in  ihr 
jede  geschlossene  Curve  die 
ganze  Begrenzung  eines  Theils 
der  Fläche  bilden. 

Dreifach  &uaam 
In  dieser  Fläche  kann  jede 
geschlossene  Curve  mit  Zu- 
ziehung der  Curven  aY  und  «2 
die  ganze  Begrenzung  eines 
Theils  der  Fläche  bilden.  Sie 
zerfällt  durch  jeden  sie  nicht 
zerstückelnden  Querschnitt  in 
eine  zweifach  zusammenhän- 
gende und  durch  zwei  solche 
Querschnitte,  qt  und  q3,  in  eine 
einfach  zusammenhängende. 

In  dem  Theile  afiyd  der 
Ebene  ist  die  Fläche  doppelt. 
Der  «j  enthaltende  Arm  der 
Fläche  ist  als  unter  dem  an- 
dern fortgehend  betrachtet  und 
daher  durch  punktirte  Linien 
angedeutet. 


3.     Bestimmung  einer  Function  einer  veränderlichen  complexen 
Grosse  durch  Grenz-  iind  TJnstetigkeitsbedingungen. 

Wenn  in  einer  Ebene,  in  welcher  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punkts  x,  y  sind,  der  Werth  einer  Function  von  x  -f-  yi  in  einer 
endlichen  Linie  gegeben  ist,  so  kann  diese  von  dort  aus  nur  auf  eine 
Weise  stetig  fortgesetzt  werden  und  ist  also  dadurch  völlig  bestimmt 
(Siehe  oben  S.  82).  Sie  kann  aber  auch  in  dieser  Linie  nicht  willkür- 
lieh angenommen  werden,  wenn  säe  von  ihr  aus  einer  stetigen  Fort- 
setzung in  die  anstoßenden  Flächen  theile  nuc.li  beiden  Seiten  hin  fähig 
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sein  soll,  da  sie  durch  ihren  Verlauf  in  einem  noch  so  kleinen  end- 
lichen Theile  dieser  Linie  schon  für  den  übrigen  Theil  bestimmt  ist. 
Bei  dieser  B e stimm ungs weise  einer  Function  sind  also  die  zu  ihrer 
Bestimmung  dienenden   Bedingungen  nicht  von  einander  unabhängig. 

Als  Grundlage  für  die  Untersuchung  einer  Transeendenten  ist  es 
vor  allen  Hingen  nöthig,  ein  System  zu  ihrer  Bestimmung  hinreichen- 
der von  einander  unabhängiger  Bedingungen  aufzustellen.  Hierzu  kann 
in  vielen  Fällen,  namentlich  bei  den  Integralen  algebraischer  Functionen 
und  ihren  inversen  Functionen,  ein  Princip  dienen,  welches  Dirichlet 
zur  Lösimg  dieser  Aufgabe  für  eine  der  Laplace'schen  partiellen 
Differentialgleichung  genügende  Function  von  drei  Veränderlichen,  — 
wohl  durch  einen  ähnlichen  Gedanken  von  Gauss  veranlasst  —  in 
seinen  Vorlesungen  Über  die  dem  umgekehrten  Quadrat  der  Entfernung 
proportional  wirkenden  Kräfte  seit  einer  Reihe  von  Jahren  zu  geben 
pflegt.  Für  diese  Anwendung  auf  die  Theorie  von  Transeendenten  ist 
jedoeh  gerade  ein  Fall  besonders  wichtig,  auf  welchen  dies  Princip  in 
seiner  dortigen  einfachsten  Form  nicht  anwendbar  ist,  und  welcher 
dort  als  von  ganz  untergeordneter  Bedeutung  unberücksichtigt  bleiben 
kann.  Dieser  Fall  ist  der,  wenn  die  Function  an  gewissen  Stellen  des 
Gebiets,  wo  sie  zu  bestimmen  ist,  vorgeschriebene  Ünstetigkeiten  an- 
nehmen soll;  was  so  zu  verstehen  ist,  dass  sie  au  jeder  solchen  Stelle 
der  Bedingung  unterworfen  ist,  unstetig  zu  werden,  wie  eine  dort  ge- 
gebene unstetige  Function,  oder  sich  nur  um  eine  dort  stetige  Function 
von  ihr  zu  unterscheiden.  Ich  werde  hier  das  Princip  in  der  für  die 
beabsichtigte  Anwendung  erforderlichen  Form  darstellen  und  erlaube 
mir  dabei  in  Betreff  einiger  Nebenuutersuehungen  auf  die  in  meiner 
Doctordissertutio.n.  ^Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen 
einer  veränderliehen  complcxen  Grösse.  Göttingen  1851)  gegebene  Dar- 
stellung desselben  zu  verweisen. 

Man  nehme  an,  dass  eine  die  (.«,  y)- Ebene-  einfach  oder  mehrfach 
bedeckende  beliebig  begrenzte  Flüche  T  und  in  derselben  zwei  für 
jeden  ihrer  Punkte  eindeutig  bestimmte  reelle  Functionen  von  x,  y. 
die  Functionen  a  und  ß  gegeben  seien,  und  bezeichne  das  durch  die 
Fläche  T  ausgedehnte  Integral 

/((fi-K)'+<w+59VT 

durch  £1  («),  wobei  die  Functionen  a  und  ß  beliebige  Ünstetigkeiten 
besitzen  können,  wenn  nur  das  Integral  dadurch  nicht  unendlich  wird. 
Es  bleibt  dann  auch  &  («  -—  A)  endlieh,  wenn  A  allenthalben  stetig  ist 
und  endliche  DilVerentiühjuotienten  hat.     Wird  diese  stetige  Function  l 
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der  Bedingung  unterworfen,  um-  in  einem  unendlich  kleinen  Theile  der 
Flüche  T  von  einer  unstetigen  Function  y  verschieden  zu  sein,  so  wird 
ß  (a  —  A)  unendlich  gross,  wenn  y  längs  einer  Linie  unstetig  ist  oder 
in  einem  Punkte   so  unstetig  ist,  dass 


j\m'+(mdi 


unendlich  wird  (Meine  Inaug.  Diss.  Art.  17);  es  bleibt  aber  ß  (a  —  A) 
endlich,  wenn  y  nur  in  einzelnen  Punkten  und  nur  so  unstetig  ist,  dass 


jm+m)iT 


durch  die  Fläche  T  erstreckt  endlich  bleibt,  wie  z,  B.  wenn  y  in  der 
Fmgebnng  eines  Punktes  im  Abstünde  r  von  demselben  =  ( — log*-)1 
und  0  <  s  <  £  ist.  Zur  Abkürzung  mögen  hier  die  Functionen,  in 
welche  A  unbeschadet  der  Endlichkeit  von  £1  (a  —  A)  übergehen  kann, 
unstetig  von  der  ersten  Art,  die  Functionen,  für  welche  dies  nicht 
möglich  ist,  unstetig  von  der  zweiten  Art  genannt  werden.  Denkt  man 
sich  nun  in  ß  («  —  ji)  für  ji  alle  stetigen  oder  von  der  ersten  Art 
unstetigen  Functionen  gesetzt,  welche  an  der  Grenze  verschwinden,  so 
erhält  dies  Integral  immer  einen  endlichen,  aber  seiner  Natur  nach  nie 
einen  negativen  Werth,  und  es  niuss  daher  wenigstens  einmal,  für 
k  —  n  =  u,  ein  Minimuiuwerlh  eintreten,  so  dass  .'i  für  jede  Function 
«  —  fi,  die  unendlich  wenig  von  ■«.  verschieden  ist,  grösser  als  ß  (V) 
wird. 

Bezeichnet  daher  ö  eine  beliebige  stetige  oder  von  erster  Art  un- 
stetige Function  des  Orts  in  der  Fläche  T,  die  an  der  Grenze  allent- 
halben gleich  0  ist,  und  7t  eine  von  X,  y  unabhängige  Grosso,  so  muss 
ü(m-J-7(g)  sowohl  für  ein  positives,  als  für  ein  negatives  hinreichend 
kleines  h  grösser  als  ß  (in  werden,  und  daher  in  der  Entwicklung 
dieses  Ausdrucks  nach  Potenzen  von  h  der  Coefficient  von  h  ver- 
schwinden.    Ist  dieser  0,  so  ist 


ö<«  +  *-)-Ä<«>+?j(Q+Qj 


d  7 


und  folglich  ß  immer  ein  Minimum.  Das  Minimum  tritt  nur  für  eine 
einzige  Function  u  ein;  denn  fände  auch  ein  Minimum  für  w  -f-  ff 
statt,  so  könnte  ß  (u  -j-  ff)  nicht  >  ß  (w)  sein,  weil  sonst 

ß  («  +  Äff)<  ß  («  +  ff) 

für  h  <  1  würde;  also  könnte  ß  (u  +  ff)  nicht  kleiner  als  die  an- 
liegenden Werthe  sein.-  Ist  aber  ß(tt  +  ff)  =  ß(w),  so  muss  6  constant, 
also  da   es   in  der  Begrenzung  0  ist,   überall  0  sein.     Es   wird  daher 
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nur  für  eine  einzige  Function  u  das  Integral  ß  ein  Minimum  und  die 
Variation,  erster  Ordnung  oder  das  /<  proportionale-  Glied  in  £l(ti-\-h<s), 

»/»((£- JÖ  fe +  (Ji+K)H)-a 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  das  Integral 

/((K+B)  *■  +  $-£)*) 

durch  die  ganze  Begrenzung  eines  Theils  der  Fläche  T  erstreckt  stets 
==  0  ist.  Zerlegt  mau  nun  (nach  der  vorhergehenden.  Abhandlung)  die 
Fläche  T,  wenn  sie  eine  mehrfach  zusaminenh linkende  ist,  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  7",  so  liefert  die  Integration  durch  das  Innere 
von  T  von  einem  festen  Anfangs] rankte  bis  zum  Funkte  (x,  y)  eine 
Function  von  x,  y, 

'-/((K+fi)*-+(K-H)  *)  +  «*. 

welche  in  f  überall  stetig  oder  unstetig  von  der  ersten  Art  ist  und 
sich  beim  Ueb  er  sehreiten  der  Querschnitte  um  endliche  von  einem 
Knotenpunkte  des  Schnittnetzes  zum  andern  constante  Grössen  ändert, 
Es  genügt  dann  v  =  ß  —  v  den  Gleichungen 


und  folglich  ist  u  +  vi  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

8(w  +  »Q        ,-8(w  +  ?0  _  n 
9y  »        9«        -  U 

oder  eine  Function  von  x  -\-  yi. 

Man  erhält  auf  diesem  Wege  den  in  der  erwähnten  Abhandlung 
Art.   18   ausgesprochenen  Satz: 

Ist  in  einer  msamnim'hämjmuhn  durch  Querschnitte  in  eine  einfach 
zusammenhängende,  I"  zerlegten  Flüche  T  eine  complexe  Function  a~\-ßi 
von  x,  y  gegeben,  für  weiche 

durch  die  ganze  Fläche  mw/edtihrä  einen  endlichen  Wedh  hat,  SO  kann 
sie  immer  und  mir  auf  Eine  Art  in  eine  Function  von  x  -\-  yi  ver- 
wandelt -werden  durch  Sulitraction  einer  Function  (t~\-vi  von  x,y,  welche 
folgenden  Bedingungen  genügt: 

1)  '(*  ist  am  Bande  =  0  oder  doch  nur  in  einzelnen  Funkten  davon 
verschieden,  v  in  Finem  FunJUe  l 
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2)  Die  Aenderungen  von  ft  sind  in  T,  von  v  in  T'  nur  in  einzelnen 

Pmihlcn  und  nur  t 


/((£)'+(£)■)"■ 


durch  die  ganze  Fläche  erstreckt,  endlich  lii-cibm,  und  letztere  längs  der 
Querschnitte  beiderseits  gleich. 

Wenn  diu  Function  a-\-fii,  wo  ihre  Difiereuthilquotieirtcn  unend- 
lich werden,  unstetig  wird,  wie  eine  gegebene  dort  unstetige  Function 
von  x-\-yi,  und  keine  durch  eine  Abänderung  ihres  Werthes  in  einem 
einzelnen  Punkte  hebbare  Uu  Stetigkeit  besitzt,  so  bleibt  &(a)  endlich, 
und  es  wird  ^  ~\-  vi  in  T'  allenthalben  stetig.  Denn  da  eine  Function 
von  x-\-yi  gewisse  IJustetigkeiten,  wie  z.B.  ünstetigkeiten  erster  Art, 
gar  nicht  annehmen  kann  (Meine  Diss.  Art.  l!?),  so  mnss  die  .Differenz 
zweier  solcher  Functionen  stetig  sein,  sobald  sie  nicht  von  der  zweiten 
Art  unstetig  ist. 

Nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  lii.sst  sich  daher  eine  Function 
von  x  +  yi  so  bestimmen,  dass  sie  im  Innern  von  T,  von  der  Un- 
stetigkeit  des  imaginären  Theils  in  den  Querschnitten  abgesehen,  ge- 
gebene Un Stetigkeiten  annimmt,  und  ihr  reeller  Theil  an  der  Grenze 
einen  dort  allenthalben  beliebig  gegebenen  Werth  erhält;  wenn  nur 
für  jeden  Punkt,  wo  ihre  Din'erenUabjuotionten  unendlich  werden  sollen, 
die  vorgeschriebene  Unsieiigkeit  die  einer  gegebenen  dort  unstetigen 
Function  von  x-\-yi  ist.  Die  Bedingung  an  der  Grenze  kann  man, 
wie  leicht  zu  sehen,  ohne  eine  wesentliche  Aenderung  der  gemachten 
Schlüsse  durch  manche  andere  ersetzen. 

4.     Theorie   der  Abel'schen  Functionen. 

In  der  folgenden  Abhandlung  habe  ich  die  Abel'schen  Functionen 
nach  einer  Methode  behandelt,  deren  Principien  in  meiner  Inaugural- 
dissertation*) aufgestellt  und  in  einer  etwas  veränderten  Form  in  den 
drei  vorhergehenden  Aufsätzen  dargestellt  worden  sind.  Zur  Erleich- 
terung der  Uebersieht  schicke  ich  eine  kurze  Inhaltsangabe  vorauf. 

Die  erste  Abtheilung  enthält  die  Theorie  eines  Systems  von  gleich- 
verzweigten  algebraischen  Functionen  und  ihren  Integralen,  soweit  für 
dieselbe  nicht   die  Betrachtung  von  fl'- Reihen  niiissgebend  ist,  und  han- 

*)  Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  veränder- 
lichen complexen  Grösse.     Göttinnen   1851. 


/Google 


94  VI.     Theorie  der  Abel'aehen  Functionen. 

delt  im  §.  1 — 5  von  der  .Bestimmung  dieser  Functionen  durch  ihre 
Verzweigungsart  und  ihre  II n Stetigkeiten,  im  g.  6 — 10  von  den  ratio- 
nalen Ausdrücken  derselben  in  zwei  durch  eine  al  geh  mische  Gleichung 
verknüpfte  veränderliche  Grössen,  und  im  §.  11  —  13  von  der  Trans- 
formation dieser  Ausdrücke  durch  rationale  Substitutionen.  Der  bei 
dieser  Untersuchung  sich  darbietende  Begriff  einer  Klasse  von  algebrai- 
sche u  Gleichungen,  welche  sich  durch  rationale  Substitutionen  in  einan- 
der transformiren  lassen,  dürfte  auch  für  andere  Untersuchungen  wichtig 
und  die  Transformation  einer  solchen  Gleichung  in  Gleichungen  niedrig- 
sten Grades  ihrer  Klasse  (§.  13)  auch  bei  anderen  Gelegenheiten  von 
Nutzen  sein.  Diese  Abtheilung  behandelt  endlieh  im  §.  14 — 16  zur 
Vorbereitung  der  folgenden  die  Anwendung  des  Aböl 'sehen  Additions- 
theorems für  ein  beliebiges  System  allenthalben  endlicher  Integrale  von 
gl  eich  verzweigten  algebraischen  Functionen  /.in*  Integration  eines  Systems 
von  Differentialgleichungen. 

In  der  zweiten  Abtheilung  werden  für  ein  beliebiges  System  von 
immer  endlichen  integralen  gleich  verzweigter,  algebraischer,  2p-j-lfa.cn 
zusammenhangender  Functionen  die  J  acobi'schen  I  inikehr  ungsfunetionen 
von  p  veränderlichen  Grössen  durcli  /(fach  unendliche  -fr-Reihen  aus- 
gedrückt, d.  h.  durch  Reihen  von  der  Form 

,  (i'j  «,„,„'  m/im  '  +  2 Zv«mu 
KV,,«,,...,  »,)-'    X""W 


■csr 


worin  die  Summationen  im  Exponenten  sich  auf  p  und  ft',  die  äusseren 
Summationen  auf  mlt  m2,  . ..,  mp  beziehen.  Es  ergiebt  sich,  dass  zur 
allgemeinen  Lösung  dieser  Aufgabe  eine  —  wenn  p  >  3  specielle  — 
Gattung  von  fr-Reihen  ausreicht,  in  denen  zwischen  den  — — — 
Grössen  a  ■  ~!  g  ~— •  Relationen  stattfinden,  so  dass  nur  3jo  —  3 
willkürlich  bleiben.  Dieser  Theil  der  Abhandlung  bildet  zugleich  eine 
Theorie  dieser  speciellen  Gattung  von  fr-Functionen;  die  allgemeinen 
fr-Functionen  bleiben  hier  ausgeschlossen,  lassen  sich  jedoch  nach  einer 
ganz  ähnlichen  Methode   behandeln. 

Das  hier  erledigte  Jacobi'sche  Umkehrungsproblem  ist  für  die 
hyperelliptischen  Integrale  schon  auf  mehreren  Wegen  durch  die  be- 
harrlichen mit  so  schönem  Erfolge  gekrönten  Arbeiten  von  Wei erstras s 
gelöst  worden,  von  denen  eine  Uebersicht  im  47.  Bande  des  Journ. 
für  Mathm.  (S.  289)  mitgetheilt  worden  ist.  Es  ist  jedoch  bis  jetzt 
nur  von  dem  Theile  dieser  Arbeiten,  welcher  in  den  §§.  1  und  2  und 
der  ersten  die  elliptischen  Functionen  betreffenden  Hälfte  des  §.  3  der 
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angeführten  Abhandlung  skizzirt  wird,  die  wirkliche  Ausführung  ver- 
öffentlicht (Bd.  52,  8.  285  d.  Journ.  f.  Math.);  in  wie  weit  zwischen 
den  späteren  Theilen  dieser  Arbeiten  und  meinen  hier  dargestellten 
eine  Uebereinstimmung  nicht  bloss  in  Resultaten,  sondern  auch  in  den 
zu  ihnen  führenden  Methoden  stattfindet,  wird  grossentheils  erst  die 
versprochene  ausführliche  Darstellung  derselben  ergeben  können. 

Die  gegenwärtige  Abhandlung  bildet  mit  Ausnahme  der  beiden 
letzten  §§.  26  und  27,  deren  Gegenstand  damals  nur  kurz  angedeutet 
werden  konnte,  einen  Auszug  aus  einem  Tlieile  meiner  von  Michaelis 
1855  bis  Michaelis  1856  zu  Göttfngen  gehaltenen  Vorlesungen.  Was 
die  Auffindung  der  einzelnen  Resultate  betrifft,  so  wurde  ich  auf  das 
im  §.1  —  5,  9  und  12  Mitgetheilte  und  die  dazu  nöthigen  vorbereiten- 
den Sätze,  welche  später  Behufs  der  Vorlesungen  so,  wie  es  in  dieser 
Abhandlung  geschehen  ist,  weiter  ausgeführt  wurden,  im  Herbste  1851 
und  zu  Anfang  1?.Ö2  durch  Untersuchungen  über  die  confonne  Ab- 
bildung mehrfach  zusammenhängen  der  Fläch™  geführt,  ward  aber  dann 
durch  einen  andern  Gegenstand  von  dieser  Untersuchung  abgezogen. 
Erst  um  Ostern  1855  wurde  sie  wieder  aufgenommen  und  in  den 
Oster-  und  Michaelisferie.il  jenes  Jahres  bis  zu  §.  21  inel.  fortgeführt; 
das  Üebrige  wurde  bis  Michaelis  1856  bin /.u gefügt.  Einzelne  ergän- 
zende Zusätze  sind  an  manchen  Stellen  während  der  Ausarbeitung 
hinzugekommen . 

Erste  AMheilung. 

1. 

Ist  S  die  Wurzel  einer  irredue  Übeln  (Gleichung  nten  Grades,  deren 
l.'oeffieieiiten  ganze  Functionen  w-ten  Grades  von  g  sind,  so  entsprechen 
jedem  Werthe  von  n  n  Werthe  von  s,  die  sich  mit  z  überall,  wo  sie 
nicht  unendlich  werden,  stetig  ändern.  Stellt  man  daher  (nach  S.  83) 
die  Verzweigungsart.  dieser  Function  durch  eine  in  der  s-Ebene  aus- 
gebreitete unbegrenzte  Fläche  T  dar,  so  ist  diese  in  jedem  Theile  der 
Ebene  «fach,  und  s  ist  dann  eine  einwerthige  Function  des  Orts  in 
dieser  Flüche.  Eine  unbegrenzte  Flüche  kaiin  entweder  als  eine  Flüche 
mit  unendlich  weit  entfernter  .Begrenzung  oder  als  eine  geschlossene 
angesehen  werden,  und  Letzteres  soll  bei  der  Flache  T  geschehen,  so 
dass  dem  Werthe  z  =  co  in  jedem  der  n  Blätter  der  Flache  Ein 
Punkt  entspricht,  wenn  nicht  etwa  für  g  =  co  eine  Verzweigung  statt- 
findet. 

Jede  rationale  Function  von  s  und  g  ist  offenbar  ebenfalls  eine 
einwerthige  Function  des  Orts  in  der  Fläche  T  und   besitzt  also  die- 
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selbe  Verzweignngsart  wie  die  Function  s,  und  es  wird  sich  unten 
ergeben,  dass  auch  das  Umgekehrte  gilt. 

Durch  Integration  einer  solchen  Function  erhält  man  eine  Function, 
deren  verschiedene  Fortsetzungen  für  denselben  Theil  der  Fläche  T 
sieh  nur  um  Constanten  unterscheiden,  da  ihre  Derivirte  für  denselben 
Punkt  dieser  Fläche  immer  denselben  Werth  wieder  annimmt. 

Ein  solches  System  von  g'l  eich  verzweigten  algebraischen  Functionen 
und  Integralen  dieser  Functionen  bildet,  zunii.cbst  den  Gegenständ  un- 
serer Betrachtung:  statt  aber  von  diesen  Ausdrücken  dieser  Functionen 
auszugehen,  werden  wir  sie  mit  Anwendung  des  Dirichlet'schen 
Princips  (S.  92.)  durch    ihre   Ün Stetigkeiten   deliniren. 

2. 

Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  heisse  eine  Function  für  einen 
Punkt  der  Fläche  T  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  wenn  ihr 
Logarithmus  bei  einem  positiven  Umlaufe  um  ein  diesen  Punkt  um- 
gehendes Fläehenstück,  in  welchem  sie  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden bleibt,  um  2%i  wächst.  Es  ist  demnach  für  einen  Punkt, 
um  den  die  Fläche  T  sich  jt  mal  windet,  wenn  dort  z-  einen  endlichen 


unendlich 


Werth  ffl  hat,  (z —  et)'*,  also  (de)1*,  wenn  aberg  =  oo,  j  —  j 

klein  von  der  ernten  Ordnung.  Der  Fall,  wo  eine  Function  in  einem 
Punkte  der  Fläche  T  unendlich  klein  oder  unendlich  gross  von  der 
ften  Ordnung  wird,  kann  so  betrachtet  werden,  als  wenn  die  Function 
in  v  dort  zusammenfallenden  (oder  unendlich  nahen)  Punkten  unend- 
lich klein  oder  unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  wird,  wie  in 
der  Folge  bisweilen  geschehen  soll. 

Die  Art  und  Weise,  wie  jene  hier  zu  betrachtenden  Functionen 
unstetig  werden,  kann  dann  so  ausgedrückt  werden.  Wird  eine  von 
ihnen  in  einem  Punkte  der  Fläche  T  unendlich,  so  kann  sie,  wenn  r 
eine  beliebige  Function  bezeichnet,  die  in  diesem  Punkte  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  stets  durch  Hn  l)tr  actio  u  eines  end- 
lichen Ausdrucks  von  der  Form 

Aiogr+Br"1  -f  G'r~2  +  ••■ 
in    eine    dort   stetige    verwandelt  werden,   wie    sich  aus  den  bekannten 

—  nach  Cauchy   oder  durch  die  Fouricr'sche  Reihe  zu  beweisenden 

—  Sätzen  über  die  Entwicklung  einer  Function  in  Polenzreihen  erg'iebt. 
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Man  denke  sieh  jetzt  eine  in  der  «-Ebene  allenthalben  «fach  aus- 
gebreitete unbegrenzte  und  nach  dem  Obigen  als  geschlossen  zu  be- 
trachtende zusammenhängende  Fläche  T  gegeben  und  diese  in  eine 
einfach  zusammenhängende  T'  zerschnitten.  Da  die  Begrenzung  einer 
einfach  zusammenklingenden  Fläche  aus  Einem  Stücke  besteht,  eine 
geschlossene  Fläche  aber  durch  eine  ungerade  Anzahl  von  Schnitten 
eine  gerade  Zahl  von  Begrenzuiigsstüeken,  durch  eine  gerade  eine  un- 
gerade erhält,  so  ist  zu  dieser  Z  ersehne]  düng  eine  gerade  Anzahl  von 
Schnitten  erforderlich.  Die  Anzahl  dieser  Querschnitte  sei  =  2p.  Die 
Zersehneidung  werde  zur  Vereinfachung  des  Folgenden  so  ausgeführt-, 
dass  jeder  spatere  Schnitt  von  einem  Punkte  eines  früheren  bis  zu 
dem  anstossenden  Punkte  auf  der  andern  Seite  desselben  geht:  wenn 
sich  dann  eine  Grosse  längs  der  ganzen  liegren/.ung  von  T'  stetig 
ändert  und  im  ganzen  Seliriitt.sv  steine  /.u  beiden  Seiten  gleiche  Aende- 
rungen  erleidet,  so  ist  die  Differenz  der  beiden  Werthe,  die  sie  in 
demselben  Punkte  des  Sehnittnetzes  annimmt,  in  allen  Theilen  Eines 
Querschnitts  derselben  Constanten  gleich. 

Man  setze  nun  s  =  x-\-yi  und  nehme  in  T  eine  Function  a-\-ßi 
von  x,  y  folgend  er  massen  an: 

In  der  Umgebung  der  Punkte  £,,  e2,  ...  bestimme  man  sie  gleich 
gegebenen  in  diesen  Punkten  unendlich  werdenden  Functionen  von 
x-\-yi,  und  zwar  um  £,.,  indem  man  eine  beliebige  Function  von  s, 
die  in  ev  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  durch  rT  be- 
zeichnet, gleich  einem  endlichen  Ausdrucke  von  der  Form 

Arlogrr  +  B.r;'1  +  Cvr-*  +  -  =  9>»  0»), 
worin  Ay,  By,  Cy, ...  willkürliche  Constanten  sind.  Man  ziehe  ferner 
nach  einem  beliebigen  Punkte  von  allen  Punkten  s,  für  welche  die 
Grösse  A  von  Null  verschieden  ist,  einander  nicht  sehneidende  Linien 
durch  das  Innere  von  .'/",  von  e„  die  Linie  lv.  Man  nehme  endlieh 
die  Function  in  der  ganzen  noch  übrigen  Fläche  T  so  an,  dass  sie 
ausser  den  Linien  l  und  den  Querschnitten  überall  stetig,  auf  der  posi- 
tiven (Unken)  Seite  der  Linie  lv  um  —  2%iAv  und  auf  der  positiven 
Seite  des  i-ten  Querschnitts  um  die  gegebene  Constante  ¥">  grösser  ist, 
als  auf  der  andern,  und  dass  das  Integra,! 

durch  die  Fläche  T  ausgedehnt   einen   endlichen  Werth   erhält.     Dies 
ist  wie  leicht  zu  sehen  immer  möglieh,  wenn  die  Stimme  sämmtlicher 
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Grössen  A  gleich  Null  ist,  aber  auch  nur  unter  dieser  Bedingung,  weil 
nur  dann  die  Function  nach  einem 'Umlaufe  um  das  System  der  Linien 
l  den  vorigen  Werth  wieder  annehmen  kann. 

Die  Constanten  ha\  hm, ...,  ¥*&,  um  welche  eine  solche  Function  auf 
der  positiven  Seite  der  Querschnitte  grösser  ist,  als  auf  der  andern, 
sollen  die  l'eftotfiei/f'Umixht'n  dieser    Function    genannt  werden. 

Naeh  dem  Dirichlet'schen  Princip  kann  nun  die  Function  a.  -j-  ßi 
in  eine  Function  ra  von  x-\-yi  verwandelt  werden  durch  Subtraction 
einer  ähnlichen  in  T'  allenthalben  stetigen  Function  von  x,  y  mit  rein 
imaginären  Periüdieitätsmoduln,  und  diese  ist  bis  auf  eine  additive 
Constante  völlig  bestimmt.  Die  Function  ra  stimmt  dann  mit  a-\-ßi 
in  den  TJn Stetigkeiten  im  Innern  von  T'  und  in  den  reellen  Theilen 
der  Periodicitiitsinodiiln  iiberein.  Für  m  können  daher  die  Functionen 
oi„  und  die  reellen  Theile  ihrer  Periodiciti'ttsinoduln  willkürlich  gegeben 
werden.  Durch  diese  Bedingungen  ist  sie  bis  auf  eine  additive  Con- 
stante völlig  bestimmt,  folglich  auch  der  ima.ginäre  Theil  ihrer  Perio- 
dicitätsmoduln. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  diese  Function  ra  sämmtliche  im  §.  t 
bezeichneten  Functionen  als  specielle  Falle  unter  sich  enthält. 

4. 

Allenthalben  endliche   'Functionen  m.    (Intei/rale  erster  Gattung.) 

Wir    wollen   jetzt  die  einfachsten  von    ihnen   betrachten  und  zwar 

zuerst  diejenigen,  die  immer  endlich   bleiben  und  also  im  Innern  von 

T'  allenthalben   stetig    sind.     Sind  wL,  w%,  ...,  wp   solche   Functionen, 

so  ist  auch 

w  =  «i  W1  +  as  %  +  ■••  +  ecp  Wp  -\-  const., 
worin  «u  ßä,  .,.,  a.p  beliebige  (konstanten  sind,  eine  solche  Function. 
Es  seien  die  l'eriodicitätsmoduln  der  Functionen  wv  w2,  . ..,  wp  für  den 
vten  Querschnitt  h'i\  /4",  ■  - -,  &p.  Der  Periodicitätsmodul  von  iv  für 
diesen  Querschnitt  ist  dann  aL  A] .  +«j  Ss  -J — ■ -\- ap  hp  =  h^ ;  und 
setzt  man  die  Grössen  a  in  die  Form  y  ~J-  di,  so  sind  die  reellen 
Theile  der  2p  Grössen  &<", U®, ...,  ¥ip]  lineare  Functionen  der  Grössen 
y±,  ys,  ...,  yPi  o\,  St,  ...,  Sp.  Wenn  nun  zwischen  den  Grössen  tu,, 
w2,  .,.,  wp  keine  lineare  Gleichung  mit  coustiinten  Coefticienten  statt- 
findet, so  kann  die  Determinante  dieser  linearen  Ausdrücke  nicht  ver- 
sehwinden; denn  es  Hessen  sieh  sonst  die  Verhältnisse  der  Grössen  u 
so  bestimmen,  dass  die  Periodieitätsmoduln  des  reellen  Theils  von  w 
sämmtlieh  0  würden,  folglieh  der  reelle  Theil  von  iv  und  also  auch  w 
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selbst  nach  dem  Birichlet'schen  Princip  eine  Constante  sein  inüsste. 
Es  können  daher  dann  die  2p  Grössen  y  und  <J  so  bestimmt  werden, 
dass  die  reellen  Theile  der  Periodicitätsmoduln  gegebene  Werthe  er- 
halten; und  folglich  kann  w  jede  immer  endlich  bleibende  Function  w 
darstellen,  wenn  w„  wi}  ...,  wp  keiner  linearen  Gleichung  mit  con- 
stanton  Coefficienten  genügen.  Diese  Functionen  lassen  sich  aber 
immer  dieser  Bedingung  gemäss  wählen;  denn  so  lange  ft  <  p,  finden 
zwischen  den  Periodicitätsmoduln  des  reellen  Theils  von 

«!  w,  -f-  ßj  wa  -|-  ■  ■  ■  -f-  ct/t  Wp  +  eonst. 
lineare  Bedingungsgleichungen  statt;   es  ist  daher  wp  +  i  nicht  in  dieser 
Form  enthalten,  wenn  man,  was  nach   dem  Obigen   immer  möglich  ist. 
die  Periodicitätsmoduln  des  reellen  Theils  dieser  Function  so  bestimmt, 
dass  sie  diesen  Bedir.gimusgle.i.dmngeri  nicht  genügen. 

Functionen  <o,  die  für  einen  Funlct  der  Fläche  T  unendlich 
von  der  ersten  Ordnung  werden.  (Integrale  zweiter  Gattung.) 
Es  sei  w  nur  für  einen  Punkt  e  der  Fläche  'f  unendlich,  und  für 
diesen  seien  alle  Coefficienten  in  <p  ausser  B  gleich  0.  Eine  solche 
Function  ist  dann  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt  durch  die 
Grosse  TS  und  die  reellen  Theile  ihrer  Periodicitätsmoduln.  Bezeichnet 
t0{e)  irgend  eine  solche  Function,  so  können  in  dem  Ausdrucke 

t(s)  =  ßt°(s)  -|-  «!  w,  +  «2  w2  -\ (-  ap  wp  +  const. 

die  Constanten  ß,  tc„  Ka,  ...,  ap  immer  so  bestimmt  werden,  dass  für 
ihn  die  Grösse  B  und  die  reellen  Theile  der  Periodicitätsmoduln  be- 
liebig gegebene  Werthe  erhalten.  Dieser  Ausdruck  stellt  also  jede 
solche  Function  dar. 

Functionen  a>,  welche  für  zwei  Punkte  der  Fläche  T  loya- 
rithmiach  unendlich   iverden.     (Integrale  driller  lAolldng.) 

Betrachten  wir  drittens  den  Fall,  wo  die  Function  to  nur  loga- 
rithmisch unendlich  wird,  so  muss  dies,  da  die  Summe  der  Grössen  A 
gleich  0  sein  muss,  wenigstens  für  zwei  Punkte  der  Fläche  T,  sl  und  s-it 
geschehen  und  A%  =  —  A1  sein.  Ist  von  den  Functionen,  bei  denen 
dies  statt  hat  und  die  beiden  letztern  Grössen  =  1  sind,  irgend  eine 
™a{£n  h)>  so  sind  nacn  ähnlichen  Hchlüsaen,  wie  oben,  alle  übrigen 
in  der  Form 

w(e„  <,)  -  »•(«„  «,)  +  «,  «,  +  a,  w,  H f-  «,  w,  +  const. 

enthalten. 
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Für  die  folgenden  Bemerkungen  nehmen  wir  zur  Vereinfachung 
an,  dass  die  Punkte  e  keine  Verzwei^imgsjj  unkte  sind  und  nicht  im 
Unendlichen  liegen.  Man  kann  dann  rv  =  g  ■ —  gv  setzen,  indem  man 
durch  sv  den  Werth  von  g  in  £ v  bezeichnet.  Wenn  man  dann  "ST  (s1}  s2) 
so  nach  g1  differentiirt  7  dass  die  reellen  T heile  der  Periodicitätsmoduln 
(oder  auch  p  von  den  Periodicitätsmoduln)  und  der  Werth  von  -"S"  (sv  %) 
für  einen  beliebigen  Punkt  der  Flache  T  coiisUmt  bleiben,  so  erhält 
man  eine  Function  t(el),  die  in  tt  unstetig  wie  — —  wird.    Umgekehrt 

ist,  wenn  i(e^)  eine  solche  Function  ist,  /  tfa)  dz,,  durch  eine  be- 
liebige in  T  von  s2  nach  as  führende  Linie  genommen,  gleich  einer 
Function  "&(&,  £s).  Auf  ähnliche  Art  erhält  man  durch  n  succeasive 
Differentiationen  eines  solchen  t(e,)  nach  zl  Functionen  ro,  welche  im 
Punkte  e,  wie  n!  (ß  —  s1)_a_1  unstetig  werden  und  übrigens  endlich 
bleiben. 

Für  die  ausgeschlossenen  Lagen  der  Punkte  e  bedürfen  diese  Sätze 
einer  leichten  'ilodiüciition. 

Offenbar  kann  nun  ein  mit  constanten  Coeffieienten  aus  Functionen 
w,  aus  Functionen  TS  und  ihren  Derivirten  nach  den  Unstetigke.i1.M- 
werthen  gebildeter  linearer  Ausdruck  so  bestimmt  werden,  dass  er  im 
Innern  von  T  beliebig  gegebene  Un Stetigkeiten  von  der  Form,  wie  a, 
erhält,  und  die  reellen  Theile  seiner  Periodicitätsmoduln  beliebig  ge- 
gebene Werthe  annehmen.  Durch  einen  solchen  Ausdruck  kann  also 
jede  gegebene  Function  to  dargestellt  werden. 

5. 
Der  allgemeine  Ausdruck  einer  Function  to,  die  für  m  Punkte  der 
Fläche  T,  slt  i2,  ...,  sm  unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  wird, 
ist  nach  dem  Obigen 

S«»M  +  A*H \-ßmtm+«iWi  +  ***il-\ h^^  +  öonst., 

worin  i„  eine  beliebige  Function  t(ev)  und  die  Grössen  a  und  ß  Con- 
stanten sind.  Wenn  von  den  m  Punkten  s  eine  Anzahl  p  in  denselben 
Punkt  ij  der  Fläche  T  zusammenfallen,  so  sind  die  p  diesen  Punkten 
zugehörigen  Functionen  t  zu  ersetzen  durch  eine  Function  t  (i;)  und 
deren  p  —  1  erste  Derivirte  nach  ihrem  Unstetigkeitswerthe  (§.  2). 

Die  2p  Peviodiciüttsnioduln  dieser  Function  s  sind  lineare  homogene 
Functionen  der  p-\-m  Grössen  a  und  ß.  Wenn  m^p-\-lt  lassen 
sich  also  2p  von  den  Grössen  a  und  ß  als  lineare  homogene  Functionen 
der  übrigen  so   bestimmen,  dass   die  Periodicitätsmoduln  sämmtlich  0 
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werden.  Die  Function  enthält,  dann  noch  m  —  p-\-l  willkürliche  Con- 
ätanten,  von  denen  sie  eine  üneure  homogne  Function  ist,  und  kann 
als  ein  linearer  Ausdruck  von  in — p  Functionen  betrachtet  werden, 
deren  jede  nur  für  p  -\~  1  Werthe  unendlich  von  der  ersten  Ordnung 
wird. 

Wenn  m=p-\-l  ist,  so  sind  die  Verhältnisse  der  2p  +  1  Grössen 
«  und  ß  bei  jeder  Lage  der  p  -\- 1  Punkte  e  völlig  bestimmt.  Es 
können  jedoch  für  besondere  Lagen  dieser  Funkte  einige  der  Grössen 
ß  gleich  0  werden.  Die  Anzahl  dieser  (.'Wissen  sei  =  m  —  ft,  so  dass 
die  Function  nur  für  fi  Punkte  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird. 
Diese  fi  Punkte  müssen  dann  eine  solche  Lage  haben,  dass  von  den 
2p  Be  din  gnn  g  s  gleit.' Im  n  gen  /wischen  den  p  ■  \  ■  ;i  übrigen  Grossen  ß  und  a 
j»--f- 1  —  fe  eine  identische  Folge  der  übrigen  sind,  und  es  können 
daher  nur  2ft — p—  1  von  ihnen  beliebig  gewählt  werden.  Ausserdem 
enthält  die  Function  noch  2  willkürliche  (.'on stauten. 

Es  sei  nun  s  so  zu  bestimmen,  dass  ;t  möglichst  klein  wird.  Wenn  »' 
ftmal  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  so  ist  dies  auch  mit 
jeder  rationalen  Function  ersten  Grades  von  s  der  Fall;  man  kann 
daher  für  die  Lösung  dieser  Aufgabe  einen  der  p  Punkte  beliebig 
wählen.  Die  Lage  der  übrigen  muss  dann  so  bestimmt  werden,  dass 
p  -f- 1  —  ft  von  den  Bedingntigsgleiehungen  zwischen  den  Grössen  a 
und  ß  eine  identische  Folge  der  übrigen  sind;  es  muss  also,  wenn 
die  Verzweigungs werthe  der  Fläche  T  nicht  besondern  Bedingungs- 
gleichungen genügen,  #  +  1 —  f1*^/1 —  1  °^er  f*  ?*  i  1*  ~f"  1  sein. 

Die  Anzahl  der  in  einer  Function  s,  die  nur  für  m  Punkte  der 
Fläche  X  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird  und  übrigens  stetig 
bleibt,  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  ist  in  allen  Fällen 
-  2«. -ii+l. 

Eine  solche  Function  ist  die  Wurzel  einer  Gleichung  nitn  Grades, 
deren  Coefficimlen  tj<m-,c  l'viidinmn  m":,i  Grades  von  s  sind. 

Sind  s1}  sä,  ...,  sa  die  «  Werthe  der  Function  s  für  dasselbe  s, 
und  bezeichnet  e  eine  beliebige  Grösse,  so  ist  (6  —  Sj)  (e  —  sa)...(e  —  s„) 
eine  einwerthige  Function  von  s,  die  nur  für  einen  Punkt  der  #-Ebene, 
der  mit  einem  Punkte  e  zusammenfällt,  unendlich  wird  und  unendlich 
von  einer  so  hohen  Ordnung,  als  Punkte  e  auf  ihn  fallen.  In  der 
That  wird  für  jeden  auf  ihn  fallenden  Punkt  i,  der  kein  Ver zweigung s- 
punkt  ist,  nur  ein  Factor  dieses  Products  von  einer  um  1  höheren 
Ordnung  unendlich,  für  einen  Punkt  s,  um  den  die  Fläche  T  sich 
ftmal  windet,  aber  ft  Factoreu  von  einer  um  —  höheren  Ordnung. 
I5e/eiclinet  man  nun  die  Werthe  von  s  in  den  Punkten  e,  wo  z  nicht 
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unendlich  ist,  durch  £,,  £2,  ...,  £*  und  (s—  &)  («■ — ^)...(s — £,.)  durch 
a0,  so  ist  «„(ff— -  sj,. .  (ff —  S„)  eine  einwerthige  Function  von  8,  die 
für  alle  endlichen  Werthe  von  s  endlich  ist  und  für  e  —  oo  unendlich 
von  der  m'"'  Ordnung  wird,  also  eine  ganze  Function  m":"  Grades  von  s. 
Sie  ist  zugleich  eine  ganze  Function  n"1"  Grades  von  ff,  die  für  e  — s 
verschwindet.  Bezeichnet  man  sie  durch  F  und,  wie  wir  in  der  Folge 
thun  wollen,  eine  ganze  JAmdion  F  n""  Grades  von  ff  und  m'*"  Grades 

von  s  durch  F(6,  s),  so  ist  s  die  Wurzel  der  Gleichung  F(s,  s)  =  0. 

Die  Function  F  ist  eine  Potenz  einer  un  zerfäll  baren  —  d.  h.  nicht 
als  ein  Product  aus  ganzen  Functionen  von  <r  und  z  darstellbaren  — 
Function.  Denn  joder  ganze  rationale  Factor  von  F  (G,  £)  bildet,  da 
er  für  einige  der  Wurzeln  slt  s2>  ...,  s„  verschwinden  muss,  für  ff  =  s 
eine  Function  von  s,  die  in  einem  Theile  der  Fläche  T  verschwindet 
und  folglich,  da  diese  Fläche  zusammenhängend  ist,  in  der  ganzen 
Fläche  0  sein  muss.  Zwei  unzerfälibare  Factoren  von  F  (ff,  s)  könnten 
aber  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  VV'erthen  paaren  zugleich  ver- 
schwinden, wenn  die  eine  nicht  durch  Multiplikation  mit  einer  Con- 
stanten aus  der  andern  erhalten  werden  könnte.  Folglich  muss  F  eine 
Potenz  einer  im/erfüll  baren  Function  sein. 

Wenn  der  Exponent  v  dieser  Potenz  >  1  ist,  so  wird  die  Ver- 
zweigungsart der  Function  s  nicht  dargestellt  durch  die  Fläche  T. 
sondern  durch  eine  in  der  s-Ebene  allenthalben  -lach  ausgebreitete 
Fläche  t,  in  welcher  die  Fläche  T  allenthalben  H'ach  ausgebreitet  ist. 
Es  kann  dann  zwar  s  als  eine  wie  T  verzweigte  Function  betrachtet 
werden,  nicht  aber  umgekehrt  T  als  verzweigt,  wie  s. 

Eine  solche  nur  in  einzelnen  Punkten  von  T  unstetige  Function, 
wie  s,  ist  auch  -j-.  Denn  diese  Function  nimmt  zu  beiden  Seiten  der 
Querschnitte  und  der  Linien  l  denselben  Werth  an,  da  die  Differenz 
der  beiden  Werthe  von  m  in  diesen  Linien  längs  denselben  constant 
ist;  sie  kann  nur  unendlich  werden,  wo  l.i  unendlich  wird,  und  in  den 
Verzweigungspiuikten  der  Fläche  und  ist  sonst  allenthalben  stetig,  da 
die  Derivirte  einer  einiindrig  und  endlich  bleibenden  Function  ebenfalls 
einändrig  und  endlich  bleibt. 

Es  sind  daher  sammtliche  Functionen  a  algebraische  wie  T  ver- 
zweigte Functionen  von  s  oder  Integrale  solcher  Functionen.  Dieses 
System  von  Functionen  ist  bestimmt,  wenn  die  Fläche  T  gegeben  ist 
und  hängt  nur  von  der  Lage  ihrer  Verzweigungspunkte  ab; 
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6. 


Es  sei  jetzt  die  irreduetible  Gleichung  F(s,2)~0  gegeben  und 
die  Art  der  Verzweigung  der  Function  s  oder  der  sie  darstellenden 
Flüche  T  zu  bestimmen.  Wenn  für  einen  Wei-th  ß  von  g  fi  Zweige 
der  Function  zusammenhängen,  so  dass  ei tj er  dieser  Zweige  sieh  erst 
nach  ft  Urnläufen  des  S  um  ß  wieder  in  sich  selbst  fortsetzt,  so  können 
diese  p  Zweige  der  Function  (wie  nach  Cauchy  oder  durch  die 
Fourier'sche  Reihe  leicht  bewiesen  werden  kann)  dargestellt  werden 
durch  eine  Reihe  nach  steigenden  rationalen  Potenzen  von  2  —  ß  mit 
Exponenten  vom  kleinsten  gemeinschaftlichen  Nenner  p,  und  um- 
gekehrt. 

Ein  Punkt  der  Fläche  T,  in  welchem  nur  zwei  Zweige  einer 
Function  zusammenhängen,  so  dass  sieh  um  diesen  Punkt  der  erste  in 
den   zweiten   und   dieser  in  jenen   fortsetzt,   heisse   ein   einfacher   Vcr- 


Ein  Punkt  der  Flüche,  um  welchen  sie  sich  ((t  -f-  l)mal  windet, 
kann  dann  angesehen  werden  als  jt  zusammen  gefallene  (oder  unendlich 
nahe)  einfache    Verzweigungspunkte. 

Um  dies  zu  zeigen,  seien  in  einem  diesen  Punkt  umgebenden 
Stücke  der  2-Ebene  s1;  S.,;  ...,  V+i  einändrige  Zweige  der  Function  s 
und  in  der  Begrenzung  desselben,  hei  positiver  Urnschreibung  auf 
einander  folgend,  atl  asi  ...,  a^  einfache  Verzweigungspunkte.  Durch 
einen  positiven  Umlauf  um  %  werde  sL  mit  %,  um  a^  Sx  mit  Sg,  ..., 
um  a^  s,  mit  S^-j-i  vertauscht.  Es  gehen  dann  nach  einem  positiven 
Umlaufe  um  ein  alle  diese  Punkte  (und  keinen  andern  Verzweigungs- 
punkt) enthaltendes  Gebiet 

s,,  s,,  ...,  8?,  »ft+i 
in  s3,  sa,  .  .  .,  sf!  + 1 ,  sl7  über, 
und  es  entsteht  daher,  wenn  sie  zusammenfallen,  ein.  itf'acher  Wiiuhrngs- 
punkt. 

Die  Eigenschaften  der  Functionen  ro  Illingen  wesentlich  davon  ab, 
wie  vielfach  zusammenhangend  die  Flüche  T  ist.  Um  dies  zu  ent- 
scheiden, wollen  wir  zunächst  die  Anzahl  der  einfachen.  Verzweigung^ 
punkte  der  Function  S  bestimmen. 

hl  einem  Ver/weigiuigsrninkte  nehmen  die  dort  zusammenh ungen- 
iert Zweige  der  Function  denselben  Werth  an,  und  es  werden  daher 
zwei  oder  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung 

F  (s)  =  a0  s"  +  «j  s*-1  -\ j-  «,,  =  0 

einander  gleich.     Dies  kann  nur  geschehen,  wenn 
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F'(s)  =  aü  ms"-1  +^  n — 1  sB~a  +  ■■■  +  a„-i 
oder  die  einwerthige  Function  von  S,  F' (s^  F' (s2)  ...  F' (s^)~,  ver- 
schwindet. Diese  Function  wird  für  endliche  Werthe  von  g  nur  un- 
endlich, wenn  s  =  oo,  also  a„  =  0  ist  und  niuss,  uns  endlich  zu  bleiben, 
mit  a0"~a  multiplicirt  werden.  Sie  wird  dann  eine  einwerthige,  für 
ein  endliches  s  endliche  Function  von  s,  welche  für  s  =  oo  unendlich 
von  der  2m  (» —  l)ten  Ordnung  wird ,  also  eine  ganze  Function 
2m(w  —  l)ten  Grades.  Die  Werthe  von  s,  für  welche  F'(s)  und  F{a) 
gleichzeitig  verschwinden,  sind  also  die  Wurzeln  der  Gleichung 
2w(» — l)ten  Grades 
Q(ß)  =  ao«-inF'(si)  =  0  oder  auch,  da  F' fa)  ^ <%  II  fa— sr),  (i^»')i 

welche  durch  Elimination  von  s  aus  !■"  (s)  =  0  und  F(s)  =  0  gebildet 
werden  kann. 

Wird  F(f,i)  —  0  für  s  — «,  <  —  (S,  so  ist 

*■(*') -^(>—  )  +  f(«-« 

+  i{^  (—)■  +  *  SB  («— )  ('-»  +7?  (*-»') 
+ , 

^«-l?+ff  (»-»)+S(—  »+••■ 

Ist   also    für  ('s  — ß.  z -■- ß)  4-   =  0   und  verschwinden    ■'.  -,  -..-■:     dann 
'■  '  ' y    es  es'    es* 

nicht,  so  wird  8  —  a  unendlich  klein,  wie  (s  —  ßpt  und  findet  also  ein 

einfacher    Vemveiguiigspunkt    statt.       Es    werden    zugleich    in    dem 

Producta  TIF"  (si)    zwei    Factoren    unendlich   klein   wie  (#  —  $)*,  und 

Q{b)  erhält  dadurch  den  Factor  (e  —  ß).  In  dem  Falle,  dass  -k- 
und  -~-Y  nie  verschwinden,  wenn  gleichzeitig  F  =  0  und  -s —  =  0 
werden,  entspricht  demnach  jedem  linearen  Factor  von  Q(s')  ein  ein- 
facher Ver?.weigmigspimkt,  und  die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  also 
=  2m(n— 1). 

Die  Lage  der  Verzweigungspunkte  hangt  von  den  Coeffi ei enten 
der  Potenzen  von  s  in  den  Functionen  a  ab  und  ändert  sich  stetig  mit 
denselben. 

Wenn  diese  Coefficienten  solche  Werthe  annehmen,  dass  zwei 
demselben    Zweigepaar     augehorige    einfache    Verzweigungspunkte    zu- 
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sammeiifallen,  so  heben  diese  sich  auf,  und  es  werden  zwei  Wurzeln 
von  F(s)  einander  gleich,  ohne  dass  eine  Verzweigung  stattfindet. 
Setzt  eich,  um  jeden  von  ihnen  sL  in  s3  und  sä  in  st  fort,  so  geht  durch 
einen  Umlauf  um  ein  beide  enthaltendes  Stück  der  #-Ebene  st  in  s, 
und  sa  in  sa  über,  und  beide  Zweige  werden  einändrig,  wenn  sie  zu- 
sammenfallen. Es  bleibt  dann  also  auch  ihre  Derivirte  -^  einändrig 
und  endlich,   und  folglich  wird  ■'„_-   =  —   -=-  -~-  =  0. 

Wird  F  =>  j^  =>  1^  =  0  für  s  =  a,  s  =  ß,  so  ergeben  sich  aus 
den  drei  folgenden  Gliedern  der  Entwicklung  von  F(s,s)  zwei  Wer the 

für  ^^  =  ~,  (s  =  «,  2  =  (3).     Sind  diese  Wer  the  ungleich  und  end- 
z  —  ß  dz'  K  '  rl 

lieh,  so  können  die  beiden  Zweite  der  Function  s,  denen  sie  angehören, 

dort  nicht  zusammenhängen  und  sich  nicht  verzweigen.    Es  wird  dann 

-,—   für  beide  unendlich  klein  wie  s~  ß,  und  Q{s)  erhält  dadurch  den 

Factor  (z  —  fif;  es   fallen  also  nur  zwei  einfache  Verzweigungs  punkte 

zusammen. 

Um  in  jedem  Falle,  wenn  für  s  =  ß  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung 
F(s)  =  0  gleich  cc  werden,  zu  entscheiden,  wie  viele  einfache  Ver- 
zweigungspunkte für  (s  =  cc,  z  —  ß)  zusammenfallen,  und  wie  viele  von 
diesen  sieh  aufheben,  muss  mm  diese  Wurzeln  (nach  dem  Verfahren 
von  Lagrange)  soweit  nach  steigenden  Potenzen  von  g  —  [5  entwickeln, 
bis  diese  Entwicklungen  siliiiniUieh  von  einander  verschieden  werden; 
wodurch  sich  die  wirklich  noch  stattfindenden  Verzweigungen  ergeben. 
Und  man  muss  dann  untersuchen,  von  welcher  Ordnung  F'  (s)  für 
jede  dieser  Wurzeln  unendlich  klein  wird,  um  die  Anzahl  der  ihnen 
zugehörigen  linearen  Factoren  von  Q(b)  oder  der  für  (s  =  ß,  8  =  ß) 
zusammengefallenen  einfachen  Verzwei  gungs  punkte  zu  bestimmen. 

Bezeichnet  die  Zahl  p,  wie  oft  sich  die  Fläche  T  um  den  Punkt 
(s,  z)  windet,  so  wird  im  Punkte  (g)  F' (s)  so  oft  unendlich  klein  von 
der  ersten  Ordnung,  als  dort  einfache  Verzweigungspunkte  zusammen- 
fallen, de       8  so  oft,  als  deren  wirklich  stattfinden,  folglich  F'  (s')ds  ? 
so  oft,  &ls  von  ihnen  sich  aufheben. 

Ist  die  Anzahl  der  wirklich  stattfindenden  einfachen  Verzweigungen 
w,  die  Anzahl  der  sich  aufhebenden  2r,  so  ist 
w  +  2r  =  2(m— 1)*». 
Nimmt  man  an,  dass  die  Vemveigungspunkte  nur  paarweise  und  sich 
aufhebend  zusammenfallen,  so  ist  für  r  Werthenpaare  (s  =  %j  2  =  0^) 
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F  =  —  =  —  =  0     nd  $^-  ^-  ~ 


nicht  Null  und  für  w  Werthenpaare  von  s  und  s  F  ==  0,  ä~  =  0?  sT 
nicht  Null  und  ~-  nicht  Null. 

Wir  beschränken  uns  meistens  auf  die  Behandlung  dieses  Falles, 
da  sich  die  Resultate  auf  die  übrigen  als  ü  reu  zf  alle  desselben  leieht 
ausdehnen  lassen,  und  wir  können  dies  hier  um  so  mehr  thun,  da 
wir  die  Theorie  dieser  Functionen  auf  eine  von  der  Ausdrucksform 
i Lii iibh i i ii gi ge,  keinen  Ausnahmefällen  unterworfene  Grundlage  gestützt 
haben. 

7. 

Es  findet  nun  bei  einer  einfach  zusamnienhünge.uJen,  über  einen 
endlichen  Theil  der  «-Flbeue  ausgebreiteten  Flüche  /.wischen  der  An- 
zahl ihrer  einfachen  Verzweiguugspunkte  und  der  Anzahl  der  Um- 
drehimgen,  welche  die  Richtung  ihrer  Begreuzungslinio  macht,  die 
Relation  statt,  dass  die  letztere  um  eine  Einheit  grösser  ist,  als  die 
erstere;  und  aus  dieser  ergiebt  sich  für  eine  mehrfach  zusammen- 
hängende Fläehe  eine  Relation  zwischen  diesen  Anzahlen  und  der  An- 
zahl der  Querschnitte,  welche  sie  in  eine  einfach  /.u  sa  in  tuen  hängen  de 
verwandeln.  Wir  können  diese  Relation,  welche  im  Grunde  von  Mass- 
verhäitnisson  tiiui.bhii.i.igig  ist  und  der  anali/^ifs  sihis  angehört,  hier  für 
die  Flüche  T  so  ableiten. 

Nach  dem  Dirichlet'schen  Princip  ltisst  sich  in  der  einfach  zu- 
summen  hängen  den  Fläche  T  die  Function  log  %  voa  ä  so  bestimmen, 
dass  £  für  einen  beliebigen  Punkt  im  Innern  derselben  unendlich  klein 
von  der  ersten  Ordnung  wird,  und  log  %  längs  einer  beliebigen  sich 
nicht  schneidenden,  von  dort  nach  der  Begrenzung  führenden  Linie 
auf  der  positiven  Seite  um  —  2%i  grösser,  als  auf  der  negativen, 
übrigens  aber  allenthalben  stetig  und  längs  der  Begrenzung  von  T 
rein  imaginär  ist.  Es  nimmt  dann  die  Function  t,  jeden  YVerth,  dessen 
Modul  <  1,  einmal  an;  die  Gesammtheit  ihrer  Werthe  wird  folglieh 
durch  eine  über  einen  Kreis  in  der  J- Ebene  einfach  ausgebreitete 
Fläche  vertreten.  Jedem  Punkte  von  T'  entspricht  ein  Punkt  des 
Kreises,  und  umgekehrt.  Es  wird  daher  für  einen  beliebigen  Punkt 
der  Fläehe,  wo  z  =  d,  £=£',  die  Function  £  —  £'  unendlich  klein  von 
der  ersten  Ordnung,  und  folglich  bleibt  dort,  wenn  die  Fläche  T'  sich 
(j*-|-l)mal  um  ihn  windet,  bei  endlichem  z' 

0*  +  1)        '""l,    =  — — , 
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Ui_i~  }&-5T+1         iMdm-er 

endlich.  Das  Integral  /  tflog  -j|,  um  den  ganzen  Kreis  positiv  herum- 
genommen, ist  gleich  der  Summe  der  Integrale  um  die  Punkte,  wo 
jt  unendlich  oder  Null  wird,  und  also  =  2iri(w —  2»),  Bezeichnet  s 
ein  Stück  der  Begrenzung  von  T  von  einem  und  demselben  bestimmten 
Punkte  bis  zu  einem  veränderlichen  Punkte  der  Begrenzung,  und  0  das 
entsprechende  Stuck  auf  dem  Kreisumfange ,  so  ist 

,       dz  ,        dz     ,    -.        äs  .        d% 

log  jj  _  log  ,j  +  log  jj  -  log  ft, 

und,  durch  die  ganze  Begrenzung  ausgedehnt, 

j'älog^  -  (2j,  -  1)  8«,    y.nogg-0,  -Jd\og§--2*i, 

also 

J«log|l-(2j,-2)2». 

Es  ergiebt  sich  demnach  w  —  2»  =  2  (p  —  1)-     Da  nun 
w  _  2  ((»  -  1)  m  -  r), 

so  ist 

ja  =  («  — 1)  (m  —  1)  —  r. 


Der   allgemeine  Ausdruck    der  wie   T  verzweigten  Functionen   s 

von  z,  die  für  in  beliebig  gegebene  Punkte  von  T  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung  werden  und  Übrigens  stetig  bleiben.  eut.hiUt  nach  dem 
Obigen  m  —  _p  -|-  1  willkürliche  (.konstanten  und  ist  eine  lineare 
Function  derselben  (§.  5).  Lassen  sich  also,  wie  jetzt  gezeigt  werden 
soll,  rationale  Ausdrücke  von  .-■  und  s  bilden,  die  für  m  beliebig  ge- 
gebene, der  Gleichung  .F=0  genügende  WerLhenpaare  von  s  nnd  s 
unendlich  von  der  ersten  Ordnung  werden  and  lineare  Functionen  von 
m  — p  -j-  1  willkürlichen  Constanten  sind,  so  kann  durch  diese  Aus- 
drücke jede  Function  s'  dargestellt  werden. 

Damit  der  Quotient  zweier  ganzen  Functionen  %  (s,  z)  und  ip  (s,  g) 
für  s  =  oo  und  s  =  oo  beliebige  endliche  Werthe  annehmen  kann, 
müssen  beide  von  gleichem  Grade  sein:   der   Ausdruck,  durch   welchen 
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V     ft 

s'  dargestellt  werden  soll,  sei  daher  von  der  Form  — -^~i>   UJ1&   über- 

dies  sei  v  >  n  —  1,  ft  >  m  —  1.  Wenn  zwei  Zweige  der  Function  s 
ohne  zusammen  zu  hüngen  einander  gleich  werden,  also  für  zwei  ver- 
schiedene Punkte  der  Fläche  T  z  ="y  und  s  =  ä  wird,  so  wird  s'  all- 
gemein zu  reden  in  diesen  beiden  Punkten  verschiedene  Werthe  an- 
nehmen; soll  also  i>  —  s'%  allenthalben  =0  sein,  so  muss  für  zwei 
verschiedene  Werthe  von  s  ip  (y,  S)  ■ — s  %{y,  <J)  =  0  sein,  folglich 
%{Yi  <?)  =  0  und  ip(y,  d)  =  0.  Es  müssen  also  die  Functionen  %  und 
ii>  für  die  r  Werfchenpaare  s  =  yv,  g  =  d?  (S.  105)  verschwinden  *). 

Die  Function  %  verschwindet  für  einen  Werth  von  s,  für  welchen 
die  einwerthige  und  für  ein  endliches  z  endliche  Function  von  z 

x<A  -  «.•ifeli«  •  ■  ■  iW  -  ° 

ist;  diese  Function  wird  für  ein  unendliches  0  unendlich  von  der  Ord- 
nung mv  -j-  n'ji  und  ist  also  eine  ganze  Function  (mv  -j-  «ft)ten  Grades. 
Da  für  die  \V  er  tfien  paare   (y,  d')  zwei  Factoren  des   Products   H%{si} 

unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  werden,  also  K(z)  unendlich 
klein  von  der  zweiten  Ordnung,  so  wird  %  ausserdem  noch  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  für 


i  =  mv  +  n[L  ■ 

-ir 

W  er  tili:  11p  aare   vo 

•a.  s  und 

0  oder  Punkte 

von  T. 

Ist  v  >  n  — 

1,  (*> 

m  —  1,  so   bleibt  der  Werth 

der  Function 

Z 

iit]g'';itidcrt,  wenn 

.  man 

I)  +  ,('7,'"7 

">  nl «), 

worin  q  beliebig 

ist,  für 

%(s,  z)  setzt;  et 

i  können  also 

(.- 

-,  +  1)0.- 

m  -f  1) 

den.     Werden  nun  von  dei 


*)  Es  ist  Her,  wie  gesagt,  tu;:-  der  J.;nL  berücksichtigt ,  wo  die  Vcrzweigungs- 
punkte  der  Function  s  nur  paarweise  und  sich  aufhebend  KU-iunnienfallen.  Im 
Allgemeinen  müssen  in  einem  Pnnkte  von  T,  wo  nach  der  Auffassung  im  g.  6 
sich  aufhebende  Verzweignngspunkte  Kusami  neu  fallen,  %  und  tp,  wenn  2'  sich  um 

diesen  Punkt  q  mal  windet,  unendlich  klein  werden,  wie  F'tyäz1-'        ,   damit  die 
ersten    Glieder    in    der    Entwicklung    der    darzustellenden    Function    nach    ganzen 

Potenzen  von  (Az)t   beliebige  Werthe  annehmen  können. 
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0»  +  1)  (v  +  1)  -  O  -  »  +  1)  (f.  -  m  +  1) 

noch  übrigen  r  als  lineare  Functionen  der  übrigen  so  bestimmt,  dass 
%  für  die  r  Wurthenpuare  (y,  ä)  verschwindet,  so  enthält  die  Function 
X  noch 

«  -  (jl  +  1)  (»  +  1)  -  (y  -  »  +  1)  (f,  -  m  +  1)  -  r 
=  n(i  -J-  *»v  —  (m  —  1)  (»i  —  1)  —  r  -\-  1 
willkürliche  Constanten.     Es  ist  also 

i  _  e  =  (»  _  1)  (m  —  1)  —  r  —  1  =j>  —  1. 

Nimmt  man  (t  und  v  so  an,  dass  £  >  in  ist,  so  kann  man  %  so 
bestimmen,  dass  es  für  in  beliebig  gegebene  Wcrthenpaa.re  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  und  dann,  wenn  m  >  p,  ip  so  ein- 
richten, daas  ■-  für  alle  übrigen  Werthe  endlich  bleibt.  In  der  That 
ist  Tp  ebenfalls  eine  lineare  homogene  Function  von  e  willkürlichen 
Cons  tauten,  und  es  lassen  sich  also,  wenn  s  —  i  -f-  in  >  1  ist,  i  —  tri 
von  ihnen  als  lineare  Functionen  der  übrigen  ao  bestimmen,  dass  ip 
für  die  i  —  m  Werthenpaare  von  s  und  s,  für  welche  %  noch  unend- 
lich klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  ebenfalls  verschwindet.  Die 
Function  i/>  enthält  demnach  e  —  i  -{-  in  —  m'  —  p  +  1  willkürliche 
Constanten,  und  -  -  kann  also  jede  Function  s'  darstellen. 


Da  die  Functionen  -j-  algebraische  wie  s  verzweigte  Functionen 
von  8  sind  (§.  5),  so  lassen  sie  sich  zufolge  des  eben  bewiesenen 
Satzes  rational  in  s  und  s  ausdrücken,  und  sUmmtliche  Functionen  <a 
als  Integrale  rationaler  Functionen  von  s  und  s. 

Ist  w  eine  allenthalben  endliche  Function  a.  ao  wird  -?-  unend- 
lieh  von  der  ersten  Ordnung  für  jeden  einfachen  Verzweigungspunkt 
der  Fläche  T,  da  dw  und  (dep  dort  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung  sind,  bleibt  aber  sonst  allenthalben  stetig  und  wird  für 
g  =  co  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung.  Umgekehrt  bleibt 
das  Integral  einer  Function,  die  sich  so  verhält,  allenthalben  endlich. 

Um  diese  Function  -y-  als  Quotient  zweier  ganzen  Functionen  von 
8  und  B  auszudrücken,  muss  man  (nach  §.  8)  zum  Nenner  eine  Function 
nehmen,  die  verschwindet  in  den  Vei^we.igi.ug^piuikten  und  für  die 
r  Werthenpaare  (y,  <$).    Dieser  Bedingung  genügt  man  am  einfachsten 
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durch  eine  Function,  die  nur  für  diese  Werthe  0  wird.    Eine  solche  ist 
■jj—  =  a0ns"~'  -j-  atn  —  ls"  — a  +  ■  ■  ■  -j-  t**— i- 

Diese  wird  für  eiu  unendliches  s  unendlich  von  der  n  —  2ten  Ord- 
nung (da  a„  dann  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird)  und 
für  ein  unendliches  e  unendlich  von  der  mten  Ordnung.  Damit  — 
ausser  den  Verzweigungspunkten  endlich  und  für  ein  unendliches  g 
unendlich  klein   von   der  zweiten  Ordnung  ist,   muss   also   der  Zahler 

eine  ganze  Function  tp(  s,  e  )  sein,  die  für  die  r  Werthenpaare 
(y,  d)  (S.  105)  verschwindet.     Demnach  ist 

__    f  9{^,*mV)dL  _         f  y"7,    "7)  di 

W=J    "  '3F      ~       J  SF  -' 

da  'dz 

worin  <p  =  0  für  s  =  yQ,  S  =  S f,  p  =  1,  2,  . .  .,  r. 

Die  Function  <p  enthält  (w  —  1)  (tn  —  1)  conatante  Ooefficienten, 
und  wenn  r  von  ihnen  als  lineare  Functionen  der  übrigen  so  bestimmt 
werden,  dass  qi  =  0  für  die  r  Werthenpaare  s  =  y,  8  =  iJ,  so  bleiben 
noch  (m  —  1)  (m  —  1)  —  r  oder  jj  willkürlich,  und  es  erhält  <p  die  Form 

«i9i  +  «s9>s  H 4-%^ 

worin  gnl7  g>B,  . . .,  q>p  besondere  Functionen  <p,  von  denen  keine  eine 
lineare  Function  der  übrigen  ist,  und  al}  a2,  .  .  .,  ap  beliebige  Con- 
stanten sind.  Als  allgemeiner  Ausdruck  von  w  ergiebt  sieh,  wie  oben 
auf  anderem  Wege 

Kiwl  -f-  aaWfä  -+-  •  •  ■  +  ttpWp  +  const. 
Die  nicht  allenthalben  endlich  bleibenden  Functionen  w  und  also 
die  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  lassen  sich  nach,  denselben 
Principien  rational  in  s  und  s  ausdrücken,  wobei  wir  indess  hier  nicht 
verweilen,  da  die  allgemeinen  Kegeln  des  vorigen  Paragraphen  keiner 
weitern  Erläuterung  bedürfen  und  zur  Betrachtung  bestimmter  Formen 
dieser  Integrale  erst  die  Theorie  der  ^-Functionen  Anlass  giebt. 

10, 

Die  Function  (p  wird  ausser  für  die  r  Werthenpaare  {y,  ä)  noch 
für  m  (n  —  2)  +  »  {m  —  2)  —  2r  oder  2  (p  —  1)  der  Gleichung  _F  =  0 
genügende  Werthenpaare  von  s  und  &  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung.     Sind  nun 

9>(1)  =  «1(119'i  +  ß£(11<P*  H h  Wp 


und 


fm  =  aL®<pL  +  «a'sVa  H 1-  «p1219 
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zwei  beliebige  Functionen  tp,  so  kann  man  in  dem  Ausdrucke  ■— j-  den 
Neuner  so  bestimmen,  dass  er  für  p  —  1  beliebig  gegebene  der  Gleir 
ehung  jF  =  0  genügende  AYerthen  paare  von  s  und  s  gleich  Null  wird, 
und  dann  den  Zähler  so,  dass  er  für  p  —  2  von  den  übrigen  Werthen- 
paaren,  für  welche  ep{l)  noch  gleich  0  wird,  gleichfalls  verschwindet. 
Er  ist  dann  noch  eine  lineare  Function  von  zwei  willkürlichen  Con- 
stanten  und  folglich  ein  allgemeiner  Ausdruck  einer  Function,  die  nur 
für  p  Punkte  der  Fläche  T  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird. 
Eine  Function,  die  für  weniger  als  p  Punkte  unendlich  wird,  bildet 
einen  speciellen  Fall  dieser  Function ;  es  lassen  sich  daher  alle  Functionen, 
die  für  weniger  als  p  -j-  1  Punkte  der  Fläche  T  anendlich  von  der 
ersten  Ordnung  werden,  in  der  Form  — jr.  oder  in  der  Form  3— «j,  wenn 
Wlll  und  w'-'i]  zwei  allenthalben  endliche  Integrale  rationaler  Functionen 
von  s  und  z  sind,  darstellen. 


11. 
Eine    wie   T  verzweigte  Function   #,   von  e,   die    für   »x    Punkte 
dieser  Fläche  unendlich  von   der  ersten   Ordnung  wird,  ist  nach  dem 
Früheren  (S.   101)  die  Wurzel  einer  Gleichung  von  der  Form 

und  nimmt  daher  jeden  Werth  für  n,  Punkte  der  Fläche  T  an.  Wenn 
man  sich  also  jeden  Punkt  von  T  durch  einen  den  Werth  von  gt  iu 
diesem  Punkte  geometrisch  repräsentir enden  Punkt  einer  Ebene  ab- 
gebildet denkt,  so  bildet  die  Gesaimntlieit  dieser  Funkte  eine  in  der 
Sj-Ebene  allenthalben  )<u.iucli  ausgebreitete  und  die  Fläche  T  —  be- 
kanntlich in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  —  abbildende  Fläche  Tv 
Jedem  Punkt  in  der  einen  Fläche  entspricht  dann  ein  Punkt  in  der 
andern.  Die  Functionen  ra  oder  die  Integrale  wie  T  verzweigter 
Functionen  von  z  gehen  daher,  wenn  man  für  S  als  unabhängig  ver- 
änderliche Grösse  z1  einführt,  in  Functionen  über,  welche  in  der  Fläche 
TL  allenthalben  einen  bestimmten  Werlh  und  dieselben  I.'nstetigkeiteu 
haben,  wie  die  Functionen  a  in  den  entsprechenden  Funkten  von  T, 
und  welche  folglich  Integrale  wie  Tx  verzweigter  Functionen  von 
«L   sind. 

Bezeichnet  s1  irgend  eine  andere  wie  T  verzweigte  Function  von 
s,  die  für  mx  Punkte  von  'f  und  also  auch  von  l.\  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung  wird,  so  findet  (§.  5;  /wischen  sY  und  zx  eine  Gleichung 
von  der  Form 
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■SkC«i,  «■)  — 0 

statt,  worin  i^  eine  Potenz  einer  unz  erfüllbaren  ganzen  Function  von 
sx  und  gl  ist,  und  es  lassen  sich,  wenn  diese  Potenz  die  erste  ist,  alle 
wie  Tt  verzweigten  Functionen  von  glf  folglich  alle  rationalen  Functionen 
von  s  und  s  rational  in  sx  und  s,  ausdrücken  (§.  8). 

Die  Gleichung  l''(s,  g)  =  0  kann  also  durch  eine  rationale  Sub- 
stitution in  F1(sll  (8J  =  0  und  diese  in  jene  transformirt  werden. 

Die  Grössengebieto  (s,  g)  und  (s,,  s^  sind  gleichviel  fach  zu- 
sammenhängend, da  jedem  Punkte  des  einen  ein  Punkt  des  andern 
entspricht.  Bezeichnet  daher  i\  die  Anzahl  der  Fälle,  in  welchen 
sx  und  2j  für  zwei  verschiedene  Punkte  des  Grüssengebiets  (,?1,  «,)  beide 
denselben  Werth  annehmen  und  folglich  gleichzeitig  F,,  -tt-1  und  -*-*■ 
gleich  0  und 


,"-l<\  c'J-- 


nicht  Null  ist,  so  m 
(n,  -  1)  (m 


=  P  ■=(»-!)  (»-1)  - 


12. 

Man  betrachte  nun  als  zu  Einer  Klasse  gehörend  «/fc  irmhie/ih'lni 
algebraischen  Gleichungen  rwisdtm  sar.i  veränderlichen  Grossen,  'welche 
sich  durch  rationale  Suh.iütiitiatien  in  einander  tmnsformiren  lassen,  so 
dass  F(s,  i)  =  0  und  .F,  (su  #,)  =  0zu  derselben  Klasse  gehören,  wenn 
sich  für  s  und  z  solche  rationale  Functionen  von  s1  und  #,  setzen 
lassen,  dass  F(s,  g)  =  0  in  J'1(s1,21)  =  0  übergeht  und  zugleich  sx 
und  #£  rationale  Functionen  von  s  und  #  sind. 

Die  rationalen  Functionen  von  s  und  s  bilden,  als  Functionen  von 
irgend  einer  von  ihnen  %  betrachtet,  ein  System  gl  eich  verzweigt  er 
algebraischer  Functionen.  Auf  diese  'Weise  führt  jede  Gleichung 
offenbar  zu  einer  Klasse  von  Systemen  gleich  verzweigte  i:  algebraischer 
Functionen,  welche  sich  durch  Einführung  einer  Function  des  Systems 
als  unabhängig  veränderlicher  Grösse  in  einander  trän s form iren  lassen 
und  zwar  alle  Gleichungen  Einer  Klasse  zu  derselben  Klasse  von 
Systemen  algebraischer  Functionen,  und  umgekehrt  führt  (§.  11)  jede 
Klasse  von  solchen  Systemen   zu  Einer  Klasse   von  Gleichlingen. 

Ist  das  Grössengebiet   (s,  s)  2p  -f-  1  fach    zusammenhängend    und 
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die  Function  §  in  ft  Punkten  desselben  unendlich  von  der  ersten 
Ordnung,  so  ist  die  Anzahl  der  Verzweigungswerthe  der  gleichver- 
zweigten Functionen  von  £,  welche  durch  die  übrigen  rationalen 
Functionen  von  s  und  s  gebildet  werden,  2  (ft  -(-  j> — 1),  und  die  An- 
zahl der  willkürlichen  Constanten  in  der  Function  £  2  (i  —  p  +  1  (§.  5). 
Diese  lassen  sich  so  bestimmen,  dass  2ft  —  p  +  1  Verzweigungswerthe 
gegebene  Werthe  annehmen,  wenn  diese  Verzweigungswerthe  von 
einander  unabhängige  Functionen  von  ihnen  sind,  und  zwar  nur  auf 
eine  endliche  Anzahl  Arten,  da  die  Bedingungsgleiehungen  algebraisch 
sind.  In  jeder  Hasse  von  Systemen  gleichverzweigter  2p-|-liach 
zusammenhängender  Functionen  giebt  es  daher  eine  endliche  Anzahl 
von  Systemen  (i, werthiger  Functionen,  in.  welchen  2p — p  -}-  1  Ver- 
zweigungswerthe gegebene  VVevt.be  annehmen.  Wenn  andererseits  die 
2(/i-\-p —  1)  Verzweigvnig^nmkte  einer  die  £-Ebene  allenthalben 
H  fach  bedeckenden  2p  -f-  1  fach  zusammenhängenden  Fläche  beliebig 
gegeben  sind,  so  giebt  es  (§§.  3—5)  immer  ein  System  wie  diese 
Fläche  verzweigter  algebraischer  Functionen  von  £.  Die  5p  —  3 
übrigen  Verzweigung  werthe  In  jenen  Systemen  gl  eich  verzweigter 
(i  werthiger  Functionen  können  daher  beliebige  Werthe  annehmen: 
und  es  hängt  also  eine  Klasse  von  Systemen  gleichverzweigter  2p  -J-  1 
fach  zusammenhängender  Functionen  und  die  zu  ihr  gehörende  Klasse 
algebraischer  Gleichungen  von  3^  —  3  stetig  veränderliehen  Grössen 
ab,  welche  die  Moduln  dieser   Klasse  genannt  werden  sollen. 

Diese  Bestimmung  der  Anzahl  der  Moduln  einer  Klasse  2p  -{-  1 
fach  zusammenhängender  algebraischer  Functionen  gilt  jedoch  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  es  2(i — p  -|~  1  Verzweigungswerthe 
giebt,  welche  von  einander  unabhängige  Functionen,  der  willkürlichen 
Constanten  in  der  Function  £  sind.  Diese  Voraussetzung  trifft  nur  zu, 
wenn  p  >  1,  und  die  Anzahl  der  Moduln  ist  nur  dann  =  'dp  —  3,  für 
p=l  aber  =  1.  Die  direete  Untersuchung  derselben  wird  indess 
schwierig  durch  die  Art  und  Weise,  wie  die  willkürlichen  Constanten 
in  %  enthalten  sind.  Man  führe  deshalb  in  einem  Systeme  gleichver- 
zweigter 2p  -f  lfaeh  zusammenhängender  Functionen,  um  die  Anzahl 
der  Moduln  zu  bestimmen,  als  unabhängig  veränderliche  Grösse  nicht 
eine  dieser  Functionen,  sondern  ein  allenthalben  endliches  Integral 
einer  solchen  Function  ein. 

Die  Werthe,  welche  die  Function  w  von  e  innerhalb  der  Fläche 
2"  annimmt,  werden  geometrisch  repräsentirt  durch  eine  einen  end- 
lichen Theil  der  w- Ebene  einfach  oder  mehrfach  bedeckende  und  die 
Fläche   2"  (in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich)  abbildende  Fläche,  welche 
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durch  S  bezeichnet  werden  soll.  Da  w  auf  der  positiven  Seite  des 
vten  Querschnitts  um  die  Constante  fr"'1  grosser  ist.  als  auf  der  nega- 
tiven, so  besteht  die  Begrenzung  von  H  aus  Paaren  von  parallelen 
Curven,  welche  denselben  Theil  des  7"  begrenzenden  Schnittsystems 
abbilden,  und  es  wird  die  Orts  Verschiedenheit  der  entsprechenden 
Punkte  in  den  parallelen,  den  vten  Querschnitt  abbildenden  Begren- 
/.nngsth  eilen  von  S  durch  die  complexe  Grösse  /.:':',;  ausgedrückt.  Die 
Anzahl  der  einfachen  Yerzweigungspunkte  der  Fläche  S  ist  2j)  —  2, 
da  dw  in  2^  —  2  Punkten  der  Fläche  T  unendlich  klein  von  der 
zweiten  Ordnung  wird.  Die  rationalen  Functionen  von  s  und  z  sind 
dann  Functionen  von  w,  welche  für  jeden  Punkt  von  S  Einen  be- 
stimmten, wo  sie  nicht  unendlich  werden,  stetig  sich  lindernden  Werth 
haben  und  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler  Beeren ziuigstheile 
denselben  Werth  annehmen.  Sie  bilden  daher  ein  System  gleichver- 
zweigter und  2/)i'ach  periodischer  Functionen  von  w.  Es  lässt  sich 
nun  (auf  ähnlichem  Wege,  wie  in  den  §§.  3 — 5)  zeigen,  dass,  die 
2p  - —  2  Ver/.weigungsp  unkte  u.ud  diu  2n  Ort^verschiedenheiten  paralleler 
Begrenzungstheile  der  Fläche  S  als  willkürlich  gegeben  vorausgesetzt, 
immer  ein  System  wie  diese  Fläche  verzweigter  Functionen  esistirt, 
welche  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler  Begrenzungsthuile 
denselben  Werth  annehmen  und  also  2_nt'aeli  periodisch  sind,  und  die, 
als  Functionen  von  einer  von  ihnen  betrachtet,  ein  System  gleiehver- 
zweigter  2p  -f-  1  fach  zusammenhängender  algebraischer  Functionen 
bilden,  folglieh  zu  einer  Klasse  von  2p  -j-  1  fach  zusammenhängenden 
algebraischen  Functionen  führen.  In  der  That  ergiebt  sich  nach  dem 
Dirichlet'schen  Princip,  dass  in  der  Fläche  S  eine  Function  von  «■ 
bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt  ist  durch  die  Bedingungen, 
im  Innern  von  S  beliebig  gegebene  üustutigkeiten  von  der  Form  wie 
w  in  T'  anzunehmen  und  in  den  entsprechenden  Paukten  paralleler 
Begrenzungstheile  um  Cons tan  teil,  deren  reeller  Theil  gegeben  ist,  ver- 
schiedene Werth e  zu  erhalten.  Hieraus  schliesst  man  ähnlich,  wie  im 
g.  5,  die  Möglichkeit  von  Functionen,  welche  nur  in  einzelnen  Punkten 
von  S  unstetig  werden  und  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler 
Begrenzungstheile  denselben  Werth  annehmen.  Wird  eine  solche 
Function  z  in  n  Punkten  von  S  unendlich  von  der  ersten  Ordnung 
und  sonst  nicht  unstetig,  so  nimmt  sie  jeden  complexen  Werth  in 
»Punkten  von  S  an;  denn  wenn  a  eine  beliebige  Constante  ist,  so  ist 
fäiog  (s  —  a),  um  S  erstreckt,  =  0,  da  die  Integration  durch  parallele 
Begrenzungstheile  sich  aufliebt,  und  es  wird  daher  g  —  a  in  S  ebenso 
oft  unendlich  klein,  als  unendlich  von  der  ersten  Ordnung.  Die  Werthe, 
welche  2  annimmt,  werden  folglich  durch  eine  über  die  g-Ebene  allent- 
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halben  izfach  ausgebreitete  Fläche  repräsentirt,  und  die  übrigen  ebenso 
verzweigten  und  periodischen  Functionen  von  w  bilden  dalier  ein 
System  wie  diese  Fläche  verzweigter  2p  -f-  1  facli  zusammenhängender 
algebrai scher  Functionen  von  ?.,  w.  z.  b.  w. 

Für  eine  beliebig  gegebene  Klasse  2p  -f-  1  fach  zusammenhängender 
algebraischer  Functionen  kann  man  nun  in  dem  als  unabhängig  ver- 
änderliche Grosse  einzuführenden 

W  =  CtjW,  +  &twi  -f-  •  •  '  +  «pWp  +  c 

die  Grössen  ci  so  bestimmen,  dass  p  von  den  2p  Periodicitätsmoflnln 
gegebene  Werthe  annehmen,  und  c  wenn  p  >  1  so,  dass  einer  von  den 
2p  —  2  Verzweigungswertheu  der  periodischen  Functionen  von  tv  einen 
gegebenen  Werth  erhält  Dadurch  ist  w  völlig  bestimmt,  und  also 
sind  es  auch  die  3p  —  3  übrigen  Crossen,  von  denen  die  Verzwei- 
gungsart, und  Periodieität  jener  Functionen  von  w  abhängt;  und  da 
jedweden  Werthen  dieser  3 p  —  3  Grössen  eine  Klasse  von  2p  +  1  fach 
zusammenhängenden  algebraischen  lumctionen  entspricht,  so  hängt  eine 
solche  von  3j)  —  3  unabhängig  veränderlichen   Grössen  ab. 

Wenn  p  =  1  ist,  so  ist  kein  Verzweigungspunkt  vorhanden,  und 
es  lässt  sich  in 

die  Grösse  «,  so  bestimmen,  dass  ein  Periodicitätsniodul  einen  ge- 
gebenen Werth  erhält,  und   dadurch  ist  der  andere  Periodicitätsniodul 

bestimmt.      Die    Anzahl    der    Moduln    einer   Klasse   ist   also    dann  =  1. 


13. 
Nach  den  obigen  (im  §.   11   entwickelten)  Prineipien  der   Trans- 
formation muss  man,  um  eine  beliebig  gegebene  Gleichung  F(s,  g)  =  0 
durch  eine  rationale  Substitution  in  eine  Gleichung  derselbe!].  Klasse 

von  möglichst  niedrigem  Grade  zu  transiornm-en,  zuerst  für  st  einen 
rationalen  Ausdruck  in  s  und  s,  r(s,  d),  so  bestimmen,  dass  w,  mög- 
lichst klein  wird,  und  dann  s,  gleich  einem  andern,  rationalen  Aus- 
drucke r'(s,  s)  so,  dass  m,  möglichst  klein  wird  und  zugleich  die -zu 
einem   beliebigen  Werthe  von   g1    gehörigen  Werthe   von  s1   nicht  in 

Gruppen  unter  einander  gleicher  zerfallen,  so  dass  F±{s1}  et)  nicht 
eine  höhere  Potenz  einer  unzer  fällbaren  Function  sein  kann. 

Wenn  das  Grössengebiet  (s,  ?)  2p  -j-  1  fach  zusammenhängend  ist, 
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so  ist  der  kleinste  Werth,  den  w1  annehmen  kann,  allgemein  zu  reden, 

>  ^-  -\-  1    (§.5)  und  die  Anzahl   der  Fälle,    in  denen  s(   und  %   für 

zwei  verschiedene  Punkte  des   GrÖssengebiets    beide    denselben  Werth 

annehmen, 

=  («,  —  Vfa-  l)—p. 
In  einer  Klasse  von   algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  haben  demnach,  wenn  ihre  Moduln  nicht  beson- 
deren   Bedingirngsgleiehungei] .  genügen,     die    Gleichungen     niedrigsten 
Grades  folgende  Form: 


für    p  =  1 , 

F(b,  «)  —  0,     r  —  0 

p-2, 

?(s,  «)  —  0,     r  —  0 

p  —  2(1- 

-3,    F(!,  J)-0,     r-fc  — 2)' 

P>2 

p  =  2fi  — 2,    **(*,  #)  — 0,    »■  =  (fi  —  1)  0*  —  3). 

Von  den  Ooefficienten  der  Potenzen  von  s  und  z  in  den  ganzen 
Functionen  F  müssen  r  als  lineare  homogene  Functionen  der  übrigen 
so  bestimmt  werden,  dass  '-,—  und  .-,  für  r  der  Gleichung  F  =  0 
genügende  Werthenpaare  gleichzeitig  verschwinden.  Die  rationalen 
Functionen  von  s  und  s,  als  Functionen  von  einer  von  ihnen  betrachtet, 
stellen  dann  alle  Systeme  2p  -\-  1  fach  zusammenhängender  algebrai- 
scher Functionen  dar. 

14. 
Ich    benutze    nun    nach    Jaeobi    (Journ.  f.  Math.  Bd.  9   Nr,   32 
§.  8)   das  Abel'sche   Additionstheo  rem   zur  Integration    eines  Systems 
von  Differentialgleichungen;  ich  werde  mich  dabei  auf  das  beschränken, 

was  in  dieser  Abhandlung  später  nüthig  ist. 

Führt  man  in  einem  allenthalben  endlichen  Integrale  W  einer 
rationalen  Function  von  S  und  z  als  unabhängig  veränderliche  Grösse 
eine  rationale  Function  von  s  und  z,  %,   ein,   die  für  m  Werthenpaare 

von  s  und  e  unendlich   von   der    ersten   Ordnung    wird,    so    ist  -■-,      eine 
°  '  dz 

m  werthige  Function  von  %.    Bezeichnet  man  die  m  Werth o  von  w  für 

dasselbe  £  durch  w(1),  w(3),  .  . .,  w(m),  so  ist 

dmU)    .    d«m     .  ,    faw 

d£    "*~     dt    ""  r     di 
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eine  einwerthige  Function  von  %,  deren  Integral  allenthalben  endlich 
bleibt,  nnd  folglich  ist  auch  fd(tom  +  w{2>  +  •■•-}-  w("°)  allenthalben 
einwerthig  und  endlich,  mithin  constant.  Aul'  ähnliche  Weise  findet 
sich,  wenn  ra<t!,  w(£),  . . .,  w'™1  die  demselben  %  entsprechenden  Werthe 
eines  beliebigen  Integrals  m  einer  rationalen  Function  von  S  und  g 
bezeichnen,  /<2(ra(1>  +  o|3)  +■■••  +  <»<m|)  bis  auf  eine  additive  Con- 
stante  aus  den  Unstetigkeiten  von  co  und  zwar  als  Summe  von  einer 
rationalen  Function  und  mit  constanten  Coefficienten  versehenen  Loga- 
rithmen rationaler  Functionen  von  £. 

Mittelst  dieses  Sataes  lassen  sich,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll, 
folgende  p  gleichzeitig«'  üifl'ereiitialglftichungen  zwischen  den  p  -\-  1 
der  Gleichung  F(s,  g)  =  0  genügenden  Werthenpaaren  von  s  und  g, 
(»„  *,),  («.,  •,),  ■  ■  ;  (*+•>  h+0 

für  je  =  1,  2,  .  .  .,  p,  allgemein  oder  vollständig  (eomplote)  integriven. 
Durch  diese  Differentialgleichungen  sind  p  von  den  Grössenpaaren 
(s,,,  g/t)  als  Functionen  des  einen  noch,  übrigen  völlig  bestimmt,  wenn 
für  einen  beliebigen  Werth  des  letzteren  die  Werthe  der  übrigen 
gegeben  werden.  Wenn  man  also  diese  p  +  1  Grössenpaare  als 
Functionen  einer  veränderlichen  Grösse  'Q  so  bestimmt,  dass  sie  für 
denselben  Werth  0  dieser  Grösse  bdicbif/  gegebene  Anfangswerthe 
Csi°;  gi°)>  W»*a°)»  ■  ■  ■)  (s°!'  +  i!  *°j>+0  annehmen  und  den  Differential- 
gleichungen genügen,  so  hat  man  dadurch  die  Differentialgleichungen 
allgemein  integrirt.  Nun  lässt  sieh  die  Grösse  -y  als  einwerthige  und 
folglich  rationale  Function  von  (s,  g)  immer  so  bestimmen,  dass  sie 
nur  für  alle  oder  einige  von  den  p  -f-  1  Werthenpaaren  (s^°,  g^).  un- 
endlich und  für  diese  nur  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  da 
sich  in  dem  Ausdrucke 


T< 


die  "Verhältnisse  der  Grössen  k  und  ß  immer  so  bestimmen  lassen, 
dass  die  Per.iodieit.ätsnioduln  sämmtlieh  0  werden.  Es  genügen  dann, 
wenn  kern  ß  =  0  ist,  den  zu  lösenden  Ditrercntialgleichungen  die 
P  -f-  1  Zweige  der  p  -j-  1  werthigen  gleichverzweigten  Functionen  s  und 
g  von  §,  (s1;  g,),  (s2,  gg),  . . .,  (fr+i,  tp  +  i),  welche  für  £  =  0  die 
Werthe  (VjV);  (s„°,  g^),  .  . .,  (s°p+i,  tPp+i)  annehmen.  Wenn  aber 
von   den   Grössen    ß    einige,    etwa    die  p  -\-  1  —  m   letzten   gleich  0 
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werden,  so  werden  die  zu  lösenden  l}irTCTeni.i;i'e,Ie'eTii.uigeii  befriedigt 
durch  die  m  Zweige  der  m  werthigen  Functionen  s  und  s  von  %,  (sl,Sl)! 
(ss,^),  ,..,  (s»,,*™),  welche  f «ir  £  =  0  gleich  (af,  e,°),  (s2°,  &/),  . .  ., 
(sm°,  sm°)  werden,  und  durch  constante  also  ihren  Anfangs  wer  tli  en 
s°m-f  i, . .  .,  5°j)+i  gleiche  Werthe  der  Grössen  *«+!,  0m+i)  ■  ■  -;  Sp+ij  *ji+i. 
Im  letzteren  Falle  sind  von  den  w  linearen  homogenen  Gleichungen. 


'2 


3  a/. 
für  *  =  1,2,  .  .  .,  p  zwischen    den   Grössen    amf»       V    i*  ~r~  1  —  m 


eine  Folge  der  übrigen :  es  ergeben  sich  hieraus  j)  +  1  — 
gleichungen,  welche,  damit  dieser  Fall  eintritt,  zwischen  den  Functionen 
C*n  *i)j  ■  ■  ■>  (Sm,  ftn)  und  also  auch  zwischen  ihren  Anfangswerthen 
(Sj°,  3j°)?  . . .,  (sm°,  s,„°)  erfüllt  sein  müssen,  und  es  können  daher  von 
diesen,  wie  oben  (§.  5)  gefunden,  nur  2m — p —  1  beliebig  gegeben 
werden. 


durch  das  Innere  von  T'  integrirt,  gleich  w„  und  der  Periodicitäts- 
modul  von  M>»  für  den  vten  Querschnitt  gleich  h"*',  so  dass  sich  die 
Functionen  wlt  w2,  . . .,  iop  des  Grössenpaurs  (-t.z)  beim  1J  ebertritt  des 
Punkts  (s,  g)  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  des  vten  Quer- 
schnitts gleichzeitig  um  &/''*,  h2[v),  . . .,  ßpM  ändern.  Zur  Abkürzung 
mag  ein  System  von  p  Grossen  (bL)  h2,  ■  .  .,  bp)  einem  andern 
(at,  «a,  . . .,  ap)  congrumt  nach  2p  Systemen  zv.sammf.ngehiiriger  Moduln 
genannt  werden,  wenn  es  aus  ihm  durch  gleichzeitige  Aenderungen 
sämmtlicher  Grössen  um  zusimunon^ehijnge  Moduln  erhalten  werden 
kann.  Ist  der  Modul  der  jrten  Grösse  im  vten  Systeme  =  U^,  so 
heisst  demnach 

(iu  S„  . .  ,  b„)  -  («„  «,,  .  .  ,  «„), 


für  «  =  1,  2, . . .,  p  und  m1}  m%,  . . .,  m2P  ganze  Zahlen  sind. 
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Da  sich  p   beliebige   Grössen  ai}  a2,  .  .  .,  ap   immer  und  nur  auf 

eine  Weise  in  die  Form  a„  =  2J  £,./:■_,     setzen  lassen,    so    rlass  die  2p 

Grössen  |  reell  sind,  und  durch  Aendermig  dieser  Grössen  '&,  um  ganze 
Zahlen  alle  congruenten  Systeme  und  nur  diese  sich  ergehen,  so  erhält 
man  aus  jeder  Reihe  cougrueiiter  Systeme  eins  und  nur  eins,  wenn 
man  in  diesen  Ausdrücken  jede  Grösse  t,  alle  Werthe  von  einem  be- 
liebigen Werthe  bis  zu  einem  um  1  grösseren,  einen  der  beiden  Grenz- 
werthe  eingeschlossen,  stetig  durchlaufen  l'ässt. 

Dieses   festgesetzt,    folgt    aus    den    obigen    Differentialgleichungen 
oder  aus  den  p  Gleichungen 


"f 


dw^>  =  0  für  «  «-  1,2, 


durch  Integration 

{2*o1"'\  Zw®\  . . .,  StDpW>)  —  ((',,  c2,  . .  .,  öp), 
worin  c,,  ci;  .  .  .,  ct,  eonstante  von  den  Werthen  (s",  sa) 
Grössen  sind. 

16. 
Drückt  man  £  als  Quotienten,  zweier  ganzen  Kunetionen  von  S  und 
B,  ~,  aus,  so  sind  die  Grössenpaare   (s,,  ^),  .  . .,  (sm,  em)  die  gemein- 
schaftlichen  Wurzeln    der   Gleichungen   F  =  0  und   -—  =  £.     Da   die 
ganze  Function 

X  -  g*  =  f(s,  0) 

für  alle  Werthcnpaare,  für  welche  %  und  f  gleichzeitig  verschwinden, 
ebenfalls,  was  auch  %  sei,  verschwindet,  so  können  die  Grössenpaare 
Csi;  z\)i  ■  •  •>  (s'">  *«>)  aucn  definirt  werden  als  gemeinschaftliche  Wurzeln 
der  Gleichung  F  =  0  und  einer  Gleichung  /'(s,  5)  =  0,  deren  Coeffl- 
cienten  so  sich  ändern,  dass  alle  übrigen  gemeinschaftlichen  Wurzeln 
constant  bleibe;:.  Wenn  m<jo+  ij  kann  £  in  der  Form  ^  dar- 
gestellt werden   (§.  10)  und  /°  in  der  Form 


Die  allgemeinsten  Werthe  der  den  p  Gleichungen 

=  0  für  jr=  1,2,  ...,% 


2« 
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genügenden  Functionen  paare  (sl}  #,),  ...,  (sP!  Zp)  werden  daher  ge- 
bildet durch  p  gemeinschaftliche  'Wurzeln  der  Gleichungen  F  =  0  und 
tp  =  0,  welche  so  sich  ändern,  dass  die  übrigen  gemeinschaftlichen 
Wurzeln  constant  bleiben.  Hieraus  folgt  leicht  der  später  nöthige 
Satz,  dass  die  Aufgabe,  p  —  1  von  den  2p  —  2  Grössenpaaren 
[ssi  «J,  . . .,  (ßap—a,  0tp—t)  als  Functionen  der  p  ■ —  1  übrigen  so  zu 
bestimmen,  dass  die  p  Gleichungen 


2 


äwjn  =  o  für  re=  1,2, 


erfüllt  werden,  völlig  allgemein  gelost  wird,  wenn  man  für  diese 
2p  —  2  Grössenpaare  die  von  den  r  Wurzeln  s  =  y%,  8  =  8^  {%.  6) 
verschiedenen  gemeinschaftlichen  \Y  luv.eln  der  Gleichungen  F=0  und 
q>  =  0  oder  die  2p  —  2  Werthenpaare  nimmt,  für  welche  div  unend- 
lich klein  von  der  zweiten  Ordnung  wird,  und  dass  diese  Aufgabe 
daher  nur  eine  Lösung  zulässi.  Solche  Grössenpaare  sollen  durch  die 
Gleichung  tp  =  0  verknüpft  heissen.     In  Folge  der  Gleichungen 

2  p  —  9  2p  —  3  2p—  2  Sp—  8 

2  oW>  =  0  wird  (  2  wi"">     2  "^  ■  ■  ■'     2  **W)  ' 

die  Summen  über  solche  Grössenpaare  ausgedehnt,  congruent  einem 
constanten  Grössen  Systeme  (c1,  c%,  .  .  .,  c,,)t  worin  ca  nur  von  der 
additiven  Oonstante  in  der  Function  wa  oder  dem  Anfangswerthe  des 
sie  ausdrückenden  Integrals  abhängt 

Zweite  AMheilung. 

17. 

Für  die  ferneren  Untersuchungen  über  Integrale  von  algebraischen, 
2p  +  lfech  zusammen  hängenden  Functionen  ist  die  Betrachtung  einer 
pfach  unendlichen  ^r-Reihe  von  grossem  Nutzen,  d.  h.  einer  jjfach 
unendlichen  Keibe,  in  welcher  der  Logarithmus  des  allgemeinen  Gliedes 
eine  ganze  Function  zweiten  Grades  der  Stellenzciger  ist.  Es  sei  in 
dieser  Function  für  ein  Glied,  dessen  Stellenzeiger  n\,  m3,  . . .,  mf 
sind,  der  Coefficient  des  Quadrats  in,,-  gleich  au.f,,  des  doppelten  Pro- 
ducts m^nif,'  gleich  a!hll-  —  «,,',,,,  der  doppelten  Grösse  mtl  gleich  »„. 
und  das  constante  Glied  =  0.  Die  Summe  der  Reihe,  über  alle  ganzen 
positiven  o.der  negativen  Werthe  der  Grössen  m  ausgedehnt,  werde 
als  Function  der  p  Grössen  v  betrachtet  und  durch  &(vu  v2,  . . .,  vP) 
bezeichnet,  so  dass 
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(i.)        »(»„»„...,<,,)=(  2 


worin  die  Summationen  im  Exponenten  sich  auf  u.  und  «.',  die  i 
Summationen   auf  mlt  m.2,  . .  .,  mp  beziehen.     Damit  diese  Reihe  con- 

vergirt,  uiuss  der  reelle  Theil  von  In)  a^p-m^m^   wesentlich    negativ 

sein  oder,  als  eine  Summe  von  positiven  oder  negativen  Qu  ad  raten 
reeller  linearer  von  einander  unabhängiger  Functionen  der  Grössen  m 
dargestellt,   aus  p  negativen   Quadraten  zusammengesetzt  sein. 

Die  Function  &  hat  die  Eigen  schalt,  da.ss  es  Systeme  von  gleich- 
zeitigen Äenderungen  der  p  Grössen  v  giebt,  durch  welche  log  &  nur 
um  eine  lineare  Function  der  Grössen  v  geändert  wird,  und  zwar  2p 
von  einander  unabhängige  Svstenie  (d.  h.  von  denen  keins  eine  Folge 
der  übrigen  ist).  Denn  man  hat,  die  ungeäudert  bleibenden  Grössen 
v  unter  dem   Functionszeichen  #   weglassend,  für  jt  —  1,  2,  .  .  .,  p 

(2.)     &=&  (vfl  +  xi)     und 

(3.)     &  =  e2v"  +  *•*»(«,  +  «1W„  vt  +  a,,,,  . . .,  vp  -j-  a,if.\ 

wie  sich  sofort  ergiebt,  wenn  man  in  der  Reihe  für  ■&  den  Stellen- 
zeiger nif,  in  mt,  +  1  verwandelt,  wodurch  sie,  während  ihr  Wcrth 
iiiigeiimlcrt  bleibt,  in   <]im  Ausdruck  zur  Rechten   übergeht. 

Die  Function  #  ist  durch  diese  Relationen  und  durch  die  Eigen- 
schaft, allenthalben  endlich  zu  bleiben,  bis  auf  einen  cous Lauten  Factor 
bestimmt.  Denn  in  Folge  der  letzteren  Eigenschaft  und  der  Rela- 
tionen (2.)  ist  sie  eine  einwerthige  für  endliche  v  endliche  Function 
von  e  1,  e  2,  . . .,  e  p  und  folglich  in  eine  p  fach  unendliche  Reihe 
von  der  I'orm 


\jk. 


mit  den  constaulen  CoeiücienLen  .-1  etil  wickelbar.    Aus  den  Relationen 
(3.J  ergiebt  sich  aber 

-4h mv  +  1,  . . .,  mP  =  A,h  ,...,  m„,  ...,*,*    ' 

folglieh 

An. m.  =const. 


(x\  a/(,,„ 'ff 
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Man  kann  daher  diese  Eigenschaften  der  Function  zu  ihrer 
Definition  verwenden.  Die  Systeme  gleichzeitiger  Aonderungen  der 
Grössen  v,  durch  welche  sich  log  &  nur  um  eine  lineare  Function  von 
ihnen  ändert,  sollen  Strieme  zv.sf.emmenfielijiri.ijcr  foriorRcitii-fmiiuättln  ehr 
unabhängig  verürirlerttchen  Grciasm  in  dieser  ^-Function  genannt  werden. 

18. 

Ich  substituire  nun  für  die  j>  Grössen  v1 ,  %,  -  .  -,  vp  p  immer  end- 
lich bleibende  Integrale  uir  u2,  .  .  .,  up  rationaler  Functionen  einer 
veränderlichen  Grösse  z-  und  einer  2p  -f-  1  fach  zusammenhängenden 
algebraischen  Function  s  dieser  Grösse,  und  für  die  zusammengehörigen 
l'eriodk'itiiUinoduin  der  Grössen  v  zusammengehörige  (d.  h.  an  dem- 
selben Querschnitte  stattfindende)  LV'riodieitiU.sruoduln  dieser  Integrale, 
30  dass  log  ö1  in  eine  Function  einer  Veränderlichen  z  übergeht, 
welche  sich,  wenn  s  und  s  nach  beliebiger  stetiger  Aenderung  von  e 
den  vorigen  Werth  wieder  annehmen,  um  lineare  Functionen  der 
Grössen  u  lindert. 

FjS  soll  zunächst  gezeigt  werden,  dass  eine  solche  Substitution  für 
jede  2p  -f-  1  fach  zusauuTLenhiinge.ude  Function  s  möglich  ist.  Die  Zer- 
schneidung der  Fläche  T  muss  zu  diesem  Zwecke  so  durch  2p  in  sich 
zurücklaufende  Schnitte  aL,  a,i}  . . .,  ap,  hlt  b3,  .  .  .,  bp  geschehen,  dass 
folgende  Bedingungen  erfüllt  werden.  Wenn  man  m15  u2,  ■  ■  -,  up  so 
wählt,  dass  der  Periodieitätsrnodul  von  u,,  an  dem  Schnitte  a,c  gleich 
iti,  an  den  übrigen  Schnitten  a  gleich  0  ist,  und  man  den  Periodic!  täts- 
modul  von  u„  an  dem  Schnitte  bv  durch  a/hy  bezeichnet,  so  muss 
alhX  =  av,/t   und   der   reelle  Theil   von   £  a/,i!,>ml,mls  für  alle    reellen 

[ganzen)  Werthe  der  p  Grössen  m  negativ  sein. 


Die  Zerlegung  der  Fläche  T  werde  nicht  wie  bisher  nur  durch  in 
sich  zurücklaufende  Querschnitte,  sondern  folgender  müssen  ausgeführt. 
Man  mache  zuerst  einen  in  sich  zurücklaufenden  die  Flu  che  nicht  zer- 
stückelnden Schnitt  Kj  und  führe  dann  einen  Querschnitt  bs  von  der 
positiven  Seite  von  %  auf  die  negative  zum  Anfangspunkte  zurück, 
worauf  die  Begrenzung  aus  einem  Stücke  bestehen  wird.  Einen  dritten 
die  Fläche  nicht  zerstückelnden  Querschnitt  kann  man  demzufolge 
(wenn  die  Fläche  noch  nicht  einfach  zusammenhängend  ist)  von  einem 
beliebigen  Punkte  dieser  Begrenzung  bis  zu  einem  beliebigen  Begren- 
zungspunkte,   also    auch  zu  einem  früheren  Tunkte  dieses   Querschnitts 


/Google 


VI.     Theorie  der  A/heV  sehen   Functionen.  123 

führen.  Man  thue  das  Letztere,  so  dass  dieser  Querschnitt  ans  einer 
in  sieh  zurück]  au fen den  Linie  «B  und  einem  dieser  Linie  vorausgehen- 
den Theile  c,  besteht,  welcher  das  frühere  Schnitt  System  mit  ihr  ver- 
bindet. Den  folgenden  Querschnitt  &g  ziehe  man  von  der  positiven 
Seite  von  a,2  auf  die  negative  zum  A11fan.gsj.muMe  zurück,  worauf  die 
Begrenzung  wieder  aus  einem  Stücke  besteht.  Die  weitere  Zersehnei- 
dung  kann  daher,  wenn  nöthig,  wieder  durch  zwei  in  demselben 
Punkte,  anfangende  und  endende  Schnitte  a3  und  \  und  eine  das 
System  der  Linien  a2  und  \  mit  ihnen  verbindende  Linie  c,  geschehen. 
Wird  dieses  Verfahren  fortgesetzt,  bis  die  Fläche  einfach  zusammen- 
hängend ist,  so  erhält  man  ein  Schnittnetz,  weiches  aus  p  Paaren  von 
zwei  in  einem  und  demselben  Punkte  anfangenden  und  endenden  Linien 
a,  und  by,  a%  und  \,  . . .,  ap  und  b,,  besteht  und  aus  p  —  1  Linien 
<i' Cg,  . .  .,  Cp-i,  welche-  jedes  Paar  mit  dem  folgenden  verbinden.  Es 
möge  cy  von  einem  Punkte  von  b,  nach  einem  Punkte  von  ay+i  gehen. 
Das  Schnittnetz  wird  als  so  entstanden  betrachtet,  dass  der  2v  —  1  te 
Querschnitt  aus  c,—  i  und  der  von  dem  Endpunkte  von  c,_i  zu  diesem 
zurückgezogenen  Linie  a,  besteht,  und  der  2vte  durch  die  von  der 
positiven  auf  die  ■nq/ntiva  Seite  von  ar  gezogene  Linie  (>,.  gebildet  wird. 
Die  Begrenzung  der  Fläche  besteht  bei  dieser  Zerschueidung  nach 
einer  geraden  Anzahl  von  Schnitten  aus  einem,  nach  einer  ungeraden 
aus  zwei  Stucken. 

Ein  allenthalben  endliches  Integral  w  einer  rationalen  Function 
von  s  und  z  nimmt  dann  zu  beiden  Seiten  einer  Linie  c  denselben 
Werth  an.  Denn  die  ganze  früher  entstandene  Begrenzung  besteht, 
aus  einem  Stücke  und  bei  der  Integration  längs  derselben  von  der 
einen  Seite  der  Linie  c  bis  auf  die  andere  wird  j'tlw  durch  jedes  früher 
entstandene  Schnitt  dement  zweimal,  in  entgegengesetzter  Richtung, 
erstreckt.  Eine  solche  Function  ist  daher  in  T  allenthalben  ausser 
den  Linien  a  und  b  stetig.  Die  durch  diese  Linien  zerschnittene  Fläche 
T  möge  durch  T"  bezeichnet  werden. 


Es  seien  nun  wll  w2,...,wß  von  einander  unabhängige  solche 
Functionen,  und  der  Periodicitätsmodul  von  Wp  an  dem  Querschnitte 
ar  gleich  At}  und  an  dem  Querschnitte  b„  gleich  B\  Es  ist  dann 
das  Integral  f  w/tdw!t' ,  um  die  Fläche  T"  positiv  herum  ausgedehnt, 
=  0,  da  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  allenthalben  endlich 
ist.  Bei  dieser  Integration  wird  jede  der  Linien  a  und  h  zweimal, 
I  in  positiver  und  einmal  in  negativer  Richtung  durchlaufen,  und 
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es  muss  während  jener  Integration,  wo  sie  als  Begrenzung  des  posi- 
tiverseits  gelegenen  Gebiets  dient,  für  w,,  der  Werth  auf  der  positiven 
Seite  oder  »7,+,  während  dieser  der  Werth  auf  der  negativen  oder 
%v,~  genommen  werden.  Es  ist  also  dies  Integral  gleich  der  Summe 
aller  Integrale  J' (wtl+ —  wf,~ )  dwy  durch  die  Linien  a  und  6.  Die 
Linien  b  führen  von  der  positiven  zur  negativen  Seite  der  Linien  a, 
und  folglieh  die  Linien  a  von  der  negativen  zur  positiven  Seite  der 
Linien  b.     Das  Integral  durch  die  Linie  ar  ist  daher 

fA^'dwp'  =  A^  Cäivfl-  =  A™B?l, 

und  das  Integral  durch   die  Linie  ö. 

"rfwy  =  —  BTA<u'- 


=  (  BV° 


Das  Integral  ftv^dw,,;    um    die   Fläche   T"  positiv  herum    erstreckt, 
ist  also 


-2  <<B?  -<'<'). 


und  diese  Summe  folglich  =  0.  Diese  Gleichung  gilt  für  je  zwei  von 
den  Functionen  wi}  wa,  . . .,  wp  und  liefert  also  ■  ■ —  Relationen 
zwischen  deren  Periodicitätsnioduln. 

Nimmt  man  für  die  Functionen  w  die  Functionen  u  oder  wählt 
man  sie  so,  dass  A  für  ein  von  ji  verschiedenes  v  gleich  0  und 
Ay  =  %i  ist,  so  gehen  diese  Relationen  über  in  ß'^jci  —  B'  iti  =  0 
oder  in  «,,,„'  =  «,,',,,. 

21. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  die  Grössen  a  die  zweite  oben 
nothig  gefundene  Eigenschaft  besitzen. 

Man  setze  w  =  (i  -{-  vi  und  den  l'eriodicifiiismodul  dieser  Function 
an  dem  Schnitte  a,  gleich  A(r'  =  av  -J-  yyi  und  an  dem  Schnitte  h„ 
gleieh  J3(t)  =  /J»  +  #**.     Es  ist  dann  das  Integral 

m 


*)  Dies  Integral  drückt,  den   Inhalt  der  Fläche  aus,  welche  die  Gesainmtheit 
der  Werthe,  die  w  innerhalb   T"  annimmt,,  auf  der  ic-Ehene  lepräseatirt. 
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<lurch  die  Flüche  T"  gleich  dem  BegToimiugsinteuTal  fttdv  um  T" 
positiv  herum  erstreckt,  also  gleich  der  Summe  der  Integrale  f(jt+ — p~)dv 
durcli  die  Linien  a  und  b.  Das  Integral  durch  die  Linie  Ot  ist 
=  ttvfäv  =  u,St,  das  Integral  durch  die  Linie  b,  gleich  ßrfdv  =  —  ßry, 
und  folglich 

f(&' +(%)*).«* ='Sw--»^ 

Diese  Summe  ist  daher  stets  positiv. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  zu  beweisende  Eigcnsclial't,  der  Grössen  a. 
wenn  man  für  10  setzt  %«%  -j-  %«S3  +  •  •  •  +  «j>»V  Denn  es  ist  dann 
A^  =  fihiti,  Bw  =  2."«,,, ,?>!„,  folglich  av   stets  =0  und 

/«fö'  +  fö')"— ■«*»—*■* 

oder  gleich  dem  reellen  Theile  von  — aZ^a^^-ni^m,.,  welcher  also  fflr 
alle  reellen  Werthe  der  Grössen  m  positiv  ist. 

22. 

Setzt  man  nun  in    der  O-Reibe  (1.)  §.  17   für  «|U,/i'  den  Periodi- 

(.'■itälsiDodiil  der  Function  u„  an  dem  Schnitt  '/>,,■  und,  durch  e1,e2)...}ep 
beliebige  Gonstanten  bezeichne)]  d,  iifl  —  eft  für  vM,  so  erhält  man  eine 
in  jedem  Punkte  von   T  eindeutig  bestimmte  Function  von  s, 

welche  ausser  den  Linien  b  stetig  und  endlich  und  auf  der  positiven 
Seite  der  Linie  bv  (e~  2  (tt»  — eW)  mal  so  gross  als  auf  der  negativen 
ist,  wenn  man  den  Functionen  u  in  den  Linien  b  selbst  den  Mittel- 
werth  von  den  Wertlien  zu  beiden  Seiten  beilegt.  Für  wie  viele 
Punkte  von  T'  oder  Werthen  paare  von  s  und  g-  diese  Function  un- 
endlich klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  kann  durch  Betrachtung 
des  Be  grenz  ungsintegrals  fdiogd1,  um  7"  positiv  herum  erstreckt, 
gefunden  werden;  denn  dieses  Integral  ist  gleich  der  Anzahl  dieser 
Punkte  multiplicirt  mit  2jr«\  Andererseits  ist  dies  Integral  gleich  der 
Summe  der  Integrale  j'(d  log-iH"  —  d  log#""}  durch  säunntliehe  Schnitt- 
linien a,  b  und  e.  Die  Integrale  durch  die  Linien  a  und  e  sind  =  0, 
das  Integral  durch  &,.  aber  gleich  —  2fdur  =  2%i,  die  Summe  aller 
also  =  p2iti.  Die  Function  &■  wird  daher  unendlich  klein  von  der 
ersten  Ordnung  in  p  Punkten  der  Fläche-  T',  welche  durch  %,  i?a, .  .  .,  jj;i 
"Ijr/.cii  lmet  werden  mögen. 
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Durch  einen  positiven  Umlauf  des  Punktes  (s,  s)  um  einen  dieser 
Punkte  wuchst  log  %■  um  2%i,  durch  einen  positiven  Umlauf  um  das 
Sehnittepaar  ay  und  bv  um  —  2%i.  Um  daher  die  Function  log  & 
allenthalben  eindeutig  zu  bestimmen,  führe  man  von  jedem  Punkte  tj 
einen  Schnitt  durch  das  Innere  nach  je  einem  Linienpaar,  von  tjv  den 
Schnitt  lv  naeh  av  und  br,  und  zwar  nach  ihrem  gemeinschaftlichen. 
Anfangs-  und  Bndpunkte,  und  nehme  in  der  dadurch  entstandenen 
Fläche  T*  die  Function  allenthalben  stetig  an.  Sie  ist  dann  auf  der 
positiven  Seite  der  Linien  l  um  —  2iti,  auf  der  positiven  Seite  der 
Linie  ay  um  gy2%i  und  auf  der  positiven  Seite  der  Linie  6r  um 
—  2(w»  —  ev)  —  hv2mi  grösser,  als  auf  der  negativen,  wenn  gv  und  h, 
ganze   Zahlen  bezeichnen. 

Die  Lage  der  Punkte  ij  und  die  Werthe  der  Zahlen  g  und  h 
hängen  von  den  Grössen  e  ab,  und  diese  Abhängigkeit  liisst  sich  auf 
folgende  in  Wege  näher  bestimmen.  Das  Integral  ./'logO  du/t>  um  T* 
positiv  herum  erstreckt,  ist  =  0,  da  die  Function  log  &  in  T*  stetig 
bleibt»  Dieses  Integral  ist  aber  auch  gleich  der  Summe  der  Integrale 
/(log  9+  —  log*-)  dup  durch  sämmtliche  Schnittlinien  l,  a,  b  und  c 
und  findet  sich,  wenn  man  den  Werth  von  u,,  im  Punkte  y\r  durch 
ß,,(,,)  bezeichnet, 


=  2: 


i  (2  a*w +*»•*•  +  2^°""  ~ e" + *")  ■ 


worin  4^,  von  den  Grössen  e,  3,  &  und   der  Lage  der  Punkte  jj   nnab- 

liängig  ist.      Dieser  Ausdruck  ist  also  =  0. 

Die  Grösse  k^  hängt  von  der  Wahl  der  Function  «.,  ab,  welche 
durch  die  Bedingung,  an  dem  Schnitte  alt  den  Periodicitätsmodul  ni, 
an  den  übrigen.  Schnitten  a  den  Periodicitätsmodul  0  anzunehmen,  nur 
bis  auf  eine  additive  Coustanto  bestimmt  ist.  Nimmt  man  für  up  eine 
um  die  Constante  /),  grössere  Function  und  zugleich  e^  um  Cp  grösser, 
so  bleiben  die  Function  •&  und  folglich  die  Punkte  t\  und  die  Grössen 
g,  h  ungeändert,  der  Werth  von  ufl  im  Punkte  ijr  aber  wird  or,/"1  +  C/,. 
Es  geht  daher  k/,  in  kp  —  (p  —  1)  cfl  über  und  verschwindet,  wenn 
Cp  = !—  genommen  wird. 

Man  kann  folglich,  wie  für  die  Folge  geschehen  soll,  die  addi- 
tiven Constanten  in  den  Functionen  u  oder  die  Anfangswerthe  in  den 
sie  ausdrückenden  Integralen  so  bestimmen,  dass  man  durch  die  Sub- 
stitution von  uM  —  HJa^  für  vM  in  logö1  (v, , .  .  .,  vp~)  eine  Function  er- 
hält, welche  in  den  Punkten  ij  bgarithmisch  unendlich  wird  und,  durch 
T*  stetig  fortgesetzt,  auf  der  positiven  Seite  der  Linien  l  um  —  2%i, 
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der  Linien  u  um  0  und   der  Linie  h,.   um  — 2  (■!*,. —  JSk»W)   grosser 

wird,  als  auf  der  negativen.  Zur  .Bestimmung  dieser  Anfarigswerthe 
werden  sich  später  leichtere  Mittel  darbieten,  als  der  obige  Integral- 
ausdruck für  &„. 


Setzt  man  (ult  ui}  .  .  .,  %,)  =  («,W,  aja,  .  .  .,  «,<*>)  nach    den    2ji 
Modulsystemen  der  Functionen  u  (§.  15),  also 


>i-'%*».-'2f.-.-'2">)- 


so  wird  *  =  0.  Wird  umgekehrt  i>  =  0  für  vfl  =  r„,  so  ist  (rv  %  =  ..,  »y) 
einem  Grössensy steine  von  der  Form 

eongruent.  Denn  setzt  man  «,,  =  ur  —  a/^  -j-  r,,,  indem  man  jjp  be- 
liebig wählt,  so  wird  die  Function  ■&  ausser  in  i^noch  in  p — 1 
andern  Punkten  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  und  be- 
zeichnet man  diese  durch  %,  r/21  .  .  .,  %,— i,  so  ist 

(-^-^«,....-'|^)-fc,r„...,^ 

Die  Function  ^  bleibt  ungeändert,  wenn  man  sämmtliche  Grössen 
v  in's  Entgegengesefcd.e  verwandelt;  denn  verwandelt  man  in  der  Reihe 
für  &  (vlf  v2,  ....  Vj,)  sämmtliche  Indiccs  in  ins  Entgegengesetzte,  wo- 
durch der  Werth  der  Reihe  ungeäuderl.  bleibt,  da  m,  dieselben  Werthe 
wie  m„  durchläuft,  so  geht.  ■!)■  (■?:,,  v.,,  .. .  ,vp)  über  in  fr( —  v„  —  ^\,---,  —vp). 

Nimmt   man  nun    die  Punkte   */u  tji}  , . ,,  ij^,— i  beliebig   an,    so 

wird  &  ( —  -E«i(,'\  ■-■;  —  -S«^*')  =  0  und  folglich,  da  die  Function  8- 

wie  eben  bemerkt  gerade  ist,  auch  ■!>  (ZT  «/''>,...,  £  a^)  =  0.  Es  lassen 
sich  also  die  jj  —  1  Punkte  jjp,  9jp_i,  . . .,  %j,— s  so  bestimmen,  dass 

«— 1  $>—  1  2p— 2  2p  —  2 

und  folglich 
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«p  —  S  »p—S 

(%<>,-,  pr)=(o, ,o) 

ist.  Die  Lage  der  p  —  1  letzten  Punkte  hängt  dann  von  der  Lage 
der  p  —  1  ersten    so    ab,    dass   bei   beliebiger    stetiger  Aenderung   der- 

ip—i 
selben   E  da„(v}  =  0  für  it  =  1,  2,  . .  . ,  j»,  und  folglich  sind  (§.  16)  die 

Punkte  v)  solche  2^  —  2  Punkte,  für  welche  ein  dw  unendlich  klein 
von  der  zweiten  Ordnung  wird,  oder  wenn  man  den  Werth  des 
Grössenpaars  (s,  <a)  im  Punkte  rj,,  durch  (ö,,  £,,),  bezeichnet,  so  sind 
("ii  £i))'**i  (ö2y-2i  &j>  — s)  durch  die  Gleichung  9  =  0  verknüpfte 
Weiihenpi.are  (§.   16). 

Bei  den  hier  gewählten   Aiifc'ug^u-ciijwn   der  .Integrale  u  wird  also 


('f  <.,,..  ;fv.)-(o, 


,  0) 


wenn  die  Sitmmatimwn  -ii-lier  sämm  fliehe  von  den,  GrÖssenpaaren  (%,,  SQ) 
(§.  6)  verschkdeiic  gcvieinsehrijUtche  Wurzeln  der  Gleichung  F  —  0  und 
der  Gleichung  e1<pi  -f-  c3rp2  -f-  ■  •  ■  -f-  ep<pp  =  0  erstreckt  werden,  wobei 
die  Constanten  Grössen  c  beliebig  sind. 

Sind  e,,  £2,  .  .  .,  £,„  m  Punkte,  für  welche  eine  rationale  Function  % 
von  s  und  z,  die  m  mal  unendlich  von  der  ersten  Oidmmg  wird,  den- 
selben Werth  annimmt,  und  W1,  s„,  äfl   die  Werthe   von  ««,  s,  e   im 

Punkte  £,,,  so  ist  (§.  15)  (Eu^"*,  Eu^,  .  .  .,  EuJ-'1*)   congruent  einem 

constanten,  d.  h.  vom  Werthe  der  Grosse  £  unabhängigen  Grössen- 
systeme  (61;  b2>  ...,  bp),  und  es  kann  dann  für  jede  beliebige  Lage 
eines  Punktes  s  die  Lage  der  übrigen  so  bestimmt  werden,  dass 

$<rt....£v)  =  ft,...,W 

Man  kann  daher,  wenn  m  =  p,  (»,  —  blt  .  ..,  t(p  —  bp)  und,  wenn  jm  <  j), 

K-*JV"-& ,»„-*|V>-i,) 

für  jede  beliebige  Lage  des  Punkts  (s,  s)  und  der  p  —  m  Punkte  tj 
auf  die  Form  (—  E «,(r>,  ...,  —  2?aptv))  bringen,  indem  man  einen 
der  Punkte  e  mit  (s.  a)  zusannrictifalli.'.i;   iUsst,  und  folglich  ist 

# («,  -  2"'"'  -»»•■•. »'  -  2"'"'  - 1'> 
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für  jedwede  Werthe  des 
paare  (<?r,  £T)  gleich  0. 


Tl.    Theorie  der  Abel'suhen  Functionen.  129 

(s,  g)  und  der  p  —  m  Grössen- 


24 


Aus  der  Untersuchung  des  §.  22  folgt  als  Corollar,    dass    ein   be- 
liebig  gegebenes    Gröasensystem   (e1!..,!ep)   immer    einem    und    nur 

einem    Grössen  Systeme    von    der    Form   (Sa^,  .  .  .,  SaJ*1)   congruent 

ist,  wenn  die  Function  #■  (m,  —  <?,, . .  .,  up  —  ep)  nicht  identisch  ver- 
schwindet; denn  es  müssen  dann  die  Punkte  ij  die  p  Punkte  sein,  für 
welche  diese  Function  0  wird.  Wenn  aber  0,(w1t*')  —  e1; . . .,  UpW — ep) 
für  jeden  Werth  von  (sp,  zp)  verschwindet,  so  lässt  sich 


w 


-2"^ 


setzen  (§.  23),  und  es  lassen  sich    also  für    jeden   Werth    des  Grössen- 
paars   (ßp,  zp)  die   Crössenpaare   (sll  s^),  . . .,  {sp  —  i,  gp—i)   so   bestim- 


(**.,...,  *v)5 


und  folglich,  bei  stetiger   Aendürong  von  (s^,,  #p),   iJdun{ 


=  0  ist  für 

iE  =  1,  2,  . .  .,  p.  Die  p  GrÖssenpaare  (sy,  ßy)  sind  daher  p  von  den 
Grössenpaaren  fj1,,,  $<_,)  verschiedene  Wurzeln  einer  Gleichung  tp  =  0, 
deren  Coefficienten  so  sich  ändern,  dass  die  übrigen  p  —  2  Wurzeln 
constant  bleiben.  Bezeichnet  man  die  Werthe  von  m„  für  diese  p  —  2 
Werfchenpaare  von  s  und  g  durch  m„(*'  +  1>,  w„(*  +  a>, . . .,  w„(S-"-S);  so  ist 


,0) 


und  folglich 


Umgekehrt  ist,  wenn  diese  (..'oiignieiiz  stattfindet, 

9  («i«  —  e1?  . . . ,  «,W  -  e,)  =  *  (  §«iM,  ...,2  "i»W)  =  °- 
Ä  beliebig  gegebenes  Grömmxtixlr.m  fr, .  ....  c;(;)  -('s/  cifeo  wwr  Einem 
von   der   Form   (*£a1|,,,!  .  . . ,  ZJapW)  congnient,  wenn  es 
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nicht  einem  Grüssensydeme  von  der  Form,  ( —  Sa^,  ■  ■  ■,  —  -£  ap(^)  eon- 

(fruent  ist,  und  imendtieli-  vielen,  ienun,  dieses  st  all  lind  et. 

Da  9  («!  —  Eajri, ..  .,up  —  jj«pw) =#(■&<*! '^  —  uu  . . .,  Sa./f'>  —  %,), 

so  ist  %■  eine  ganz,  ähnliche  Function  wie  von  (s,  #)  auch  von  jedem 
der  }>  Grössenpaare  (<J„,  £«).  Diese  Function  von  (ö,,,  £,,)  wird  =  0  für  das 
YVerthenpaar  (s.  z)  und  für  die  den  Übrigen  p  —  1  Grössenpaaren  (ö,  £) 
durch  die  Gleichung  <p  =  0  verknüpften  |j  —  1  Punkte.  Denn  bezeichnet 
man  den  Wertli  von  u„  in  diesen  Punkten  mit  (V,  (U-^,...,  ßa'"-1',  so  ist 


(±< 


,  v  &«) = o,»  -  Vftw 


.^■»~i  =  w~- _£*.-•,■•■,■»-- -^k 


und  folglieh  •{>  =  0,  wenn  ^  mit  einem  dieser  Punkte  oder  mit  dem 
Punkte  (ä,  s)  zusammenfällt. 

25. 

Aus  den  bisher  entwickelten.  Eigenschaften  der  Function  &  ergiebf 
sich  der  Ausdruck  von  log  &  durch  Integrale  algebraischer  Functionen 
von  (*,  *),  (0l,  &),  ...,(&,  tP)- 

Die  Grösse  log  &  (i^W  —  I~a,('°,  . . .)  ~  log  *  fo«  —  i?«/"',  . .  .) 

ist,  als  Function  von  (<?„,  £(1j  betrachtet,  eine  Function  von  der  Lage 
des  Punkts  i]fl,  welche  im  Punkte  e1,  wie  —  log  (£,,  —  s1),  im  Punkte  £2, 
wie  log  (£,/,  —  £^)  unstetig  wird  und  auf  der  positiven  Seite  einer  von 
t,  nach  t3  zu  ziehenden  Linie  um  2%i,  auf  der  positiven  Seite  der 
Linie  bv  um  2  (u-rm  —  u„^)  grösser  ist,  als  auf  der  negativen,  ausser 
den  Linien  b  und  der  Verbindungslinie  von  £t  und  %  aber  allenthalben 
stetig  "bleibt.  Bezeichnet  nun  ■BrW(«1,  ss)  irgend  eine  Function  von 
(%  £«)>  welche  ausser  den  Linien  b  ebenso  unstetig  ist  und  auf  der 
einen  Seite  einer  solchen  Linie  ebenfalls  um  eine  Constante  grösser 
ist,  als  auf  der  andern,,  so  unterscheidet  sie  sich  (§.  3)  von  dieser  nur 
um   eine    von  (<?„,   £,,)    unabhängige    Grösse,    und    folglieh    ist    sie    von 

£TS<f>  (elt  £s)  nur  um  eine  von  sämmtliehen  Grössen  fe.  £)  unabhängige 

und  also  bloss  von  (slt  St)  und  (.%,  z.2)  abhängende  Crosse  verschieden. 
a^fcu  Eä)  drückt  den  Werth  einer  Function  "ST  (s1,  sB)  des  §.  4  für 
(s,  #)  =  (ö,„  £„)  aus,  deren  Periodic itätsmodnln  an  den  Schnitten  a 
gleich  0  sind.     Aendert  man  diese  Function  um    die  Constante  c,  so 

ändert  sich  2sW(f|,  s2)  um  ^)ß;  man  kann  daher,  wie  für  die  Folge 
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geschehen  soll,  die  additive  Constante  in  der  Function  TS  (zlt  ts)  oder 
den  Anfangswerth  in  dem  sie   darstellenden    Integrale    dritter    Gattung 

so  bestimmen;  dass  log  it(3)  —  i0g  ^.(n  =  £■&&)  (sl}  e^.   Da  &  von  jedem 

der  Grössenpaare  (ö,  £)  auf  ähnliche  Art,  wie  von  (s,  s)  abhängt,  so 
kann  die  Aenderung  von  log  %■,  wenn  irgend  eins  der  Grössenpaare 
(s,  i),  (tfj,  £,),  ...,  (ap,  £p)  eine  endliehe  Aenderung  erleidet,  während 
die  übrigen  constant  bleiben,  durch  eine  Summe  von  Functionen  "w 
;i.!.i!>ge  drückt  werden.  Offenbar  kann  man  also,  indem  man  nach  und 
nach  die  einzelnen.  Grössenpaare  (s,  g),  (e,,  &),  ■■•,  (?/>>  ti>)  ändert, 
log  &    ausdrücken    durch   eine   Summe    von    Functionen   TS  und 

iog*(o,  o, ...,  o) 

oder  dem  Werth  von  log  &  für  ein  beliebiges  anderes  Werthen- 
system.  Die  Bestimmung  von  log  &  (0,  0,  ...,  0)  als  Function  der 
3  p  —  3    Moduln    des    Systems     rationaler    Functionen    von    s    und    s 

(§.  12)  erfordert  ähnliche  Betrachtungen,  wie  sie  von  Jacobi  in  seinen 
Arbeiten  über  elliptische  f'm.i.et.ionen  -/.uv  Bestimmung  von  ö  (0)  ange- 
wandt worden  sind.  Man  kann  dazu  gelangen,  indem  man  mit  Hülfe 
der  Gleichungen 

dap./L         dvp*  da/,,,,'       '    ov,,dvp'    ' 

wenn  fi  von  ft'  verschieden  ist,  die  Oift'erenüal Quotienten  von  log  # 
nach  den  Grössen  a  in 

durch  Integrale  algebraischer  Vunetionen  ausdrückt.  Für  die  Aus- 
führung dieser  Keclmung  scheint  jedoch  eine  ausführlichere  Theorie 
der  Functionen,  welche  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  alge- 
braischen Coeineienten  genügen,  nöt.liig.  die  ich  nach  den  hier  ange- 
wandten Principien  nächstens  y.u  liefern  beabsichtige. 

Ist  (ss,  #a)  unendlich  wenig  von  (su  z^)  verschieden,  so  geht 
Uffa,  sa)  über  in  dglt(f.,)f  worin  t  fo)  ein  Integral  zweiter  Gattung 
einer  rationalen  Function  von  s  und  s  ist,  welches  in  £t  wie  — — — —  un- 
stetig wird  und  an  den  Schnitten  a  den  Periodicitätsinodul  0  hat;  und 
es  ergiebt  sich,  dass  der  Periodicitätsmodul  eines  solchen  Integrals  an 

dt**? 
dem  Schnitte  6»  gleich  2        '    ist  und    die    Jntegmtiouseoristante   sieh 

so    bestimmen    lässt,    dass   die    Summe    der  Werthe    von   ( (s,)   für   die 

p  Werthenpaare  (fl1;  gj;  . . .,  (ap,  fc)  gleich  81°g*w  wjra.   Es  ist  dann 
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? —  gleich  der  Summe  der  Wertlie  von  t  {ijfl)  für  die  den  p  —  1 
von  (a/lt  g,t)  verschiedenen  Gross  enpaaren  (ö,  f)  durch  die  Gleichung 
<p  =  0  verknüpften  p  ■ —  1  Werthenpaare  und  für  das  Wert.henpa.tir 
(s,  £),  und  man  erhält  für 

^  iv  +  t1  ^f'-  Äfc  =  <J  log  <*■-, 

einen  Ausdruck,  welchen  Weierstrass  für  den  Fall,  wenn  s  nur-  eine 
zweiwerthige  Function  von  z  ist,  gegeben  hat  (Journ.  für  Mathem. 
Bd.  47  S.  300  Form.  35). 

Die  Eigenschaften  von   TS  (s, ,  s2)  und   t  (eJ   als  Functionen    von 

(su  Sj)  und  (&,,  ,s3)  ergeben,  sich   aus  den  Gleichungen 

*  («I ,  «•)  —  }  (l«g  *  («L™  -i>«.  ,-..)-  10g  *  (V15  -**,...)) 

Ulld  i  f,  1  =  1  glflgg^W-pw.,...) 

welche  in  den  obigen  Ausdrücken  für  log  ö1'3*  —  log  9,,l)  und  — :f-— 
als .  specielle  Fälle  enthalten  sind. 

26. 

Es  soll  jetzt  die  Aufgabe  behandelt  werden,  iilgebrnische  Functionen 
von  s  als  Quotienten  zweier  Producte  von  gleich  vielen  Functionen 
&  (%  —  elr  .  .  .)  und  Potenzen  der  Grössen  c"  darzustellen. 

Ein  solcher  Ausdruck  erlaugt  bei  den  Oebergüngen  von.  (s,  s)  über 
die  Querschnitte  constante  Factoren,  und  diese  müssen  Wurzeln  der 
Einheit  sein,  wenn  er  algebraisch,  von  '  abhängen  und  also  bei  stetiger 
Fortsetzung  für  dasselbe  ä  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  an- 
nehmen soll.  Sind  alle  diese  Factoren  ftte  Wurzeln  der  Einheit,  so 
ist  die  ftte  Potenz  des  Ausdrucks  eine  einwerthige  und  folglich  ratio- 
nale Function  von  s  und  s. 

Umgekehrt  lässt  sieh  leicht  zeigen,  dass  jede  algebraische  Function 
r  von  s,  die  innerhalb  der  ganzen  Flüche  .7"  stetig  fortgesetzt,  allent- 
halben nur  einen  bestimmten  Werth  annimmt  und  beim"  Heberst  brei- 
ten eines  Querschnitts  einen  eon stauten.  l'actor  erlangt,  sieb  auf  man- 
nigfaltige Art  als  Quotient  zweier  Producte  von  ^-Functionen  und 
Potenzen  der  Grössen  e"  an sd rücken,  lässt.  Man  bezeichne  einen 
Werth  von  ti,,  für  r  =  oo  durch  ßf,  und  für  r  =  0  durch  y^  und 
nehme  log  r,  indem  man  von  jedem  Punkte,  wo  r  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung  wird,  nach  je  einem  Punkte,  wo  r  unendlich  klein 
von  der   ersten   Ordnung  wird,   eine  Linie    durch  das  Innere  von   T' 
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zieht,  ausser  diesen  Linien  in  T'  allenthalben  stetig  an.  Ist  dann 
logr  auf  der  positiven  Seite  der  Linie  b,.  um  g,2iti  und  auf  der  posi- 
tiven Seite  der  Linie  o»  um  —  h,2m  grösser,  als  auf  der  negativen, 
so  ergiebt  sich  durch  die  Betrachtung  des  Ikgren/inigidutegrals/logriZM,, 
Sy„  —  2ßP  =  g,ai  +  SKa^ 

für  fi  =  1,  2,  .  .  . ,  p,  worin  gv  und  h,.  nach  dem  oben  Bemerkten 
rationale  Zahlen  sein  müssen  und  die  Summen  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichung  über  sämmtliche  Funkte,  wo  r  unendlich  klein  oder 
unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  wird,  auszudehnen  sind,  indem 
man  einen  Punkt,  wo  r  unendlich  klein  «der  unendlich  gross  von  einer 
höheren  Ordnung  wird,  als  aus  mehreren  solchen  Punkten  bestehend 
betrachtet  (§.  2).  Wenn  diese  Punkte  bis  auf  p  gegeben  sind,  so 
lassen  sieh  diese  p  immer  und  allgemein  zu  reden  nur  auf  eine  Weise 
so  bestimmen,  dass  die  2p  Factoren  e9v  "*,  c  "  gegebene  Werthe 
annehmen  (§§.  15,  24). 

Wenn  man  nun  in  dem  Ausdrucke 
V      —■ZZfivUv 

worin  P  und  Q.  Producte  von  gleich  vi  eleu  l'\mcl:ionen  ft  (%  —  Xa^, . . .) 
mit  demselben  (s,  s)  und  verschiedenen  (ff,  g)  sind,  die  Werthenpaare 
von  s  und  #,  für  welche  r  unendlich  wird,  für  Grössenpaare  (ff,  £)  in 
den  ^--Functionen  des  Nenners  und  die  Werthenpaare,  für  welche  r 
verschwindet,  für  Grössenpaare  (ff,  £)  in  den  O-Functionen  des  Zählers 
substituirt  und  die  übrigen  Grössen paare  (ff,  £)  im  Nenner  und  im 
Zähler  gleich  annimmt,  so  stimmt  der  Logarithme  dieses  Ausdrucks 
in  Bezug  auf  die  Un Stetigkeiten  im  Innern  von  T'  mit  log  r  überein 
und  ändert  sich  beim  Ueberschreiten  der  Linien  a  und  b,  wie  log  r, 
nur  um  rein  imaginäre  längs  diesen  Linien  constanfce  Grössen;  er 
unterscheidet  sich  also  von  log  r  nach  dem  Dirichlet'schen  Princip 
nur  um  eine  Oonstante  und  der  Ausdruck  seihst  von  r  nur  durch 
einen  eonstanten  Factor.  Bei  dieser  Substil.ution  darf  selbstredend 
keine  der  -^-Functionen  identisch,  für  jeden  Werth  von  .-■,  verschwin- 
den. Dieses  würde  geschehen  (§  28.),  wenn  sämmtliche  Werthenpaare, 
für  welche  eine  einwerthige  Function  von  (s,  s)  vorschwindet,  für 
Grössenpaare  (ff,  £)  in  einer  und  derselben  ^-Function  substituirt 
würde!]. 

27. 
Als  Quotient  zweier  ^-Functionen,  luultiplicirt  mit  Potenzen  der 
Grössen  e",  lässt  sich  demnach  eine  einwerthige  oder  rationale  Function 
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von  (s,  i)  nicht  darstellen.  Alle  Functionen  r  aber,  die  i 
Wertlieirpaar  von  S  und  Z  mehrere  Werthe  annehmen  und  nur  für  p 
oder  weniger  Werthenpaare  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wer- 
den, sind  in  dieser  Form  darstellbar  und  umfassen  alle  in  dieser  Form 
darstellbare i.i  algebraischen  Functionen  von  g.  Man  erhält,  abgesehen 
von  einem  constanten  Factor,  jede  und  jede  nur  einmal,  wenn  man  in 

9(v,,  ... ,  vp) 

für  hv  und  </v  rationale   ächte  Ht'iiche  und  ■■«,,  —  2Ja, (,,)  für  v-,  setzt. 

Diese  Grösse  ist  zugleich  eine  algebraische  .Function  von  jeder 
der  Grössen  £  und  die  (im  vor.  §,)  entwickelten  Pri.ueipien  reichen 
völlig  hin,  um  sie  durch  die  Grossen  g,  i.l,...,t,p  algebraisch  aus- 
zudrucken. 

In  der  That;  Als  Function  von  (s,  e)  nimmt  sie,  durch  die 
ganze  Fläche  T'  stetig  fortgesetzt,  allenthalben  einen  bestimmten 
Werth  an,  wird  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  für  die  Werthen- 
paare (ff;,  £x),  .  .  .,  (<JP!  tp)  und  erlangt  an  dein  Schnitte  a,.  beim  Ueber- 
gange    von    der   positiven   zur    negativen    Seite    den    Factor  e  ,    an 

dem  Schnitte  1>„  den  Factor  e  ;   und  jede   andere   dieselben   Be- 

dingungen erfüllende  Function  von  (s,  g)  unterscheidet  wich  von  ihr 
nur  durch  einen  von  (s,  g)  unabhängigen  Factor.  Als  Function  von 
(fy,  tp)  nimmt  sie,  durch  die  ganze  Fläche  T'  stetig  fortgesetzt,  allent- 
halben einen  bestimmten  Werth  an,  wird  unendlich  von  der  ersten 
Ordnung  für  das  Werthenpaar  (s,  s)  und  für  die  den  übrigen^)— 1  Grössen- 
paaren  (ff,'  g)  durch  die  Gleichung  rp  =  0  verknüpften  p  —  1  Werthen- 
paare (ö,"'*,  g/'*'),  ...,  (pp-i,  Sß-i)  und  erlangt  an  dem  Schnitte  a, 
den  Factor  e  '''  "*,  an  dem  Schnitte  by  den  Factor  (pv  **;  und  jede 
andere  dieselben  Bedingungen  erfüllende  Function  von  (ö„,  f^)  unter- 
scheidet sich  von  ihr  nur  durch  einen  von  (sfl,  £„)  unabhängiger] 
Factor.    Bestimmt  man  also  eine  algebraische  Function  von  S,  £1;  .  .  .,  %f 

f((s,  »);(«,,  SO,...,  (%,U) 
so,  dass  sie  als  Function  von  jeder  dieser  Grossen  dieselben  Eigen- 
schaften besitat,  so  unterscheidet  sie  sich  von  dieser  nur  durch  einen 
von  sämmtlichen  Grössen  %,  £1;  .  .  .,  %p  unabhängigen  Factor  und  wird 
also  =  Af,  wenn  A  diesen  Factor  bezeichnet.  Um  diesen  Factor  zu 
bestimmen,  drücke  man  in  /'  die  von  (ff,,,  £,,)  verschiedenen  Grössen- 
paare  (<?,  £)  durch  (p^\  f,"0),  . ..,  (<4-i,  gjÜ)  aus,  wodurch  er  in 
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»((«,.,  ü;  (», »),  («.*'.  f.»),  ••■,  («Ä.  {£.)) 

übergebe;  oiVonhar  erhält  man  dann  den  inversen  Werth  der  darzu- 
stellenden Function  und  also  einen  Ausdruck,  welcher  =  -j-,  sein  muss, 
wenn  man  in  Ag  für  (ff,,,  £,,)  das  Gröasenpaar  (s,  s)  und  für  die 
ürössenpaare  (s,  z),  (o^'K  i^),  -■-,  (,Sp-i,  t^-i)  die  Wertheupaare 
von  (s,  s)  substituirfc,  für  welche  die  darzustellende  bunction  und  also 
f=0  wird.  Hieraus  orgiebt  sich  A?  und  also  A  bis  auf  das  Vor- 
zeichen, welches  durch  dirccte  Betrachtung  der  &  -Reihen  in  dem  dar- 
zustellenden Ausdrucke  gefunden   werden  kann.*) 


*)  Ucber  die  Form  der  algebraischen  Function  f  mögen  noch  einige  Beraer 
kungen  folgen.  Ist  n  der  kleinste  gemein achaftliche  Nenner  der  Grössen  fc„  und 
gv,  so  ist  die  mte  Poteius  von  f  eine  einwerthige  Function  sowohl  von  (s,  *)  ah 
von  saramtUcheu  Größen  paaren  {a,  £)  und  folglich  f  die  «te  Wurzel  aus  einei 
rationalen  Function.  Diese  rationale  Function  muss  als  Function  von  (s,  s)  so  be- 
stimmt worden,  dass  sie  für  die  p  Gtrösienpaare  (fl,  l)  unendlich  von  der  wter 
Ordnung  wird,  nnd  dass  von  den  »p  Punkten,  für  welche  sie  unendlich  kleir 
wird,  ebenfalls  je  n  zusammenfallen. 

Ist  l  irgend  eine  Fnnotiou  von  (s,  s)  welche  an  den  Querschnitten  dieselber 
Factoren  erlangt,  wie  f  und  bezeichnet  lp  den  Werth  dieser  Function  für  dai 
Werthenpaar  (<u,,  tu),  so  ist  f.  Z_1  X,  l,  .  .  .  Xp  eine  rationale  Function  y  vor 
8,   s  und  sämmtlichen  Grössen  (o,  p);  also: 

,=      qI 

1        T,  \...  I,,   ' 

[Bemerkung  aus  den  in  lliBmann'fi  "XiK-lilii.^s  b(;liiidli<'li<;ti  Entwürfen  zur  vor- 
stehenden AüliaiidlmiH-. } 
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VII. 

Ueber  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer 
gegebenen  Grösse. 

(Monatsberichte  dnr  Tlcrlinm-  Aliatoni«,  November  1859.) 

Meinen  Dank  für  die  Auszeichnung,  welche  mir  die  Akademie 
durch  die  Aufnahme  unter  ihre  Corres-pondenten  hat  zu  Theil  werden 
lassen,  glaube  ich  am  besten  dadurch  zu  erkennen  zu  geben,  dass  ich 
von  der  hierdurch  erhaltenen  Erlaubnis«  baldigst  Gebrauch  mache 
durch  Mittheilung  einer  Untersuchung  Über  die  Häufigkeit  der  Prim- 
zahlen; ein  Gegenstand,  welcher  durch  das  Interesse,  welches  Gauss 
und  Dirichlet  demselben  lungere  Zeit  geschenkt  haben,  einer  solchen 
Mii.tlh'ilung  vielleicht  nicht  ganz  unwerth  erscheint. 

Bei  dieser  Untersuchung  diente  mir  als  Ausgangspunkt  die  von 
Euler  gemachte    Bemerkung,  dass  das  Product 


n- 


wenn  für  p  alle  Primzahlen,  für  n  alle  ganzen  Zahlen  gesetzt  werden. 
Die  Function  der  Komplexen  Veränderlichen  s,  welche  durch  diese 
beiden  Ausdrücke,  so  lange  sie  convergiven,  dargestellt  wird,  bezeichne 
ich  durch  %{s).  Beide  convergiren  nur,  so  lange  der  reelle  Theil  von 
s  grösser  als  1  ist;  es  lässt  sich  indess  leicht  ein  immer  gültig  blei- 
bender Ausdruck  der  Function  linden.    Durch  Anwendung  der  Gleichung 


t  zunächst 

BL 
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VII.     Uebei-  dir:  Au^ii.kl  O.i-.v  l'rim zahlen  etc. 
Retrachtet  man  nun  das  Integral 


von  +  oo  bis  +  00  positiv  um  ein  Grössengebipi:  erstreckt,  welches 
den  Werth  0,  aber  keinen  andern  Unstetigkcits  werth  der  Function 
unter  dem  Integralzeichen  im  Innern  enthält,  so  ergiebt  sieh  dieses 
leicht  gleich 


(« ""  -e"")  j      e„_1 


2sinrcs  n(s- 

das  Integrt 

1!  in 

der  eben  a 

Die  hc 

Gleic 

hung  giebt 

beliebige  e 

ompl 

exe  s  und  z 

liehen  Wei 

übe 

sehwindet. 

,  ,  gleich  e 

Wenn 

der 

reelle  Tlieil 

positiv  um 

das: 

ingegebene 

gebiet  welches  i 

jimmlKche 

werden,  d; 

1  das 

Integral   d 

vora.nsgejel.zt,  dass  in  der  vieldeutigen  Function  (~x)'~  '  =  Cu~ ^'"sl—  *) 
der  Logarithmus  von  —  2;  so  bestimmt  worden  ist,  dass  er  für  ein 
negatives  x  reell  wird.     Man  hat  daher 

gegebenen  Bedeutung  verstanden. 
mii  den  Werth  der  Function  £  (s)  für  jedes 
igt,  dass  sie  einwerthig  und  für  alle  end- 
■  1,  endlich  ist,  so  wie  auch,  dass  sie  ver- 
tier negativen  geraden  Zahl  ist, 
sil  von  s  negativ  ist,  kann  das  Integral,  statt 
(rössengebiet  auch  negativ  um  das  Grössen- 
srigen  complexen  Grössen  enthält  erstreckt 
rch  Werthe  mit  unendlich  grossem  Modul 
dann  unendlich  klein  ist.  Im  Innern  dieses  t'rössengeliiets  aber  wird 
die  Function  unter  dem  Integralzeichen  nur  mi -stetig,  wenn  x  gleich  einem 
ganzen  Vielfachen  von  Hz  ^^i  wird  und  das  Integral  ist  daher  gleich 
der  Summe  der  Integrale  negativ  um  diese  Werthe  genommen.  Das 
Integral  um  den  Werth  n2sti  aber  ist  =  (—  n  %%%)"  ~ 1  (—  2iti), 
man  erhält  daher 

2  sin  res  J7(s  —  1)  g(s)  =  (2»)'-S»1-1  ((—  i)'-'  +**-1), 
also   eine   Relation   zwischen   g  (s)  und  § (1  —  3),  welche  sich  mit  Be- 
nutzung bekannter  Eigenschaften   der  Function  II  auch  so  ausdrücken 
las  st: 

bleibt  ungeändert,  wenn  s  in  1  —  s  verwandelt  wird. 

Diese  Eigenschaft  der  Function   veranlasste    mich  statt  U  (s  —  t) 
das  Integral    n(— 1)  in  dem  allgemeinen  Gliede  der  Reihe   ^  — 
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einzuführen,  wodurch  man  einen,  solir  bequemen  Ausdruck  der  Function 
:(*)   erhält.     In  der  That  hat  man 

also,  wenn  man 

2 .-""-+ (?) 

setzt, 

a\i  —  M  *^T  5  00  =   /  *  (*)  a;^"-1  &», 
oder  da 

2  *  (jb)  +  1  =  aT  T  (2  «1  ß\  +  l)  ,    (J  acobi,  Fund.   8.  184) 

+  4    /     (   X      3       ^2"~1J  ($31 

=  ^.^Tj  +  J  *  0)  (^_I  +  x_1  B  0  ,te 
Ich  setze  nun  s  =  ^  +  ti  und 

77(i)(»-l)*-TE(s)_|((), 
so  dass 

6  CO  —  4  —  <**  +  i)J  *  <»^~~*"  ooB(i*loga)  ^ 

oder  auch 

g  (*)  =  4    /  -£^'d*'w)-  «-T  cos  (i  *  log 3=)  dx, 

Diese  Function  ist  für  alle  endlichen  Werthe  von  t  endlich,  und 
lässt  sich,  nach  Potenzen  von  tt  in  eine  sehr  schnell  convergirende 
Reihe  entwickeln.  Da  für  einen  Werth  von  s,  dessen  reeller  Bestand- 
tlieil   grösser  als   1  ist,  log  %  (s)  =  —  £  log  (1  —  p~  ')   endlich  bleibt 

und  von  den  Logarithmen  der  filin^en  Faci.oren  von  ij  (t)  dasselbe  gilt, 
so  kann  die  Function  5  \t)  nur  verschwinden,  wenn  der  imaginäre 
Theil   von   t  zwischen  £ i  und  —  \i  liegt.     Die   Anzahl   der   Wurzeln 

von  i;  (/)  =  (').  deren  reeller  Theil   /wischen   0  und    '/'  hegt,  ist,  etwa. 
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denn  das  Integral  fd\og'£,(t)  positiv  um  den  Inbegriff  der  Werthe 
von  t  erstreckt,  deren  imaginärer  Thuil  zwischen  \i  und  —  \i  und 
deren  reeller  Theil  zwischen  0  und  T  liegt,  ist  (bis  auf  einen  Brueh- 
theil  von  der  Ordnung  der  Grosse  -,-,-)  gleich  l'J'  log     -  —  T \  i;  dieses 

Integral  aber  ist,  gleich  der  Anzahl  der  in  diesem  Gebiet  liegenden 
Wurzeln  von  |(()  =  0,  multiplieirt  mit  2iii.  Man  findet  nun  in  der  That 
etwa  so  viel  reelle  Wurzeln  innerhalb  dieser  Grenzen,  und  es  ist  sehr 
wahrscheinlich,  dass  alle  Wurzeln  reell  sind.  Hiervon  wäre  allerdings 
ein  strenger  Beweis  zu  wünschen;  ich  habe  indess  die  Aufsuchung 
desselben  nach  einigen  flüchtigen  vergeblichen  Versuchen  vorläufig  bei 
Seite  gelassen,  da  er  für  den  nächsten  Zweck  meiner  Untersuchung 
entbehrlich  schien. 

Bezeichnet  man  durch  a  jede  Wurzel  der  Gleichung  £(«)  —  0,  so 
kann  man  log  jj  (t)  durch 


51°g(l-^)  +  l°gS(0) 


ausdrucken;  denn  da  die  Dichtigkeit  der  Wurzeln  von  der  Grosse  t 
mit  t  nur  wie  log  -  ■■■■  wächst,  so  convergirt  dieser  Ausdruck  und  wird 
für  ein  unendliches  t  nur  unendlich  wie  (log*;  er  unterscheidet  sieh 
also  von  Iog(j(Y)  um  eine  Function  von  tt,  die  für  ein  endliches  t 
stetig  und  endlich  bleibt  und  mit  tt  dividirt  für  ein  unendliches  (  un- 
endlich klein  wird.  Dieser  Unterschied  ist  folglich  eine  (Jon staute, 
deren  Werth  durch  Einsetzung  von  t  =  0  bestimmt  werden  kann. 

Mit  diesen  llülfsmlüeln  lässt  sich  nun  die  Anzahl  der  Primzahlen. 
die  kleiner  als  X  sind,  bestimmen. 

Es  sei  F(x),  wenn  x  nicht  gerade  einer  Primzahl  gleich  ist,  gleich 
dieser  Anzahl,  wenn  aber  x  eine  Primzahl  ist,  um  \  grösser,  so  dass 
für  ein  x,  bei   welchem  Fix)   sich  sprungweise  ändert, 

j^  _*<*+» +  *«■-<». 

Ersetzt  man  nun  in 
logg(s)  =  —  Zlog  (1  —p—)  =  2p—  +  i£p-is  4-  ^SJT"  +  •  ■  ■ 

p— *  durch  s   /  x~ "~  1dx,  p~2!  durch  s  j  x~"~'(lx, . . ., 
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so  erhält  man 


ÜSiW_  ff(x)x—  H 


F(*)  +  iF(xi)  +  iF(xl)  +  --- 

durch  fix)  bezeichnet. 

Diese  Gleichung  ist  gültig  für  jeden  eonrplexen  Werth  a  -(-  b i  von 
s,  wenn  »>  1.     Wenn  aber  in  diesem  Umfange  die  Gleichung 


g(s)  =    I  h(x)  x~'d  log  x 


gilt,  so  kann  man  mit  Hülfe  des  Fourierscheu  Satzes  die  Function  h 
durch  die  Function  ij  ausdrücken.  Die  Gleichung  zerfällt,  wenn  h(ss) 
reell  ist  und 

g («  +  SO  _ ff,  (6)  +  ig,(b), 
in  die  beiden  folgenden: 

#i  C1)  =  /  A(a;)ai—  "  cos  (6  log  x)  d  log  x; 

■ig3(b)  =  —  i  f  li(x)x~ "  sin  (b  log  x)  rflog  x. 

Wenn  man   beide  Gleichungen   mit. 

(cos  (b  log  y)  -\-  i  sin  (b  log  y))  db 

multiplicirt  und  von  —  oo  bis  +  oo  integrirt,  so  erhält  man  in  beiden 
auf  der  rechten  Seite  nach  dein  Fourier'sclieo  Satze  7th(i/))j—a>  also, 
wenn  man  beide  Gleichungen   addirt  und  mit  iy"  nmltiplieirt 


2«i4(ff)  ~Jg(s)p; 


ds, 


worin  die  Integration  so  auszuführen  ist,  dass  der  reelle  Theil  von  s 
constant  bleibt. 

Das  Integral  stellt  für  einen  Werth  von  y,  bei  welchem  eine 
sprungweise  Aenderung  der  Function  h(y)  stattfindet,  den  Mittelwerth 
aus  den  Werthen  der  Function,  h  zu  beiden  Seiten  des  Sprunges  dar. 
Bei  der  hier  vorausgesetzten  liestiminungs  weise  der  Function  f(x) 
besitzt  diese  dieselbe  Eigenschaft,  und  man  hat  daher  völlig 
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Für  log   %  kann  man  nun  den  früher  gefundenen  Ansdnirk 

flog*  -  log  [s -  1)  -  log  n  (j)  +  2°  log  (l  +  ^^1)  +  log |(0) 

substit.uii/en;  diu  .1  iili'^rnlo  der  ein/jelnen.  Glieder  dieses  Ausdrucks 
würden  aber  dann  ins  Unendliche  ausgedehnt  nicht  eouvergiren,  wes- 
halb es  zweckmässig  ist:,  die  Gleichung  vorher  durch  partielle  Inte- 
gration in 


«*)■ 


/"- 


Snt  log« 
umzuformen. 
Da 

-  log  Jt({)  =  lim  C£  log  (l  +  --)  -  |-  log  mV 
für  m  —  <x>,  also 

d~logll(~)  »     <z  i  log  (l  +  ^) 

_       s  W  =   Kl         3  x  3w/ 

so   erhalten  dann  sammt-llehe  (Hieder  des  Ausdruckes  für  /'(:/:)  mit  Aus- 
nahme von 

Si  J^f~  1»S  E(0)»  *»  -  log  «0) 

die  Form 

+  -^H-     /  V  — -7 — ^a**a 

— -   2mt  log  x  ■->_      .  du 

Nun  ist  aber 

'(i-(-f))        , 

dp      ""  (P -»)!»' 

und,  wenn  der  reelle  Theil  von  s  grösser  als  der  reelle  Theil  von  ß  ist, 

o+coi 

1  xß~xdx, 


2,iJ      (ß-,)f  f  J    " 


/Google 


142  VIT.     Uebüi-  diu  AiikliIiI  der  Priuuäitfilen 

oder 

jo  nachdem  der  reelle  Theil  von  ß  negativ  oder  positiv  ist.     Man  hat 
daher 

2jij  log  x  •/_ioi  äs 

=    I    -, dx  -\-  eonst.  im  ersten 

J      log  x  1 

und 

r  g.P  - 1 

=    I    -r- dx  +  const.  im    zweiten    Falle. 

J      log  *  ' 

Im  ersten  Falle  bestimmt  sich  die  [ntegrationseonstante,  wenn 
man  den  reellen  Theil  von  ß  negativ  unendlich  werden  lässt;  im 
zweiten  Falle  erhalt  das  Integral  von  0  bis  x  um  2iti  verschiedene 
Werthe,  je  nachdem  die  Integration  durch  complexo  Werthe  mit  posi- 
tivem oder  negativem  Arcus  geschieht,  und  wird,  aui'  jenem  Wege  ge- 
nommen, unendlich  klein,  wenn  der  Coefficient  von  j  in  dem  Werthe 
von  ß  positiv  unendlich  wird,  auf  letzterem  aber,  wenn  dieser  Coef- 
ficient negativ  unendlich  wird.  Hieraus  ergiel.it  sieh,  wie  auf  der  linken 
Seite  log  (l  — öj  zu  bestimmen  ist,  damit  die  Integrationsconstante 
wegfallt. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  den  Ausdruck  von  f(x)  er- 
hält man 

fix)  -  Li  (*)  -  Z"  (Li  (*++"*)  +  Li  (i*— 0) 


+  /"  = 


r^  +  i»gK»). 


wenn  in  Sa  für  a  summ  tli  ehe  positiven,  (oder  einen  positiven  reellen 
Theil  enthaltenden)  Wurzeln  der  Gleichung  £  (k)  =  0,  ihrer  Grösse 
nach  geordnet,  gesetzt  werden.  .Ks  lügst  sieh,  mit  Hülfe  einer  ge- 
naueren Discussion  der  Function  £,  leicht  zeigen,  dass  bei  dieser  An- 
ordnung der  Werth  der  Reihe 
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i'i ti ('.<;)■  eimri-  {•■(■«ji^icui'L)   i  ri'iJiJsu. 

2  (Li  (xi  +  a<)  -f  Li  (a*-"'"))  log  x 
mit  dum  Gren /.werth,  gegen  welchen 


J       '  -  —äs 


x"ds 


bei  unaufhörlichem  Wachsen  der  Grösse  b  convergirt,  übereinstimmt: 
durch  veränderte  Anordnung  aber  wurde  sie  jeden  beliebigen  reellen 
Werth  erhalten  können. 

Aus  f{x)  findet  sich  F{x)  mittelst  der  durch  Umkehrirng  der 
Relation 

sich  ergebenden  Gleichung 

worin  für  m  der  Reihe  nach  die  durch  kein  Quadrat  ausser  1  theil- 
baren  Zahlen  zu  setzen  sind  und  /x  die  Anzald  der  Primi'actoren  von 
tu  bezeichnet, 

Beschränkt  man  2"  auf  eine  endliche  Zahl  von  Gliedern,  so  giebt 
die  üerivirte  des  Ausdrucks  für  f(x)  oder,  bis  auf  einen  mit  wachsen- 
dem x  sehr  schnell  abnehmenden  Theil, 

log  x  log  X 

einen  angenäherten  Ausdruck  für  die  Dichtigkeit  der  Primzahlen  -j- 
der  halben  Dichtigkeit  der  Primzablquadrate  -j-  -\  von  der  Dichtigkeit 
der  Primzahleuben  u.  s.  w.  von  der  Grosse  x. 

Die  bekannte  Näherungsformel  Fix)  =  Liix)  ist  also  nur  bis 
auf  Grössen  von  der  Ordnung  x^  richtig  und  giebt  einen  etwas  zu 
grossen  Werth;  denn  die  nicht  periodischen  Glieder  in  dem  Ausdrucke 
von  F(x)  sind,  von  Grössen,  die  mit  x  nicht  in's  Unendliche  wachsen, 


Li  (x)  —  ^Li  (xi)  -  \  Li  (xi)  -  $  Li  (a*)  -f  £  Li  (#*) 

—  4-  Li  («+)  -\ 

In  der  That  hat  sich  bei  der  von  Gauss  und  Goldschmidt  vor- 
genommenen und  bis  zuä=  drei  Millionen  fortgesetzten  Vergleich mig 
von  Li  ix)  mit  der  Anzahl  der  Primzahlen  unter  x  diese  Anzahl  schon 
vom   ersten   Hunderttausend   an   stets  kleiner  als  JA  ix)  ergeben,  und 
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zwar  wächst  die  Differenz  unter  manchen  Schwankungen  allmählich  mit  x. 
Aber  auch  die  von  den  periodischen  Gliedern  abhängige  stellenweise 
Verdichtung  und  Verdiinnung  der  Primzahlen  hat  schon  bei  den  Zäh- 
lungen die  Aufmerksamkeit  erregt,  ohne  das 9  jedoch  hierin  eine  Ge- 
setzmässigkeit bemerkt  worden  wäre.  Bei  einer  etwaigen  neuen  Zäh- 
lung würde  es  interessant  sein,  den  Einfhiss  der  einzelnen  in  dem 
Ausdrucke  für  die  Dichtigkeit  der  Primzahlen  enthaltenen  periodischen 
Glieder  zu  verfolgen.  Einen  regelmäßigeren  Gang  als  Fix)  würde  die 
Function  f{x")  zeigen,  welche  sich  schon  im  ersten  Hundert  wehr  deutlich 
als  mit  Li  (x)  -\-  log  %  (o)   im  Mittel  übereinstimmend   erkennen  lässt. 
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vm. 

üpber  die  Fortpflan7.ung  ebener  Luftwellen  von  endlicher 
Schwingungsweite. 

(Aus  dem  achten  Danda  der  Abhandlungen  der  Königlichen   Gesellschaft  der. 
Wissenschaften  zu  Göttingen.    1860.) 

Obwohl  die  Differentialgleichungen,  nach  welchen  sich  die  Be- 
wegung der  Gase  bestimmt,  längst  aufgestellt  worden  sind,  so  ist 
doch  ihre  Integration  fast  nur  für  den  Fall  ausgeführt  worden,  wenn 
die  Druckverschiedenheiteu  als  nu endlich  kleine  Bruehtheile  des  ganzen 
Drucks  betrachtet  werden  können,  und  man  hat  sinn  bis  auf  die  neueste 
Zeit  begnügt,  nur  die  ersten  Potenzen  dieser  Bruch  (heile  zu  berück- 
sichtigen. Erst  ganz  vor  Kurzem  hat  Helmholtz  auch  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  mit  in  die  Rechnung  gezogen  und  daraus  die  objeetive 
Entstehung  van  Combinutiünstönen  erklärt.  Es  lassen  sieh  indess  für 
den  Fall,  dass  die  anfängliche  Bewegung  allenthalben  in  gleicher 
Richtung  stattfindet  und  in  jeder  auf  (lieser  Itiehtung  sc nk rechten  Ebene 
Geschwindigkeit  und  Druck  constant  sind,  die  exaeton  Differential- 
gleichungen vollständig  integriren;  und  wenn  auch  zur  Erklärung  der 
bis  jetzt  experimentell  fest  gestellten  Rhscheiinmgeu  die  bisherige  Be- 
handlung vollkommen  ausreicht,  so  könnten  doch,  bei  den  grossen 
Fortschritten,  welche  in  neuester  Zeit  durch  Helmholtz  auch  in  der 
experimentellen  Behandlung  akustischer  Fragen  gemacht  worden  sind, 
die  Resultate  dieser  genaueren  Rechnung  in  nicht  allzu  ferner  Zeit 
vielleicht  der  experimentellen  Forschung  einige  Anhaltspunkte  gewähren; 
und  dies  mag,  abgesehen  von  dem  theoretischen  Interesse,  welches  die 
Behandlung  nicht  linearer  partieller  Differentialgleichungen  hat,  die 
Mittheilung  derselben  rechtfertigen. 

Für  die  Abhängigkeit  des  Drucks  von  der  Dichtigkeit  würde  das 
Boyle'sche  Gesetz  vorauszusetzen  sein,  wenn  die  durch  die  Druck - 
Veränderungen  bewirkten  Temperaturverschiedenlielten  sich  so  schnell 
ausglichen,  dass  die  Temperatur  des  Gases  als  constant  betrachtet 
werden  dürfte.  Es  ist  aber  wahrscheinlich  der  Wärmeaustausch  ganz 
zu  vernachlässigen,  und  man  muss  daher  für  diese  Abhängigkeit  das 
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Gesetz  zu  Grunde  legen,  nach  welchem  sich  der  Druck  des  Gases  mit 
der  Dichtigkeit  lindert,   wenn  es  keine  Wurme  aufnimmt  oder  abgiebf. 

Nach  dem  Boyle'sehen  und  Gay-Luaaac'schen  Gesetze  ist,  wenn 
v  das  Volumen  der  Gewichtseinheit,  p  den  Druck  und  T  die  Tem- 
peratur von   —  27Ji"C  an  gerechnet  bezeichnet, 

log  p  -\-  log  v  =  log  T  -j-  const. 

Betrachten  .wir  hier  T  als  Function  von  p  und  V  und  nennen  die 
speeili.sehe  Wärme  bei  con.s  taute  m  Drucke  c,  hei  constantem  Volumen  c. 
beide  auf  die  Gewichtseinheit  bezogen,  so  wird  von  dieser  Gewichts- 
einheit, wenn  p  und  v  sich  um  dp  und  dv  ändern,   die   Wärmemenge 

BT  ,      .      ,  dT  ., 
c  w—  dv  -4-  c  —  dp 

dv  '  dp     * 

n         ,      3  log  T  3  log  T  . 

oder,  da  -,-■,     —  =  -~--,  —  =   1, 

'  o  log «  /)  log  ?>  ' 

r  (cdlogv  +  c  dlogp) 
aufgenommen.     Wenn   daher   keine  Wärmeaufnahme  statt) indet,    so  ist 
d\ogp  =  — ■  c.-  (Ülog«,  und  also,   wenn  man  mit  Poisson  annimmt, 
dass   das    Verhältnias    der   beiden   speeifischen   Wärmen,  -r  =  h   von 
Temperatur  und  Druck  unabhängig  ist, 

log  p  =  —  1c  log  v  -f-  const. 
Nach  neueren  Versuchen  von  Uegnault,  Joule  und  W.  Thomson 
sind   diese  Gesetze  für  Sauerstoff,  Stickstoff  und  Wasserstoff  und  deren 
Gemenge    unter    allen   darstellbaren  Drucken    und  Temperaturen   wahr- 
scheinlich sehr  nahe   gültig. 

Durch  Itegnault  ist  für  diese  Gase  eine  sehr  nahe  Anschmiegung 
an  das  Boyle'sche  und  Gay-Lussae'sche  Gesetz  und  die  Unabhängig- 
keit der  speeifischen  Wii.r.me  i:  von  Temperatur  und  Druck  festgestellt 
worden. 

Für  atmosphärische  Luft  fand  Eegnault 

zwischen  —     30°C  und  +     10°C     c  =  0,2377 
„        +     10°C     „     +  100°C    c  =  0,2379 
„         +  100°C     „     -f  21Ö(,C    c  =  0,2376. 
Ebenso  ergab  sich  für  Drucke  von  1  bis  10  Atmosphären  kein  merk- 
licher   Unterschied  der  spuci  tischen   Wärme. 

Nach  Versuchen  von  Itegnault  und  Joule  scheint  ferner  für 
diese  Gase  die  von  Clausius  adoptirte  Annahme  Mayers  sehr  nahe 
richtig  zu  sein,  dass  ein  bei  constauter  Temperatur  sieh  ausdehnendes 
Gas   nur   so    viel    Wärme    aufnimmt,    a]s    zur   Erzeugung    der    äusseren 


/Google 


von  endlicher  Schwingungsweite.  147 

Arbeit  erforderlich  ist.  Wenn  das  Volumen  des  Gases  sich  um  äv 
ändert,  während  die  Temperatur  eonstant  bleibt,  so  ist  r/logj')=  — dlog», 
die  aufgenommene  Wärm einenge  T  (c  —  c")  ä  log  v,  die  geleistete  Arbeit 
p<7».  Diese  Hypothese  giebt  daher,  wenn  A  das  mechanische  Aequi- 
valent  der  Wärme  bezeichnet, 

AT  (c  —  c')  d  log  w  =  #Ä« 

oder 

_  ,,'   _    JJti 
AT' 

also  von  Druck  und  Temperatur  unabhängig. 

Hienaeh  ist  auch  k  =  ■■'-  von  Druck  und  Temperatur  unabhängig 
und  ergiebt  sieb,  wenn  c  =  0,237733,  A  nach  Joule  =  424,55  Kilogr. 


=  7990m,267   angenommen  wird,  gleich  1,4101.     Die  Schallgeschwindig- 
keit in  trockner  Luft  von  0°C  beträgt  in  der  Secunde 


1/7990=267 .9m,8088  k 

und  würde  also  mit  diesem  Wertbe  von  k  gleich  332m,440  gefunden 
werden,  während  die  beiden  vollständigsten  Vers nebsreihen  von  Moll 
und"  van  Beck  dafür,  einzeln  berechnet,  :'>32m,Ö28  und  331m,867,  ver- 
einigt 332'", 271  geben  und  die  Versuche  von  Martins  und  A.  Bravais 
nach  ihrer  eignen  Berechnung  332m,37. 


1. 

Für's  erste  ist  es  nicht  nötbig  über  die  Abhängigkeit  des  Drucks 
von  der  Dichtigkeit  eine  bestimmte  Voranssetzung  zu  machen;  wir 
nehmen  daher  an,  dass  bei  der  Dichtigkeit  p  der  Druck  95(9)  sei,  und 
lassen  die  Function  tp  vorläufig  noch  unbestimmt. 

Man  denke  sich  nun  rechtwinklige  Coorcünaten  x,  y,  f.  eingeführt, 
die  ;e-Axe  in.  der  Richtung  der  Bewegung,  und  bezeichne  durch  q  die 
Dichtigkeit,  durch  p  den  Druck,  durch  u  die  Geschwindigkeit  für  die 
(Joordinate  x  zur  Zeit  t  und  durch  co  "ein  Element  der  Ebene,  deren 
Coordinate  a;  ist. 

Der  Inhalt  des  auf  dem  Element  a  stehenden  geraden  Cylinders 
von  der  Höhe  (ix  ist  da.nn  adx,  die  in  ihm  enthaltene  Masse  copdx. 
Die  Aenderung  dieser  Masse  wahrend  des  Zeile!  erneut»  dt  oder  die 
Grosse  o  J.Q  dl-  dx  bestimmt  sich  durch  die  in  ihn  einströmende  Masse, 
welche  =  —  a  -~  dx  dt  gefunden   wird.     Bire   Beschleunigung  ist 
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Üi  ~^~  u  da;  mi(^  ^e  ^r!|fti  welche  sie  in  der  Richtung  clor  positiven 
£-Axe  forttreibt,  =  —  =£  ro  dx  —  ■ —  <p'(l>)  r;  «  "'s,  wenn  g/(p)  die 
Derivirte  von  <p(p)  bezeichnet.  Man  hat  daher  für  p  und  u  die  beiden 
D  iff er  entialgleichu  n  gen 

dg  2pw        ■.        /du    .        9«\  ,,  ,  3p      , 

ä7  =  —  "Snr  und  ^  +  M  =  _,  «,  (p     .*   0der 


'*  (w  +  ME)  =  -<p'(?) 


'+  Ma2  =  ~  v'(p) 


9  löge 


.  9  log  P 


u«d^p+( 


Wenn  man  die  zweite  Gleichung,  mit  +  ]/<j/(p)  niultiplicirt.,  mr  ersteren 
addirt  und  nur  Abkürzung 

(1)  SVTWdloge  -7(p)  nnd 

(2)  /"(p)  +  »  =  2r,  ffr)  -  n  =  2s 
setzt,  so  erhalten  diese  Gleichungen  die  einfachere  Gestalt 

(3)  %-~(«  +  Vv(e))H,  f!__(._y„'W)|i, 

worin  w  und  p  durch   die  Gleichungen    iä)    bestimmte  Functionen  von 
r  und  s  sind.     Aus  ihnen  folgt 

(4)  är-^(äx  -  (u  +  y<p'(&))dt) 

(5)  ds  —  |i  (da;  -  (u  —  ytp\Q))dt). 

Unter  der  in  der  Wirklichkeit  in  im  er  zutroff enden  Voraussetzung, 
dass  <p'(p)  positiv  ist,  besagen  diese  Gleichungen,  dass  r  constant 
bleibt,  wenn  x  sich  mit  t  so  ändert,  dass  dx  =  («  -f-  y' (p'($))dt, 
und  s  constant  bleibt ,  wenn  x  sich  mit  *  so  ändert ,  dass 
dx  =  («  —  y<p'(ff))dt  ist. 

Ein  bestimmter  Werth  von  r  oder  von  f(p)  -f-  «  rückt  daher  zu 
grösseren  Werthen  von  x  mit  der  Geschwindigkeit  ]/ip'(p)  -f-  «  fort, 
ein  bestimmter  Werth  von  s  oder  von  /"(p)  —  «  zu  kleineren  Werthen 
von  x  mit  der  Geschwindigkeit  Y  <p'(p)  —  u. 

Ein  bestimmter  Werth  von  r  wird  also  nach  und  nach  mit  jedem 
vor  ihm  stattfindenden  Werthe  von  s  zusammentreffen,  und  die  Ge- 
schwindigkeit seines  .I/o i '(rücke ns  wird  in  jedem  Augenblicke  von  dem 
Werthe  von  s  abhängen,  mit  welchem  er  zusammentrifft. 
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2. 
Die  Analysis  bietet  nun  zunächst  die  Mittel,  die  Frage  zu  be- 
antworten, wo  und  wann  ein  Werth  r  von  r  einem  vor  ihm  befind- 
lichen Werthe  s'  von  s  begegnet,  d.  h.  *  und  t  als  Functionen  von  r 
und  s  zu  bestimmen.  In  der  That  wenn  man  in  den  Gleichungen  (3) 
des  vor.  Art.  *"  und  S  als  unabhängige  Variable  einfuhrt,  so  gehen 
diese  Gleichungen  in  lineare  DiU'ereul  mlgieicliiuigoii  für  x  und  t  über 
und  lassen  sich  also  nach  bekannten  Mel  lioden.  integriren.  Um  die  Zurück- 
führung  der  DiH.ereritialgleielmngen  auf  eine  lineare  zu  bewirken,  ist 
es  am  zweekmässigsten,  die  Gleichungen  (-4)  und  (5)  des  vorigen  Art, 
in  die  Form  zu  setzen: 

(1)  «/,  _£{,(._(„+  ^(e))  t)  +  [är  (JfjW  +  ,) 

(2)  d.  -  %  \d  (*-  (.-  vVW)  <)  -  [««.  (^g^  +  i) 

+  "(stR^h-1)]«}- 

Man  erhält   dann,  wenn  man  s  und  r  als   unabhängige  Variable 
betrachtet,  für  x  und  £  die  beiden  linearen  Differentialgleichungen: 


Ss  ^      d  log  p 

afr-fr-yVfe))*)    _        ,  /d  log  Vy'(rt 


In  Folge  derselben  ist 

(3)  ^_  (tt  +  yT' ((f))t)är  -(x-  (u  -  ?Vfo))  *)<fa 

ein  vollständigem   Diltorenl  ial,  dessen   Integral,  w,  der  Gleichung 

9r9s  ^      tflogp  ^  \dr  ~  es) 

genügt,  worin  m  =  ■.,,,,  ..,  ('-'■■■  F  f-^ 1)      also    eine   Function 

von  r  +  s  ist.    Setzt  man  ffa)  =  r  +  s  =  0,  so  wird  yV(«0  =  U^ 

d log  |i 
folglich  m  =■  —  i  -     dg'   - 

Bei  der  Poisson'schen  Annahme  <p(o)  =  a«0*  wird 
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und,  wenn  man  für  die  willkürliche  Üonstante  den  Wei.lh  Null  wählt, 

Unter  Voraussetzung  lies  l.toyle'selien  Gesetzes  gnp)  =  rtflp  erliiüt  nuin 

ft,)  -alogg 

1-VC?)  +  »  =  r  -  s  +  »,  Y7(ß)  -«-s-r  +  a 


Werthe,  die  aus  den  obigen  Hiesscn,  wenn  mau /(p)  um  die  Oonstante 
■j.-_M->  a^S0  r  und  s  um  yz~i  vermindert  una  dann  7s  =  1  setzt. 

Diu  Einführung  von.  r  und  s  als  unabhängig  veränderlichen  Grössen 
ist  indess  nur  möglich,  wenn  die  Determinante  dieser  Functionen  von 
x  und  t,  welche  =  2  \/(p  (p)  g—  s— ,  nicht  verschwindet,  also  nur,  wenn 

—  und  ^—  beide  von  Null  verschieden  sind. 

rix  rix 

Wenn 5— =(.) ist, ergiebige!)  aus  (J  )<?■?'— Omicl  aus  (2)ii; — (u — yV(ß))( 
=  einer  Function  von  s.     Es  ist  folglich  auch  dann  der  Aasdruck  (3) 

DiJl'ereiulal,    und    es    wird    w    eine    blosse    Function 


Aus    ähnlichen    Gründen    werden,    wenn    g—  =  0   ist,   S   auch   in 
Bezug  auf  t  constant,  x—  (u ■ -\- y <p' {(>)) t  und  10  Functionen  von  r. 
Wenn  endlich  ■,'.-  und  ■..-■;  beido  =  0   sind,    so   werden  in  Folge 

der   Dinbrcunialgleiclumgen  r,  s  und  w  Üonstaiiten. 

3. 
Um  die  Aufgabe  zu  lösen,  muss  nun  zunächst  w  als  Function  von 
r  und  s  so  bestimmt  werden,  dass  sie  der  Differentialgleichung 


■  0 


w  £-•(&+£)■ 

und  den  Anfangsbedingungen  genüg):,  wodurch  sie  bis  auf  eine  Con- 
stante;  die  ihr  offenbar  willkürlich  hinzugefügt  werden  kann,  be- 
stimmt ist. 

Wo  und  wann  ein  bestimmter  Werth  von  r  mit.  einem  bestimmten 
Werthe   von  s  ^.usani.menfviüt,  ergiebt  sieh  dann  aus  der  Gleichung 
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(2)  (x-(u  +  Y^)t)dr-(x-(u-Ytf(s))t)ä8-*awi 

und  hierauf  findet  man  schliesslich  w  und  p  als  Functionen  von  x  «nd 
(  durch  Hinzuziehung  der  Gleichungen 

(3)  f(<j)  +  „-2r,f («.)-«-  2s. 

In  der  That  folgen,  wenn  nicht  etwa  in  einer  endlichen  Strecke 
dr  oder  äs  Null  und  folglich  r  oder  s  «instant  ist,  aus  (2)  die 
Gleichungen 

(4)  x-(u  +  V¥W))t=dif, 

(5)  X  —  (il  —  WO))*  =  —    gj» 

durch  deren  Verbindung  mit  (3)  man  w  und  p  in  x  und  (  ausgedrückt 
erhält. 

Wenn  aber  r  anfangs  in  einer  endlichen  Strecke  denselben  Werth 
r  hat,  so  rückt  diese  Strecke  allmählich  zu  grosseren  Werthen  von  x 
fort.  Innerhalb  dieses  Gebietes,  wo  r  =  r,  kann  man  dann  aus  der 
Gleichung  (2)  den  Werth  von  x  —  (u  +  Y<p'(ß) )  t  nicht  ableiten,  da 
dr  =  0;  und  in  der  That  läset  die  Frage,  wo  und  wann  dieser  Werth 
/  einem  bestimmten  Werthe  von  s  begegnet,  dann  keine  bestimmte 
Antwort  zu.  Die  Gleichung  (1)  gilt  dann  nur  an  den  Grenzen  dieses 
Gebietes  und  giebt  an,  zwischen  welchen  Werthen  von  x  zu  einer 
bestimmten  Zeit  der  constante  Werth  r'  von  r  stattfindet,  oder  auch, 
während  welches  Zeitraums  r  an  einer  bestimmten  Stelle  diesen  Werth 
behält.  Zwischen  diesen  Grenzen  bestimmen  sieh  u  und  q  als  Fune- 
tionen  von  x  und  t  aus  den  Gleichungen  (-!)  und  (5).  Auf  ähnlichem 
Wege  findet  man  diese  Functionen,  wenn  s  den  Werth  s'  in  einem 
endlichen  Gebiete  besitzt,  während  r  veränderlich  ist,  sowie  auch  wenn 
r  und  5  beide  consta.nt  sind.  In  letzterem  Falle  nehmen  sie  zwischen 
gewissen  durch  (4)  und  (5)  bestimmten  Grenzen  constante  aus  (3) 
i  Werthe  an. 


Bevor  wir  die  Integration  der  Gleichung  (1)  des  vor.  Art.  in  An- 
griff nehmen,  scheint  es  zweckmässig,  einige  hhörtertmgen  vorauf- 
zuschicken, welche  die  Ausführung  dieser  Integration  nicht  voraus- 
setzen. Üeber  die  Function  tp  (q)  ist  dabei,  mir  die  Annahme  nöthig,  dass 
ihre  Der ivirte  bei  wachsendem  p  nicht  abnimmt,  was  in  der  Wirklich- 
keit gewiss  immer  der  Fall  ist;  und  wir  bemerken  gleich  hier,  was 
im  folgenden  Art.  mehr  fach  angewandt  werden  wird,  dass  dann 
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^)~^{g!>  =    L(api  +  (1  _  a)  fc)  da, 

wenn  nur  eine  der  Grössen  pt  und  pä  sich  ändert,  entweder  constant 
bleibt  oder  mit  dieser  Grösse  zugleich  wächst  und  abnimmt,  woraus 
zugleich  folgt,  dass  der  VVerÜi  dieses  Ausdrucks  stets  /.wischen  ip'(pi) 
und  tr/(p2)  liegt. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  wo  die  anfängliche  Gleich- 
gewichtsstörung auf  ein  endliches  durch  die  Ungleichheiten  «<#<& 
begrenztes  Gebiet  beschränkt  ist,  so  dass  ausserhalb  desselben  u  und 
o  und  folglich  auch  r  und  s  constant  sind;  die  Werthe  dieser  Grössen 
für  je  <«..  mögen  durch  Anhangung  des  Index  1,  für  jE>  b  durch  den 
Index  2  bezeichnet  werden.  Das  Gebiet,  in  welchem  r  veränderlich 
ist,  bewegt  sieh  nach  Art.  1  allmählich  vorwärts  und  zwar  seine 
hintere  Grenze  mit  der  Geschwindigkeit  yV(s>i)  +  Mu  während  die 
vordere  Grenze  des  Gebiets,  in  welchem  s  veränderlich  ist,  mit  der 
Geschwindigkeit  Y'fW-i)  — ■  ,-i-A  rückwärts  geht.     Nach  Verlauf  der  Zeit 


»'((O  +  VV^  +  Wi  -Mb 
fallen  daher  beide  Gebiete  auseinander,  inul  /.wischen  ihnen  bildet  sich 
ein  Raum,  in  welchem  s  =  s2  und  r  =  rt  ist  und  folglich  die  Gas- 
theilchen  wieder  im  Gleichgewicht  sind.  Von  der  anfangs  erschütterten 
Stelle  gehen  also  zwei  nach  entgeginigeset/ten  l'.iclu.uiigon  fortschreitende 
Wellen  aus.  In  der  vorwärtsgehenden  ist  s  =  s2;  es  ist  daher  mit 
einem  bestimmten  Werthe  p  der  Dichtigkeit  stets  die  Geschwindigkeit 
u  =  /'(p)  —  2sa  verbunden,  und  beide  Werthe  rileken  mit  der  con- 
stanten  Geschwindigkeit 

Vv'io)  +  u  =  V¥W)  +  f(0)  —  2Sg 
vorwärts.  In  der  rückwärtslaufenden  ist  dagegen  mit  der  Dichtigkeit 
p  die  Geschwindigkeit  —  /*(p)  +  2rt  verbunden,  und  diese  beiden 
Werthe  bewegen  sich  mit  der  Geschwindigkeit  Vip'i'))  4-  /(p)  —  2t\ 
rückwärts.  Die  fWljmaiizuiigsgeschwiiidigkeit  ist  1'i.ir  grössere  Dichtig- 
keiten eine  grössere,  da  sowohl  ]/<r/(p).  als  /"(p)  mit  p  zugleich  wächst. 
Denkt  man  sich  p  als  Ordinate  einer  Curve  für  die  Abscisse  x, 
so  bewegt  sich  jeder  Punkt  dieser  Cvnwe  parallel  der  A.bscissenaxe  mit 
constanter  Geschwindigkeit  fort  und  zwar  mit  desto  grösserer,  je  grösser 
seine  Ordinate  ist.  Man  bemerkt  leicht,  dass  bei  diesem  Gesetze  Punkte 
mit  grösseren  Ordinaten  schliesslich  vorauf  gehende  Punkte  mit  kleineren 
Ordinaten  überholen  würden,  so  dass  zu  einem  Werthe  von  x  mehr 
als  ein  Werth  von  p  gehören  würde.     Da  nun  dieses  in  Wirklichkeit 
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nicht  stattfinden  kann,  so  muss  ein  Umstand  eintreten,  wodurch  dieses 
Gesetz  ungültig  wird.  In  der  That  liegt  nun  der  Herleitung  der 
Dilferentialgleiehungen  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  *(  und  p 
stetige  Functionen  von  x  sind  und  endliche  Derivirten  haben;  diese 
Voraussetzung  hört  silier  auf  erfüllt  zu  sein,  sobald  in  irgend  einem 
Punkte  die  Dichügkeilscurve  senkrecht  zur  Abseissenaxe  wird,  und  von 
diesem  Augenblicke  an  tritt  in  dieser  Curve  eine  Discontinuität  ein, 
so  dass  ein  grösserer  Werth  von  p  einem  kleineren  unmittelbar  nach- 
folgt;   ein  Fall,  der  im  nächsten  Art.  erörtert  werden  wird. 

Die  Verdi  chtungs  wellen,  d.  h.  die  Theile  der  Welle,  in  welchen 
die  Dichtigkeit  in  der  Forl.pHan/.iingsm!itiing  abnimmt,  werden  dem- 
nach bei  ihrem  Fortschreiten  immer  schmäler  und  gehen  schliesslich 
in  Verdient  imgsstösse  über;  diu  Breite  der  'Verdünnungswellen  aber 
wuchst  beständig  der  Zeit,  proportional. 

Es  lässt  sieh,  wenigstens  unter  Voraussetzung  des  Poisson'sehen 
(oder  Boylc' sehen)  Gesetzes,  leicht  zeigen,  dass  auch  dann,  wenn  die 
anfängliche  Gleichgewichtsstörung  nicht  auf  ein  endliches  Gebiet  be- 
schränkt ist,  sich  stets,  von  gunz  besonderen  Fällen  a.bgesehen,  im  Laufe 
der  Bewegung  Yerdiehtungsstösse  bilden  müssen.  Die  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  ein  Werth  von  r  vorwärts  rückt,  ist  bei  dieser  Annahme 

2        '       '  2  ' 

grössere  Werthe  werden  sich  also  durchschnittlich  mit  grösserer  Ge- 
■  cliwindigkeit  bewegen,  und  ein  grösserer  Werth  /wird  einen  vor  auf- 
gehenden kleineren  Werth  r"  schliesslich  einholen  müssen,  wenn  nicht 
der  mit  r"  zusammentreffende   Werth  von  s  durchschnittlich  um 

kleiner  ist,  als  der  gleichzeitig  mit  /  zussiniuiei.it reff ende.  In  diesem 
Falle  würde  s  für  ein  positiv  unendliche«  x  negativ  unendlich  werden, 
und  also  für  X  =  -f-  oo  die  Geschwindigkeit  u  =  -j-  oo  (oder  auch 
statt  dessen  beim  Boyle'schen  Gesetz  die  Dichtigkeit  unendlich  klein) 
werden.  Von  speciellen  Fällen  abgesehen  wird  also  immer  der  Fall 
eintreten  müssen,  dass  ein  um  eine  endliche  Grösse  grösserer  Werth 
von  r  einem  kleineren  unmittelbar  nachfolgt;  es  werden  folglich,  durch 
ein  Unendlich  werden  von  -„— ,  die  Differentialgleichungen  ihre  Gültig- 
keit verlieren  und  vorwärtsl aufende  Vernichtungs-tösse  entstehen  müssen. 
Ebenso  werden  fast  immer,  indem  -*-  unendlich  wird,  rück wärtslauf ende 
i  sich  bilden. 
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Zur  Bestimmung  der  Zeiten  und  Orte,  für  welche  i—  oder  -,-,— 
unendlich  wird  und  plötzliche  Verdichtungen  ihren  Anfang  nehmen, 
erhalt  man  aus  den  Gleichungen  \Y)  und  (2)  des  Art.  2.,  wenn  man. 
darin  die  Function  iv  einführt, 


£(-E-(^?M<)- 


5. 

Wir  müssen  nun,  da  sieh  plötzliche  Verdichtungen  fast  immer 
einstellen,  auch  wenn  sich  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  anfangs 
allenthalben  .stetig-  andern,  die  Gesetze  für  das  Fortschreiten  von  Ver- 
di chtungsstöss  en   an  f suchen. 

Wir  nehmen  an,  dass  zur  Zeit  t  für  x  ==  \  eine  sprungweise 
Aenderung  von  u  und  q  stattfinde,  und  bezeichnen  die  Werthe  dieser 
und  der  von  ihnen  abhängigen  Grössen  für  X  =  %  —  0  durch  An- 
hängung des  Index  1  und  für  x  =  jj  +  0  durch  den  Index  2;  die 
relativen  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  das  Gas  sich  gegen  die  Un- 
stetigkeitss  teile  bewegt,  ut  — ■  -jr,  Mg  —  -77,  mögen  durch  vx  und  v2 
bezeichnet  werden.  Die  Masse,  welche  durch  ein  Element  a  der  Ebene, 
wo  X  =  £,  im  Zeitelement  dt  in  positiver  Richtung  hindurchgeht,  ist 
dann  =  t;1  Qim  ät  —  v.A  />.,  wrf^;  die  ihr  eingedrückte  Xralt(f/;(p1)  ■  q;((>S))mtt 
und  der  dadurch  bewirkte  Zuwachs  an  Geschwindigkeit  v2~v^  man 
hat  daher 

foCPi) —  viQs))  adt  =  (va —  vL)  vlp1adt  und  fli &  =  *>s Paj 


i  folgt «,  =  +  v*.  **>-**>,  also 

m  ^1  I    i/gj  'pfa)  — ■pfa)  _        I    i/Vt  'P(oi)  — yW) 

Für  einen  Verdichtungsstoss  musa  pB  —  p,  dasselbe  Zeichen,  wie 
wt  und  vs,  haben  und  zwar  für  einen  vorwärtslaufenden  das  nega- 
tive, für  einen  rückwiii-tshivifi.:.iLden  das  positive.  Im  erstem  Falle 
gelten  die  oberen  Zeichen  und  pj.  ist  grösser,  als  ps;  es  ist  daher,  bei 

der    zu  Anfang    des    vorigen    Artikels    gemachten    Annahme    über    die 
Function  <j)(p) 

(2)  »,  +  v¥ fe) >§>•',  +  V¥~(B, 
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und  folglich  rückt  die  Unstetigkeitssi.elle  langsamer  fort  als  die  nach- 
folgenden und  schneller  als  die  vor  auf  gehenden  Werthe  von  r;  rl  und 
r2  sind  also  in  jedem  Augenblicke  durch  die  zu  beiden  Seiten  der  Un- 
stet! gkeits  stelle  geltenden  Differentialgleichungen  bestimmt.  Dasselbe 
gilt,  da  die  Werthe  von  s  sich  mit  der  Geschwindigkeit  V<p'(&)  —  n 
rückwärts  bewegen,  auch  für  s2  und  folglich  für  q2  und  Ma,  aber  nicht 
für  sv  Die  Werthe  von  sl  und  -j-  bestimmen  sich  ans  t\,  ps  und  ms 
eindeutig  durch  die  Gleichungen  (1).    In  der  That  genügt  der  Gleichung 

nur  ein  Werth  von  ft;  denn  die  rechte  Seite  nimmt,  wenn  pt  von  pä 

an  in's  Unendliche  wuchst,  jeden   positiven  Werth  nur  einmal  an,  da 

sowohl  /'(pi)  als  auch  die  beiden    Pacto-ren 


l/fc  _  l/K  ünd  yrtft)-*»,) 


in  welche  sich  das  letzte  Glied  /erlegen  lii.sst,  beständig  wachsen  oder 
doch  nur  der  letztere  Factor  constant  bleibt.  Wenn  aber  pj  bestimmt 
ist,  erhält  man  durch  die  Gleichungen  (1)  offenbar  völlig  bestimmte 
Werthe  für  n^  und  -=r. 

Ganz  Sehnliches  gilt  für  einen  rückwärtslaulenden  Verdichtungs- 
stoss. 

6. 

Wir  haben  eben  gefunden,  dass  in  einem  fortschreitenden  Ver- 
dichtangsstosse  zwischen  den  Werthen  von  u  und  p  zu  beiden  Seiten 
desselben  stets  die  Gleichung 

(u  _«a*  =  (gi  —  p3)  (yte)  —  <p(9i)) 

statüindet.  Es  fragt  sich  mm.  was  eintritt,  wenn  zu  einer  gegebenen 
Zeit  an  einer  gegebenen  Stelle  beliebig  gegebene  I7n  Stetigkeiten  vor- 
handen sind.  Es  können  dann  von  dieser  Stelle,  je  nach  den  Werthen 
von  Uu  pj,  «g?  p2,  entweder  zwei  nacb  entgegengesetzten  Seiten  laufende 
Verdien tungssti'isse  aasgehen,  oder  ein  vorwii.rtskiufcnder ,  oder  ein 
rückwärts huife uder,  oder  endlich  kein  Verdichtungsstoss,  so  dass  die 
Bewegung  mich  den  Differentialgleichungen  erfolgt. 

Bezeichnet  man  die  Werthe,  welche  u  und  p  hinter  oder  zwischen 
den  Verdichtungsstössen  im  ersten  Augenblicke  ihres  Fortschreitens 
annehmen,  durch  llin/.uf'ügnng  eines  Aceents,  so  ist  hu  ersten  Falle 
q   >  pt  und  >  p2,  und  man  hat 


/Google 


(1) 


VIII.     Heber  die  FortjjflLmzung  ebeucr  Liilbvelli'ii 

1  "  7ii 


■qs)  (y(i)   -  <i-ii-i)) 


e.)  (y(g')  —  <p(g,)i 


-Pa)   ('P(q')  —  fJQi)) 


Es  muss  also,  da  beide  Glieder  der  rechten  Seite  von  -(2)  mit  p'  zu- 
gleich wachsen,  ut  —  u%  positiv  sein  und 

/.,         „,  \s  -^  (d  —  e*)  C9»(Pi)  — ?•(?»)). 
(.«!  —  «gj     >  —  , 

und  umgekehrt  giebt  es,  wenn  diese  Bedingungen,  erfüllt  sind,  stets 
ein  und  nur  ein  den  Gl e lehmigen  (I)  genügendes  Wertbenpaar  von  u 
und  q. 

Damit  der  letzte  Fall  eintritt  und  also  die  Bewegung  sich  den 
Differentialgleichungen  gemäss  bestimmen  lässt,  ist  es  noth wendig  und 
hinreichend,  dass  i\  <  r2  und  s,  ^>  s3  sei,  also  «j  —  u%  negativ  und 
(tt,  —  i^)*  ^  (f(.Qi)  —  f(.Q%)  )s-  Die  Werthe  r,  und  r2,  st  und  sa  treten 
dann,  da  der  voraufgehende  Werth  mit  grösserer  Geschwindigkeit 
fortrückt,  im  Fortschreiten  auseinander,  so  dass  die  Unstctigkeit  ver- 
schwindet. 

Wenn   weder   die   ersteren,   noch  die  letztem  Bedingungen  erfüllt 
sind,  so  genügt  den  Anfangs  wer  then  Ein  Y  er  dicht  ungsstoss,  und  zwar 
ein   vorwärts    oder   rückwärts    laufender,    je    nachdem   p,    grösser    oder 
kleiner  als  pa  ist- 
in der  That  ist  dann,  wenn  px  >  p^, 

2  (r,  -  r,)  oder  ftp,)  -  /(»,)  +  »,-«, 
positiv,  — -  weil  (%  —  wa)ä  <  (f(p,)  —  f(&iYf  — ,  im(l  zugleich 


<f(Qi)~-f(te)  +  l/fa-^^tpQ-yyj 

'  fliPs 

—  weil 

*•  l       s'  --■  e,ea 

es  lässt  sich  also  für  die  Dichtigkeit  p'  hinter  dem  Yerdi  cht  ungsstoss 
ein  der  Bedingung  (3)  des  vor.  Art.  genügender  Werth  finden  und 
dieser  ist  <  pr  Folglich  wird,  cla  s'  =  f(&)  —  rx,  s,  =  f(ff±)  —  rt) 
auch  s'<[su  so  dass  die  Bewegung  hinter  dem  Verdichtungsstosse 
nach  den.  Dj.lTei'enfialgleicliungen    erfolgen  kann. 

Der   andere   Fall,   wenn  gx  <  pä,  ist   offenbar   von    diesem   nicht 
wesentlich  verschieden. 
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Um  das  Bisherige  durch  ein  einlaches  Beispiel  zu  erläutern,  wo 
sich  die  Bewegung  mit  den  his  jetzt  gewonnenen  Mitteln  bestimme]] 
lässt,  wollen  wir  annehmen,  dass  Druck  und  Dichtigkeit  von  einander 
nach  dem  Boyle'When  Gesetz  abhängen  und  anfangs  Dichtigkeit  und 
Geschwindigkeit  sich  bei  x  =  0  sprungweise  ändern,  aber  zu  beiden 
Heitert   dieser  Stulle   constanl   sind. 

Es  sind  dann  nach  dem  Obigen  vier  Fülle  zn   untersc beiden. 

I.  Wenn  «,  —  it.2  >  0,  also  die  beiden  Glasmassen  sich  einander 
entgegen  bewegen  und  f— -J  >  — — ,  so  bilden  sieh  zwei  ent- 
gegengesetzt laufende  Verdichtungsstösse.  Nach  Art.  6.  (1)  ist,  wenn 
]/  —  durch  «  und  durch  6  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

bezeichnet  wird,  die  Dichtigkeit  zwischen  den  Verdi  chtnngsstössen 
p'  =  eOl/^Psj  lllld  naeli  Art.  5.  (1)  hat  man  für  den  vorwärts  lau  (en- 
den Verdi  chtungssto  ss 

dt—™*  +  aaÖ  —  u    +  -; 
für  den  rÜekwiü'tslauJ  enden 

^i  =        —        e   =     '  —       — 

die  Werthe  der  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  sind  also  nach  Ver- 
lauf der  Zeit  t,  wenn 

u   und  p',  für  ein  kleineres  .*  «,  und  p,  und  für  ein  grösseres  -u2  und  pa. 

II.  Wenn  i^  —  %  <  0,  folglich  die  Gasmassen  sich  aus  einander 
bewegen,  und  zugleich 

("■"T)!  >(><)> 

so  gehen  von  der  Grenze  nach  entgegen  gesetzt  im  Richtungen  zwei  all- 
mählich breiter  werdende  Vc.vdi.liiniiugsweilen  aus.  Nach  Art.  4.  ist 
zwischen  ihnen  r  ==  rls  s  =  sa,  «  =  ?\  —  gg.  In  der  vorwärtshiuf enden 
ist  s  =  sa  und  x  —  (»  +  a)  t  eine  Function  von  r,  deren  Werth,  aus 
den  Anfangswerthen  t  =  0,  x  =  0,  sich  =  0  findet;  für  die  rückwärts- 
laufende dagegen  hat  man  r  =  t\  und  x  —  (u  —  a)  t  —  0.  Die  eine 
Gleichung  zur   Bestimmung  von  u  und  p  ist  also,  wenn 
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(•',  -  s,  +  «)<<*  <  («,  +  Jjt,  U--U  +  "-, 
für  kleinere  Werthe  von  x  r  =  ri  und  für  grössere  r  =  rB;  die  andere 
Gleichung  ist,  wenn 

(«,  —  a)  *  <  *  <  (r,  -  ^  -  o)  t,  u  =  a  +  y , 
für  ein  kleineres  ,«  s  =  s:  und  für  ein  grösseres  -s  =  Sa. 

III.  Wenn  keiner  dieser  beiden  Fülle  stattfindet  und  ßi>i>s,  so 
entsteht  eine  rüekw umlaufende  Yerdüniuuigswt*lle  und  ein  vorwärts- 
schreitender YenliHihmg.-stoss.  .Für  letzteren  findet  sieh  aus  Art,  5.  (3), 
wenn  6  die  Wurzel  der  Gleichung 

Sfr-r,)  =21oge  +  e_| 

bezeichnet,  q    =  06pa  und  aas  Art.  5,  (1) 

g_%  +  „e=,.'  +  f. 

Nach  Verlauf  der  Zeit  /  ist  demnach  vor  dem  Verdielitnngsstosse,  also 
wenn  X  >  («2  +  «6)  £,  W  =  Wj,  p  =  pa,  hinter  dem  Verdiehtungsstosse 
aber  hat  man  r  =  r±  und  ausserdem,  wenn 

(«,  —  a)  (  <  a;  <  («'  —  o)  (f  «  =  a  +  f > 
für  ein  kleineres  a;  «  =  tt,  und  für  ein  grösseres  u  =  w'. 

IV.  Wenn  endlich  die  beiden  erslen  Fülle  nicht  stattfinden  und 
Pi  <  031   so  is*  der  Verlauf  ganz  wie  in  III.,   nur  der  Richtung  nach 


Um   unsere   Aufgabe   allgemein  zu  lösen,  muss  nach  Art.  3.  die 

Function  w  so  bestimmt  werden,  dass  sie  der  Differentialgleichung 

md'hv  /dw    ,     dw\  n 

m,  -  "  (sr  +  ai)  -  ° 

und  den  Aniirng^beduigimgen  genügt. 

Schliessen  wir  den  Fall  aus,  dass  Uii  Stetigkeiten  eintreten,  so  sind 
offenbar  nach  Art.  1.  Ort  und  Zeit  oder  die  Werthe  von  x  und  t,  für 
welche  ein  bestimmter  Werth  r  von  r  mit  einem  bestimmten  Werthe 
s'  von  s  zusammentrifft,  völlig  bestimmt,  wenn  die  A trf an gs werthe 
von  r  und  s  für  die  Strecke  zwischen  den  beiden  Werthcn  r  von  r 
und  s  von  s  gegeben  sind  und  überall  in  dem  Grössengebiet  (ß), 
welches  für  jeden  Werth  von  t  die  zwischen  den  beiden  Werthen,  wo 
r  =  r  und  s  =  $',  liegenden  Werthe  von  x  umfasst,  die  Differential- 
gleichungen (3)  des  Art.  1.  erfüllt  sind.     Es  ist  also  auch  der  Werth 
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für  ♦*  =  /,  s  =  s'  völlig  bestimmt,  wenn  w  überall  in  dem 
(S)  der  Differentialgleichung  (1)  genügt  und  für  die 
Anfangswerfche  von  r  und  s  die  Werthe  von  ^-  und  -^-,  also,  bis  auf 
eiue  additive  Oonstante,  auch  von  to  gegeben  sind  und  diese  Constante 
beliebig  gewählt  worden  ist.  Denn  diese  Bedingungen  sind  mit  den 
obigen  gleichbedeutend.  Auch  folgt  aus  Art.  3.  noch,  dass  -s-  zwar 
zu  beiden  Seiten  eines  Werthes  r"  von  r,  wenn  dieser  Werth  in  einer 
endlichen  Strecke  stau iin.de t,  verschiedene  Werthe  annimmt,  sieh  aber 
allenthalben  stetig  mit  ■•;  ändert:  ebenso  ändert  sieh  ^—  mit  r,  die 
Function  w  selbst  aber  sowohl  mit  r,  als  mit  s  allenthalben  stetig. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  an  die  Lösung  un- 
serer Aufgabe  gehen,  an  die  Bestimmung  des  Werthes  von  w  für  zwei 
beliebige  Werthe,  r    und  s,  von  r  und  s. 

Zur  Veranschauliel.iung  denke  man  sich  x  und  t  als  Abscisse  und 
Ordinate  eines  Punkts  in  einer  Ebene  und  in  dieser  Ebene  die  Curven 
gezogen,  wo  r  und  wo  S  constante  Werthe  hat.  Von  diesen  Curven 
mögen  die  erster en  durch  (V),  die  letzteren  durch  (s)  bezeichnet  und 
in  ihnen  die  Richtung,  in  welcher  I:  wächst,  als  die  positive  betrachtet 
werden.  Das  Grössengebiet  (S)  wird  dann  repräsentirt  durch  ein  Stück 
der  Ebene,  welches  begrenzt  ist  durch  die  Curve  (r),  die  Cnrve  (s) 
und  das  zwischen  beiden  liegende  Stück  der  Abscisseuaxe,  und  es 
handelt  sich  darum,  den  Werth  von  tu  in  dem  Dvu-elisclinittsp unkte 
der  beiden  ersteren  ans  den  in  letzterer  Linie  gegebenen  Werthen  zu 
bestimmen.  Wir  wollen  die  Aufgabe  noch  etwas  verallgemeinern  und 
annehmen,  dass  das  Gross  engebiet  :.,Sj,  statt  durch  diese  letztere  Linie, 
durch  eine  beliebige  Curve  c  begrenzt  werde,  welche  keine  der  Curven 
(V)  und  (s)  mehr  als  einmal  schneidet,  und  dass  für  die  dieser  Curve 
angehörigen  Werthenpaare  von  r  und  s  die  Werthe  von  ~  und  -^ 
gegeben  seien.  Wie  sich  aus  der  Auflösung  der  Aufgabe  ergeben  wird, 
unterliegen  auch  dann  diene  Werthe  von  —:  und  ,,-,  mir  der  Bedingung, 
sich  stetig  mit  dem  Ort  in  der  Curve  zu  ändern,  können  aber  übrigens 
willkürlich  angenommen  werden,  während  diese  Werthe  nicht  von 
einander  unabhängig  sein  würden,  wenn  die  Curve  c  eine  der  Curven 
(r)  oder  (s)  mehr  als  einmal  schnitte. 

Um  Functionen  zu  bestimmen,  welche  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen and  linearen  Grenzbedingungen  geniigen  sollen,  kann  man 
ein  ganz  ähnliches  Verfahren  anwenden,  wie  wenn  man  "zur  Auflösung 
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eines  Systems  von  linearen   Gleichungen   siunnrl  liebe  Gleichungen,  mit 
unbestimmten  Factoren  multiplicirt,  addirt  und  diese  Factoren  dann  so 

iiestiTiin.it,  dass  aus  der  Summe   alle  unbekannten   Grössen  bis  auf  eine 


Man  denke  sich  das  Stück  (8)  der  Ebene  durch  die  Cnrven  (r) 
und  (s)  in  unendlich  kleine  Parullelogriunme  zerschnitten  und  bezeichne 
durch  ör  und  ds  die  Aenderungen,  welche  diu  Grössen  r  und  s  erlei- 
den, wenn  die  Curveneleinente,  welche  die  Seiten  dieser  Parallelogramme 
bilden,  in  positiver  Richtung  durchlaufen  werden;  man  bezeichne  ferner 
durch  v  eine  beliebige  Function  von  r  und  s,  welche  allenthalben  stetig 
ist  und  stetige  Derivirten  hat.     In  Folge  der  Gleichung  (1)  hat  man 

dann 

,„  „         C      /d°-w  /die    i    div\\   »    t, 

(2)  °-J  "(wS-",(^  +  Ji))arSs 

über  das  ganze  Gross  enge  biet  ($}  ausgedehnt.  Es  rauss  nun  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  nach  den.  Unbekannten  geordnet,  d.  h.  hier,  das 
Integral  durch  partielle  Integration  wo  umgeformt  werden,  dass  es 
ausser  bekannten  Grössen,  nur  die  gesuchte  l'nnction,  nicht  ihre  Deri- 
virten enthält.  Bei  Ausführung  dieser  Operation  geht  das  Integral 
zunächst  über  in  das  über  (S)  ausgedehnte  Integral 


,/'" 


\dr  8s 

und  ein  einfaches  Integral,  welches  sich,  weil  sich  -r-_  mit  s,  -j-  mit 
r  und  w  mit  beiden  Grössen  stetig  ändert,  nur  über  die  Begrenzung 
von  (S)  erstrecken  wird.  •  Bedeuten  dr  und  ds  die  Aenderungen  von 
r  und  S  in  einem  B e g i:e uziings demente ,  wenn  die  Begrenzung  in  der 
Richtung  durchlaufen  wird,  welche  gegen  die  Richtung  nach  Innen 
ebenso  liegt,  wie  die  positive  Richtung  in  den  Curven  (r)  gegen  die 
positive  Richtung  in.  den  Curven  (s),  so  ist  dies  Begreiizungsintegraj 

=  —  j  (f>  (|f  —  ««)  äs  +  w  (ß  +  MtJ  dr\ 

Das  Integral  durch  die  ganze  Begrenzung  von  S  ist  gleich  der 
Summe  der  Integrale  durch  die  Curven  e,  (V),  (»■'),  welche  diese  Be- 
grenzung bilden,  also,  wenn  ihre  Diirchschnittepunkte  durch  (c,  r"), 
Ic,  s')7  (/,  s)  bezeichnet  werden, 


=/+/+/' 


Von  diesen  drei  Bestandteilen   enthält  der  erste  ausser  der  Function  v 
nur  bekannte  Grössen,   der  zweite  enthält,  da  in  ihm  ds  =  0  ist,  nur 
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die   unbekannte   Function,   w  selbst,   nicht   ihre   Derivirten;    der   dritte 
Bestandtheil  aber  kann  durch  partielle  .Integration  in 

(VV,),,,    -(v,„),,+j'w(ll   +«•«)*. 

verwandelt  werden,  so  rlass  in  ihm  ebenfalls  nur  die  gesuchte  Function 
iv  selbst  vorkommt. 

Nach  diesen  Umformungen  liefert  die  Gleichung  (2)  offenbar  den 
Werth  der  Function  iv  im  Punkte  (r,  s),  durch  bekannte  Grössen  aus- 
gedrückt, wenn  man  die  Function  V  den  folgenden  Bedingungen  ge- 
mäss bestimmt: 

1)  allentMbo»  in  S:    |5L  +  ^  +  ?|^_0 

2)  für  r  —  r:  ~  +  mv  —  0 

(3)  ,* 

3)  für  s  =  s' :  -j—  +  mv  =  *' 

4)  für  r  =  3'',  .9  =  s' :  v  =  1. 
Man  hat  dann 

(4)  «.,....  _  (,«,),  ,.  +  ?(■«  (|S  _  „I  *  +  „  (|1  +  „,„)  Ar). 


Durch  das  eben  angewandte  Verfahren  wird  die  Aufgabe,  eine 
Function  mj  einer  linearen  Differentialgleichung  und  linearen  Grenz- 
bedingungen gemäss  zu  bestimmen,  auf  die  Lösung  einer  ähnlichen, 
aber  viel  einfacheren  Aufgabe  für  eine  andere  Function  v  zurück- 
geführt; die  Ucäümnjurig  dieser  Fimct.i.on  erreicht  man  meistens  am 
Leichtesten  durch  Behandlung  eines  speciellen  Falls  jener  Aufgabe 
nach  der  Fourier'sehen  Methode.  Wir  müssen  uns  hier  begnügen, 
diese  Rechnung  nur  anzudeuten  und  das  Resultat  auf  anderem  Wege 
zu  beweisen. 

Führt  man  in  der  Gleichung  (1)  des  vor.  Art.  für  r  und  s  als 
unabhängig  veränderliche  Grössen  ff  =  r  +  S  und  w  =  r  —  s  ein  und 
wählt  man  für  die  Curve  c  eine  Curve,  in  welcher  G  constant  ist,  so 
lässt  sieh  die  Aufgabe  nach  den  Regeln  Fourier's  behandeln,  und 
man  erhält  durch  Vergleiehung  des  Resultats  mit  der  Gleichung  (4) 
des  vor.  Art.,  wenn  r  -\-  s  =  ff',  r  —  s  =  m'  gesetzt  wird, 
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v  _  ±  Ao»  f,  («  -  «')  g  (♦,  (o-)  *  («)  -  *  00  ft  M )  *e, 

worin  ]/>t  (0)  und  if>2  (ö)    zwei    solche   particulare    Losungen    der   Diffe- 
rentialgleichung 1//'  — ■  2mf  -j-  ft^^  =  0  bezeichnen,  dass 


Bei  Voraussetzung    des    Poisaon'achen    Gesetzes,    nach'  welchem 

»i  =  I— ^77/  ~ ;  kann  man  tyy  und  j/ia  durch  bestimmte  Integrale 

ausdrucken,   so   dass  man    für  v  ein   dreifaches    Integral  erhält,    durch 
dessen  Reduction  sich  ergiebt 


/V+A'    -^/i 1 1 J_ 

\r  +  s)  \2        k—l>  fc  — 1        2' 


(r-r'}(s~s)\ 


-(7+T(7+7j/ 

Man  kann  nun  die  Richtigkeit  dieses  Ausdrucks  leicht  beweisen, 
indem  man  zeigt,  dass  er  wirklich  den  Bedingungen  (3)  des  vor.  Art. 
genügt. 

-}.„ 

Setefc  man  v  =  e  "         y,  so  gehen  diese  lür  y  über  in 


und  y  =  1  sowohl  für  r  =  /,  als  für  s  =  s'.  Bei  der  Poisson'schen 
Annahme  kann  man  aber  diesen  Bedingungen  genügen,  wenn  man  an- 
nimmt, dass  y  eine  Function  von  e  =  —  v"  * J  \  -J  sei.  Denn  es 
wird  dann,  wenn  man  —  —  t — r  durch  A   bezeichnet,   m  =  — ,    also 


0*3r  g5   l^logs"   1/  W  "T  dlog*/ 

Es  ist  folglich  #  =  ( — )  y  und  y  eine  Lösung  der  Differential  gl  ei  clu  in g 

oder  nach  der  in  meiner  Abhandlung  Über  die  Gauss'sche  Reihe  ein- 
geführten Bezeichnung  eine  Function 

n  /0     —  1  0    \ 

und  zwar  diejenige  partieulare  Lösung,  welche  für  ,2  =  0  gleich  1  wird. 

Nach  den  in  jener  Abhandlung  entwickelten  ' I. Van* form ationsprin- 

cipien  liisst  sich  y  nicht  bloss  durch  die  Functionen  T'(0,  2X  -\-  1,  0), 
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sondern,  auch  durch  die  Functionen  Pty,  0,  A  +  £),  P(0,  Ä-|-^-,  Ä  +  i) 
ausdrücken;  man  erhalt  daher  für  y  eine  grosse  Menge  von  Dar- 
stellungen durch  hypergeoinetmche  lieiheii  und  bestimmte  Integrale, 
von  denen  wir  hier  nur  die  folgenden 

y=F(\  + 1,  —  l,  l,s)  =  (1  —  sf  F{—  l,  —  l,  1,  j— ) 

=  (i -,y1-"  f(\  +  k,  1  +*,  i,  ^) 

bemerken,  mit  denen  man  in  allen  Fällen  ausreicht. 

Um  ans  diesen  für  das  Poisson'sche  Gesetz  gefundenen  Resultaten 
die  für  das  Boyle'sehe  geltenden  abzuleiten,  muss  ma.n  nach  Art.  2. 
die  Grössen  r,  s,  /,  s'  nm  ^—  vermindern  und  dann  k  =  1  werden 
lassen,  wodurch   man  erhält  m  =  —  j-  und 

^J        n/  n!  (2  a)** 


10. 
Wenn  man   den   im   vor.  Art.  gefundenen  Ausdruck  für  v  in  die 

Gleichung  (4)  des  Art.  8.  einsetzt,  erhält  man  den  Werth  von  w  für 
r  =  r'j  s  —  s  durch  die  Werth e  von  iv,  , --  und  —  in  der  Curve  c  aas- 
gedrückt; da  aber  hei  unserm  Problem  in  dieser  Curve  immer  nur  5— 
und  tt-  unmittelbar  gegeben  sind  und  -w;  erst  durch  eine  Quadratur  aus 
ihnen  gefunden  werden  müsste,  so  ist  es  zweckmässig,  den  Ausdruck 
für  Wr-,4  so  umzuformen,  dass  unter  dem  Integralzeichen  nur  die  Deri- 
virten  von  w  vorkommen. 

Man  bezeichne  die  Integrale  der  Ausdrücke  —  mvds  -\-  /-h-  -f-  mv)  är 
und  Iö \-  mvj  äs  —  tnvär,  welche  in  Folge  der  Gleichung 

Srda  ^    dr     ^     ds 
vollständige  Differentiale    sind,    durch  P  und  £  und   das  Integral  von 
Pdr  -\-  Eds,  welcher  Ausdruck  wegen  ■=-  =  —  mv  =  —  ebenfalls  ein 
vollständiges  Differential  ist,  durch  co. 

Bestimmt  man  nun  die  liaegratioiiseonsla.ivten  in  diesen  Integralen 
so,  dass  m,  „—  und  ■*-  für  r  =  r,  s  —  s'  verschwinden,  so  genügt  <a 
den  Gleichungen  „ ■_  -j-  ■'.-;  -f~  1  =  v,  ■..-,.-  =  —  mv  und    sowohl   für 
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r  —  r,  als  für  s  =  s'  der  Gleichung  ra  =  0  und  ist,  beiläufig  bemerkt, 
durch  diese  Grenzbed.ingung  iuuI  die  Ditlerentialgleichung 

d'-a      ,  /da     .     da     ,      ,\  r, 

WW,  +  m{Tr  +  T,+  1)  =  " 
völlig  bestimmt. 

Führt  man  nun  in  dem  Ausdrucke  von  wyjt<  für  v  die  Function 
ra  ein,  so  kann  man  ihn  durch  partielle  Integration  in 

(i)        «,,„■  -  »., ,  +/((§=  +  i)  f,  <&  -  j£  %  *) 

umwandeln. 

Uni  die  Bewegung  des  Gases  aus  dem  Anl'angszustande  zu  be- 
stimmen, muss  man  für  c  die  Curve,  in  welcher  t  =  0  ist,  nehmen; 
in  dieser  Curve  hat  man  dann  ~'y  =  x,  %¥-  =  —  x,    und   man   erhält 

durch  abermalige  partielle  Integration 

mv,  s'  =  Wz,,--  +  jipdx  —  xds), 
folglich  nach  Art.  3.,  (4)  und  (5) 

(x  -  (W&)  +  •)*)•.*  =  «V  +  P§  dx 


j  dx. 


(« +  cv?®  -  »)*).-,.■  -  *  -  /|?  < 

Diese  Gleichungen  (2)  drücken  aber  die  Bewegung  nur  aus,  so  lange 
0a«o     ,    (d  log  Vtp'(e)    i    i\,         ]    32«)     ,    /Älogi/ip'Cp)    ,    ,\,  XT  „ 

W  +  \  dlog,  +  J) '  nnd  ä?-  +  l  Ag, '  +  !j  f  von  N°n  Ter- 
schieden  bleiben.  Sobald  eine  dieser  Grössen  verschwindet,  entsteht 
ein  Verdichtungsstoss,  und  die  Gleichung  (1)  gilt  dann  nur  innerhalb 
solcher  Grössengebiete,  welche  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  dieses 
\' erdichtungsstos^es  liegen.  Die  hier  entwickelten  Prineipien  reichen 
dann,  wenigstens  im  Allgemeinen,  nicht  aus,  um  aus  den?  Ani'angszu stände 
die  Bewegung  zu  bestimmen;  wohl  aber  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 
(1)  und  der  Gleichungen,  welche  nach  Art,  5.  für  den  Verdi chtungsstoss 
gelten,  die  Bewegung  bestimmen,  wenn  der  Ort  des  Verdien  tun  gsstosses 
zur  Zeit  t,  also  £  als  Function  von  i,  gegeben  ist.  Wir  wollen  indess 
dies  nicht  weiter  verfolgen  und  verziehten  auch  auf  die  Behandlung  des 
Falles,  wenn  die  Luft  durch  eine  feste  Wand  begrenzt  ist,  da  die 
Rechnung  keim]  (Schwierigkeiten  hat  und  eine  Vergleichung  der  I 
mit  der  Erfahrung  gegenwärtig  noch  nicht  möglieh  ist. 
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IX. 
Selbstanzeige  der  vorstehenden  Abhandlung, 

(Göttinger  Nachrichten,  1869,  Nr.  19.) 

Diese  Untersuchung  macht  nicht  darauf  Anspruch,  der  experimen- 
tellen Forschung  nützliche  Ergebnisse  zn  liefern;  der  Verfasser  wünscht 
sie  nur  als  einen  Beitrag  zur  Theorie  der  nicht  linearen,  partiellen 
Dinerentialgleieiuingeii  betrachtet  zu  sehen.  Wie  für  die  Integration 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  die  fruchtbarsten  Me- 
thoden nicht  durch  Entwicklung  des  allgemeinen  Begriffs  dieser  Auf- 
gabe gefunden  worden,  sondern  vielmehr  aus  der  Behandlung  specieller 
physikalischer  Probleme  hervorgegangen  sind,  so  scheint  auch  die 
Theorie  der  nichtlinearen  partiellen  Differentialgleichungen  durch  eine 
eingehende,  alle  Nebenbedingungeu  berücksichtigende,  Behandlung 
specieller  physikalischer  Probleme  am  meisten  gefordert  zu  werden,  und 
in  der  That  hat  die  Lösung  der  ganz  speciellen  Aufga.be,  welche  den 
Gegenstand  dieser  Abhandlung  bildet,  neue  Methoden  und  Auffassungen 
erfordert,  und  zu  Ergebnissen  geführt,  welche  wahrscheinlich  auch  hei 
allgemeineren  Aufgaben  eine  Rolle  spielen  werden. 

Durch  die  vollständige  Losung  dieser  Aufgabe  dürften  die  vor 
einiger  Zeit  zwischen  den  englischen  Mathematikern  Ohallis,  Airy  und 
Stokes  lebhaft  verhandelten  Fragen*),  soweit  dies,  nicht  schon  durch 
Stokes**)  geschehen  ist,  zu  klarer  Entscheidung  gebracht  worden  sein, 
so  wie  auch  der  Streit,  welcher  über  eine  andre  denselben  Gegenstand 
betreffende  Frage  in  der  K.  K.  Ges.  d.  W.  zu  Wien  zwischen  den  Herrn 
Petzval,  Doppler   und   A.   von   Ettinghauscn"***)    geführt   wurde, 

Das  einzige  empirische  Gesetz,,  welches  ausser  den  allgemeinen 
.Bewegungsgesetzen    bei    dieser    Untersuchung    vorausgesetzt    werden 

*)  Phil.  mag.  voll.  33.  34.  und  36. 
••)  Phil.  mag.  vol.  33.  p.  349. 

***)  Sitzungsberichte  der  K.  K.  Ges.  d.   W.  vom  15.  Jan.,  21.  Mai  und  1.  Juni 
1862. 


/Google 


166  IX.     Selbständige  dtu  vorstehenden  ALlm.riillun£. 

musste,  ist  (Isis  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  eines  Gases  sich  mit 
der  Dichtigkeit  "meiert,  wenn  es  keine  Wärme  aufnimmt  oder  abgiebt. 
Die  schon  von  Poissun  gemachte,  aber  damals  auf  sehr  unsicherer 
Grundlage  rahende  Annahme,  dass  der  Druck  bei  der  Dichtigkeit  p 
proportional  p*  sich  andere,  wenn  7s  das  Verhältniss  der  speeirisehen 
Wärme  bei  constantem  Druck  zu  der  bei  constantem  Volumen  be- 
deutet, kann  jetzt  durch  die  Versuche  von  Regnault  über  die  speci- 
fischen  Wannen  der  Oase  and  ein  Princip  der  mechanischen  Wärme- 
theorie begründet  werden,  und  es  schien  nötliig  diese  Begründung  des 
Poisson'schen  Gesetzes,  da  sie  noch  wenig  bekannt  zu  sein  scheint, 
in  der  Einleitung  v  o  r  an  zu  schicken.  Der  Werth  von  k  findet  sieh  dabei 
=  1,4101,  während  die  Schallu'esek\viijdigkeit  bei  0°  C.  und  trockner 
Luft  nach  den  Versuchen  von  Martins  und  A.  Bravais*)  =  — t-*~ 
sich  ergeben  und  für  h  den  Werth  1,4095  liefern  würde. 

Obwohl  die  Vergleiehung  der  Resultate  unserer  Untersuchung  mit 
der  Erfahrung  durch  Versuche  und  Beobachtungen  grosse  f 
keiten  hat  und  gegenwärtig  kaum  a.usl.'iihrba.r  sein  wird,  ; 
diese  doch,  soweit  es  ohne  Weitläufigkeit  möglich  ist,  hier  mitgetlieilt 
werden. 

Die  Abhandlung  behandelt  die  Bewegung  der  Luft  oder  eines 
Gases  nur  für  den  Fall,  wenn  anfangs  und  also  auch  in  der  Folge 
die  Bewegung  allenthalben  gleich  gerichtet  ist,  und  in  jeder  auf  ihrer 
Richtung  senkrechten  Ebene  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  constant 
sind.  Für  den  Fall,  wo  die  anfängliche  Gleichgewichtsstörung  auf 
eine  endliehe  Strecke  beschränkt  ist,'  ergiebt  sieh  bekanntlich  bei  der 
gewöhnlichen.  Voraussetzung,  dass  die  Druck  Verschiedenheiten  unendlich 
kleine  Bruehtheile  des  ganzen  Drucks  sind,  das  Resultat,  dass  von  der 
erschütterten  Stelle  zwei  Wellen,  in  deren  jeder  die  Geschwindigkeit 
eine  bestimmte  Function  der  Dichtigkeit  ist,  ausgehen  und  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  mit  der  bei  dieser  Voraussetzung  constanten 
Geschwindigkeit  "]/  tp'  (p)  fortschreiten,  wenn  ip  (p)  den  Druck  bei  der 
Dichtigkeit  ;»  und  i/Myi  die  Dcrivivte  dieser  Function,  bezeichnet.  Etwas 
ganz  ähnliches  gilt  nun  für  diesen  Fall  auch,  wenn  die  Druekver- 
schiedenheiten  endlich  sind.  Die  Stelle,  wo  das  Gleichgewicht  gestört 
ist,  zerlegt  sieh  ebenfalls  nach  Verlauf  einer  endlichen  Zeit  in  zwei 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  fortschreitende  Wellen.  In  diesen 
ist  die  Geschwindigkeit,  in  der  .r'ortpilanziüigsi.'idaung  gemessen,  eine 
bestimmte     Function   f  Y  f'(.Q)  <71ogp     der     Dichtigkeit,     wobei      die 


*)  Ann.  de  ehim,  et  de  phya.     Ser.  III,  T.  XIII,  p.  5. 
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i  in  beiden  verschieden  sein  kann;  in  jeder  ist  also 
mit  einem  und  demselben  Werthe  der  Dichtigkeit  stets  derselbe  Werth 
der  Geschwindigkeit  verbunden,  und  zwar  mit  einem  grösseren  Werthe 
ein  algebraisch  grösserer  Werth  der  Geschwindigkeit.  Beide  Werthe 
rücken  mit-  constanter  Geschwindigkeit  fori  Ihre  Fortpfiamungs- 
.  Gase  ist  ]/  <p (p),   im  Räume   aber  um  die  in   der 

■flanzungs  rieht  ung  geinesse.i.i.e  Geschwindigkeit  des  Gases  grösser, 
unter  der  in  der  Wirklichkeit  zutreffenden  Voraussetzung,  dass  rp  (p) 
bei  wachsendem  p  nicht  abnimmt,  rücken  daher  grössere  Dichtigkeiten 
mit  grösserer  Geschwindigkeit  fort,  und  hieraus  folgt,  dass  die  Ver- 
dünnungs wellen,  d.  h.  die  Theile  der  Welle,  in  denen  die  Dichtigkeit 
in  der  Fortpflanzungsrie.litnug  wachst.,  der  Zeit  proportional  an  Breite 
zunehmen,  die  Verdichtungs wellen  aber  ebenso  an  Breite  abnehmen, 
und  schliesslich  in  VerdichtuBgestösse  übergehen  müssen.  Die  Gesetze, 
welche  vor  der  Scheidung  beider  Wellen  oder  bei  einer  Über  den  ganzen 
Kaum  sich  erstreckenden  Gleichgewichtsstörung  gelten,  so  wie  die 
Gesetze  für  das  Fortschreiten  von  Yerdichturigsstössen,  können  hier, 
weil  dazu  grössere  Formeln  erforderlich  waren,  nicht  angegeben  werden, 

In  akustischer  Beziehung  liefert  demnach  diese  Untersuchung  das 
Resultat,  dass  in  den  Füllen,  wo  die  Drueliverschiedeuheiton  nicht  als 
unendlich  klein  betrachtet  werden  können,  eine  Aenderung  der  Form 
der  Sehallwellen,  also  des  Klanges,  wahrend  der  Fortpflanzung  eintritt. 
Eine  Prüfung  dieses  Resultats  durch  Versuche  scheint  aber  trotz  der 
Fortschritte-,  welche  in  der  Analyse  des  Klanges  in  neuester  Zeit  durch 
Helmholtz  u.  A.  gemacht  worden  sind,  sehr  schwer  zu  sein;  denn  in 
geringeren  Entfernungen  ist  eine  Aenderung  des  Klanges  nicht  merk- 
lich, und  bei  grösseren  Entfernungen  wird  es  schwer  sein,  die  mannig- 
fachen Ursachen,  welche  den  Klang  modifteiren  können,  zu  sondern. 
An  eine  Anwendung  auf  die  Meteorologie  ist  wohl  nicht  zu  denken, 
da  die  hier  untersuchten  hiewegi.tvigen  der  Luft  solche  Bewegungen  sind, 
die  sich  mit  der  Schallgeschwindigkeit  fortpflanzen.,  die  Strömungen  in 
der  Atmosphäre  aber  allem  Anschein  nach  mit  viel  geringerer  Ge- 
schwindigkeit fortschreiten. 
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Ein  Beitrag  zu  den  Untersuchun^i'n  üIht  die  Bcwommg  eines 
flüssigen  gleichartigen  Ellipsoides. 

(Ans   dem   neunten   Bunde    dsji-    Aljiiiini.lliuj^eii    doi:    Könifilichiai    Ci  tjsellaehaft   dei 
Wissenschaften  zu  Göttingen.    1801.; 

Für  die  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines  gleichartigen 
.flüssigen  Kllipsc-ides,  dessen  Klcmeine  sieh  nach  dem  l  ieset/.o  der 
Schwüre  anziehen,  hat  Diriehlet  durch  seine  letzte  von  Dedokind 
herausgegebene  Arbeit  auf  überraschende  Weise  eine  neue  Bahn  ge- 
brochen. Die  Verfolgung  dieser  schönen  Entdeckung  hat  für  den 
Mathematiker  ihren  besondern  .Reiz,  ganz  abgesehen  von  der  Frage 
nach  den  Gründen  der  Gestalt  der  Himmelskörper,  durch  welche  diese 
Untersuchungen  veranlasst  worden  sind.  Diriehlet  selbst  hat  die 
Losung  der  von  ihm  behandelten  Aufgabe  nur  in  den  einfachsten 
Fällen  vollständig  durchgeführt.  Für  die  weitere  Ausführung  der  Unter- 
suchung ist  es  zweckmässig,  den  DiUiTcntialgleiehungen  luv  die  Be- 
wegung der  (lässigen  Masse  eine  von  dem  gewählten  Anfangszeit- 
punkte unabhängige  Form  zu  geben,  was  z.  B.  dadurch  geschehen  kann, 
dass  man  die  Gesetze  aufsucht,  nach  welchen,  die  Grösse  der  Haupt- 
axen  des  Ellipsoides  und  die  relative  Bewegung  der  flüssigen  Masse 
gegen  dieselben  sich  ändert.  Indem  wir  hier  die  Aufgabe  in  dieser 
Weise  behandeln,  werden  wir  zwar  die  Dirichlet'sche  Abhandlung 
veraussetzen,  müssen  a.ber  dabei  zur  Vermeidung  von  Irrungen  gleich 
bevorworten,  dass  es  nicht  möglieh  gewesen  ist,  die  dort  gebrauchten 
Zeichen  im  verändert  beizubehalten. 

1. 
Wir  bezeichnen  durch  a,  h,  c  die  Hauptaxen  des  Ellipsoides  zur 
Zeit  t,  ferner  durch  x,  y,  z  die  Co  ordinalen  eines  Elements  der  flüssigen 
Masse  zur  Zeit  t  und  die  A.nfa.ngswerthe  dieser  Grossen  durch  An- 
hängung des  Index  0  und  nehmen  an,  dass  für  die  Anfangszeit  die 
Hauptaxen   des  Ellipsoides   mit  den  Ooordinatenaxen   zusammenfallen. 
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Den  Ausgangspunkt  für  die  IJiUei'suehriiig  Dirichlet's  bildet  be- 
kanntlich die  Bemerkung,  dass  man  den  Dinereurialgloichungen  für 
die  Bewegung  der  Flussigkdtstheile  genügen  kann,  wenn  man  die 
Coordinaten  x,  y,  3  linearen  Ausdrücken  von  ihren  Anfangswerthcn 
gleichsetzt,  in  denen  die  Coei'iicieuten  blosse  Functionen  der  Zeit  sind. 
Diese  Ausdrücke  setzen  wir  in  die  Form 

x  =  l  -J  +  m   f~  +  n   ^- 

(1)  y  =  X  -X-a-  +  m   £■  +  »'   ""■■ 

«d  "u  ct 

*  =  l"^  +  m"i;  +  n"i- 

Bezeichnet  man  nun  durch  g,  17,  £  die  Ooordinaten  des  Punktes  (x,y,s) 
in  Bezug  auf  ein  bewegliches  Coordinateiisystem,  dessen  Axen  in  jedem 
Augenblicke  mit  den  Hauptaxen  des  Ellipsoides  zusammenfallen,  so 
aind  bekanntlich  g,  %  %  gleich  linearen  Ausdrücken  von  x,  y,  s 

%  =  ax    +  fiy    +  ya 

(2)  n  =  r/a;  +  ß'y  +  /.s 
£  =  ct"x  +  j3"j/  +  y"n 

worin  die  Coefiiei.enten  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Axen 
des  einen  Systems  mit  den  Axen  des  andern  bilden,  « =  cos  \x, 
ß  =  cos  %y  etc.,  und  zwischen  diesen  Coeffi  ei  enteil  finden  sechs  Be- 
dingungsglcicJutngen  statt,  welche  sich  daraus  herleiten  lassen,  dass 
durch  die  Substitution   dieser  Ausdrücke 

i*  +  v2  +  i2  =  «2  +  f  +  ^ 

werden  muss. 

Da'  die  Oberfläche  stets  von  denselben  Fhissigkeitsthcilchon  ge- 
bildet wird,  so  mass 

ü.  +  rt  4.  i3.  =  5l  4.  hl  _l  V 

sein;  setzt  man  also 

(3)  i-<i:- +ft't+i'.'t 

d.  h.  bezeichnet  man  in  den  Ausdrucken  von  ■■■-,  ■-'- .   '    durch  — ,  4^,  -"• 
a  '    b  '  c  %'  b„'  c0 

welche  man  durch-  Einsetzung  der  Werthe  (1)  in  die  Gleichungen  (2) 
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erhält,   die  Coeffi  deuten  durch  ai}  ßt!  . . .,  y",  so  bilden  diese  Grössen 

K,>  ß,i  •  ■  ■> "/','  ebenfalls  die  Coefiieieiiteii  einer  orthogonalen  IJoordinaten- 
transforination :  sie  können  "betrachtet  werden  als  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Axen  eines  beweglichen  Ooordinatensystems  der 
%lS  rjl}  t,  mit  den  Axen  des  festen  Coordinatensystems  der  x,  y,  s 
bilden.  Drückt  man  die  Grössen  x,  y,  &  mit  Hülfe  der  Gleichungen 
(2)  und  (3)  in   -"-,  ™,  — -  ans,  so  ergiebt  sich 

l   =  aaai  -f-  ba'a,  -f-  ca" a" 
m   —  aaßt  +  ba'ß't  +ca"ß," 

n    =  aayt  -\-  ba'y'  -{-  ca"<y" 

X  =  aßat  +  bfia;  +  eß"a" 

(4)  m'  —aßß.  +  bpßj  +  ofrß? 

n'  =aßyi-\-Vß!r'i   +cß-'y'; 

l"  =  ayat  -f-  by  a'  +  cv'a" 

m"*=ayßl  +  by,ß;  +  cy"ß;' 

n"  =  ß^)',  +  5/}','  +  s?"y" 
Wir  können  daher  die  Lage  der  Flüs-igkeit^tlieilcheii  oder  die  Wevtlie 
der  Grössen  l,  m,  .  .  .,  n"  zur  Zeit  (  als  abhängig  betrachten  von  den 
Grössen  a,  !>,  c  und  der  Lage  »weior  beweglichen.  Co ordinalen Systeme 
und  können  zugleich  bemerken,  dass  durch  Vertan  schling  dieser  beiden 
Coorclinatensy steine  in.  dem  Systeme  der  Grössen  I.  m,  n  die  Hom.ontal- 
reihen  mit  den  Vertikalreihen  vertauscht  werden,  also  l,  m,  n"  un- 
geä.ndert  bleiben,  wälirend  von  den  Grössen  m  und  X,  n  und  l" ,  ri 
und  m"  jede  in  die  andere  übergeht.  Es  wird  nun  unser  nächstes 
Geschäft  sein,  die  Differentialgleichungen  für  die  Veränderungen  der 
llauptaxen  und  die  Bewegung  dieser  beiden  Coord Ina. ten Systeme  aus 
den  in  der  Diriehlet'schen  Abhandlung  (§.  1, 1)  angegebenen  Grund- 
gleichungen  für  die  Bewegung  der  Flüssigkeitstheildien   abzuleiten. 


Offenbar  ist  es  erlaubt,  in  jeneu  Gleichungen,  statt  der  Derivirten 
na.ch  den  Anfangswerthen  der  Grössen,  x-,  y,  s,  welche  dort  durch 
a,  b,  c  bezeichnet  sind,  die  Derivirten  nach  den  Grössen  %,  i\,  %  zu 
setzen;  denn  die  hiedureb  gebildeten  Gleichungen  la.ssen  sich,  als  Aggre- 
gate von  jenen  dura  teilen  und  umgekehrt.  Wir  erhalten  dadurch;  weim 
wir  für  ~  .p-,  . . ..%  ihre  Werthe  t 
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über  die  Tiowe^ui:«-  ei  dos   IKUsig™  gldc-hurl-i^en   l'-ilifstsolflr-K. 


(i) 


+  1 


"5t"    -°H~~di 
worin  V  das  Potential,  P  den  Druck  im  Punkte  x,  y,  H  zur  Zeit  t  und 
s  die  Constante  bezeichnet,  welche  die  .inzk'huug  zwischen  zwei  Massen- 
einheiten in  der  Enti'ertairigseinlieit  aus  drückt. 

Es  handelt  sieh  nun  zunächst  darum,  die  Grössen  links  vom  Gleich- 
heitszeichen in  die  Form  linearer  Fuuctione.ii.  "von  den  Grössen  |,  tj,  t, 
zu  setzen,  wozu  einige  Vorbereitungen   n.öthig  sind. 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  2)  erhält  man,  -wenn  man 
zur  Abkürzung 


dx         .    dy  „      .dz              f.- 

71  •  +sif>   +W  =i 

(2) 

8a>    ,     ,    dy  a,     ,    du     , 

Tt"  +stl>  +ejr  -i 

sctzl. 

ex    „    .    dy  a.,    .    da     „        ^ 
3*  —  *!L  »  _|_  ü  .,  _i_  ±L  .  j_  r 

st      dt  x  ^  dt  y  ^  (irt? 

9»)         de'          .    da'          .     dy'          ,       . 

S-**+¥»+¥,  +  ' 
't  _  ■*""  r  _l_  *»",,+  Ü.J-? 

und  wenn  m 

n  hierin  X,  y,  B  wieder  durch  £,  »j,  i;  ausdrückt 

dA 

y'Jn 

dt 

-fr 

'  +  %-'  +  &r)i  +  $-'  +  ilt-r+% 

y'Jn 

.    /da      .,    .    äß'    ,.,    ,     d 

+  («-•  +  3f  <*  + 1 

81  _  [fr  "  +  IT  P  +  IT  * )  i  +  (IT  " 
li^_    „       d£    .,       d 
*\di  'dt     '       'd 


Nun   giebt 
"  +  ß*  +  f  ~ 


die   Differentiation    der 
■a  +  ßp  +  r/  —  0,  etc. 


.    df  #    .    dy"     ,\ 

)t+e- 

bekannten.    Gleichui 
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da    .     .  dB    .        dv         ,.  .  da     ,     -,  dB"    .      ,  dy  n 

ri(     '    '    dt         '  dt  dt     '    '      dt     '    '    dt 

.,  da"    ,     ,.,  tfß"     ,      ,.  ((■/"         « 

ß  ,7^  +  ^  ir  +  v  ir-° 

dt     a    ^  dt     '      ^  dt    y  [dt  ^  dt     p    ^  dt    Y) 

,.-,.  da"  ,    dB"   .,      |     dy"  {du.      „  dß    „„     .      dy      „\ 

(3)       IT«  +7r?+in-r  --(«-»   +Ti-t>   +  *?) 

äa      ,      .     d|3    o,      ,      cZy      ,  (da  dB'  a      ,      dy        V 

TT«   +-£■!>   +HiV  --{iT"   +TTl>  +«') 

und  es  wird   folglich,   wenn  man  diese  letzteren   drei  Grossen   durch 
p,  q,  r  bezeichnet, 

r-       §|-«l  +  ?5 
(*)  V-       rE  +  |i-*S 

Durch    ein    ganz    ähnliches    Verfahren    ergiebt    sich    aus    den    Glei- 
chungen (2) 


JFa 

+  f#D    +  fj^    - 

^-'■i'+«r 

(5) 

et'1  K 

+  #/*+&/- 

,r  +  ?i-K 

st*"  K 

'  +  Hr  +  Sr"  — 

-  25'  +  CT  +  %i 

und  ans  den  Gleichungen  Art.  1.  3),  wenn  pt!  qt)  rt  die  Grössen  be- 
zeichnen, welche  von  den  Functionen  ar)  ßi7  . . .,  y"  ebenso  abhängen, 
wie  die  Grossen  p,  q,  r  von  den  Functionen  a,  ß,  .  .  .,  y" 

-  ! 

4   I    ," 

-sr-ä.T-AT' 

Setzt  man  die  Werthe   ..--,  '.'     ,-  aus  (6)  in  (4)  ein,  so  erhält  man 
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f  -  31  4  +  (■"■  - '')  1  +  <''2  -  "*■)  f 

(7)  ,'  _  („  _  6r,)  1  +  *±  i  +  (6j),  -  q,)  t 

r  -  («S,  -  05)  t  +(S,,~CR)y  +  §4- 

Was  die  gec-metrisc-lie  Bedeutung  dieser  Grössen,  betrifft,  so  sind,  wie 
leicht  ersichtlich  ist,  £',  t\,  g'  die  GoschwiiHhg'keitscomponenten  des 
Punktes  #,  */,  s  der  flüssigen  Masse  parallel  den  Axen  |, ij,  £;  -~r,  -^r,  ^x 
die  ebenso  zerlegten  relativen  Geschwindigkeiten  gegen  das  Coordi- 
uatensystem  der  g,  jj,  £;  ferner  in  den  Gleichungen  (1)  die  Grossen 
auf  der  linken  Seite  die  Beschleunigungen  und  die  auf  der  rechten 
die  beschleunigenden  Kräfte  parallel  diesen  Axen;  endlich  sind  p,  q,  r 
die  augenblicklichen  Rotationen  des  Ooordinaten  Systems  der  ij,  17,  %  um 
seine  Axen  und  pi}  qt!  r  d  haben  dieselbe  Bedeutung  für  das  Coordinaten- 
system  der  |y,  y/t  %t. 


Wenn  man  nun  die  Werthe  der  Grössen  £',  tj,  %'  aus  (7)  in  die 
Gleichungen  (5)  substituirt  und  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (6)  die 
Derivirten  von  — ,  y-,  —  wieder  durch  die  Grössen  %,  r\,  t,  ausdrückt, 
so  nehmen  die  Grössen  auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  (1)  die 
Form  linearer  Ausdrücke  von  den  Grössen  £,  r\,  %  an.  Auf  der  rechten 
Seite  hat   V  die  Form 

H—Af  —  Bf-  CT 

worin  H,  A,  B,  C  auf  bekannte  Weise  von  den  Grössen  u,  b,  c  ab- 
hängen; und  man  genügt  ihnen  daher,  wenn  an  der  Oberfläche  der 
Druck  den  conslanten  Werth  Q  hat,  indem  man 


-  Q  +  a  (. 


setzt  und  die  zehn  Functionen  der  Zeit  a,  b,  c;  p,  q,  r;  pt,  qr,  rt  und 
0  so  bestimmt,  dass  die  neun  Coefficienten  der  Grössen  £j,  t\,  %  auf 
beiden  Seiten  einander  gleich  werden  und  ungleich  die  aus  der  Incom- 
prcsf-ihilitiU  ['olgoude  Bedingungsgleielumg  übe  =  a-Ji,, <;,-,  befriedig):  wird. 
Durch  Gleichsetaung  der  Coefficienten  von  — ,  -j-,  in  der  ersten  und 
von  —  in  der  aweiten  Gleichung  ergiebt  sieh 
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g-  +  2brr,  +  2cM,  -«(.■«  +  r,"  +  ,f  +  Sl»)  -3^-  äeo^l 

dl"         ,  dr     ,    n  da  „  <i&  i  ,     ,  „ 

"  «  ""  !'  «  +  2  31 r  ~  2  Tt  '■  +  "«  +  'M-  -  2cl"I'  ~  ° 

*"  ,.Är     .     „d»  _  db  ,  ,    ,  _  „ 

ft  it  —  b  dt  +  2  dt  *"<  ~  2  dir  +  aM>  +  6^9  -  8eA2  -  ° 
Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  diu  sechs  übrigen  durch  cyclische 
Versetzung  der  Axcn,  oder  auch  durch  beliebige  Vertäu  sc)  umgen,  wenn 
man  nur  dabei  beachtet,  dass  durch  Vertauschung  zweier  Axen  nicht 
bloss  die  ihnen  entsprechenden  Grössen  vertauscht  werden,  sondern 
zugleich  die  sechs  Grössen  p,  q,  .  .  .,  ri  ihr  Zeichen  ändern. 

Man  kann  diesen  Gleichungen  eine  für  die  weitere  Untersuchung 
bequemere  Form  geben,  wenn  man  statt  der  Grössen  pf  p,;  9,  g/,  '>',  r 
ihre  halben  Summen  und  Differenzen 

P  +  P  1  +  3  r  4-  r 

U  =     T  »  =       2  w  =     T    ' 

u  =  p  "■*'■      n' =  i~lAi      «,'  =  -  ~  ''■ 

als  unbekannte  Functionen  einführt. 

Dadurch  wird  das  System  von  Gleichungen,  welchen  die  zehn 
unbekannten  Functionen  der  Zeit  genügen  müssen 

a-c)tf  +  (a+c)v'*  +  (a-l)wi  +  {a  +  l)w'*--^  =  BaA-^ 


(«) 


«Je  =  O-n?>0C0. 

Die  Werthe  von  ^4,  B,  C  ergehen  sich  aus  dem  bekannten  Ausdrucke 
für   7 
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r-B-Ae-B?-Oe-*fe(l  -  ^-,  -  5^  -  4-;), 

worin 

w(i+*)(i+£)(i  +  *). 

Nach  ausgeführter  Integration  dieser  Differentialgleichungen  hat 
man  noch,  um  die  Functionen  a,  ß,  ...,y"  zu  bestimmen,  die  all- 
gemeine Lösung  G,  e',  6"  der  Differentialgleichungen 

(ff)      *•_,*- je»,    ^  — ,o  +  ,'e-,    ^-je-j-tf 

zu  suchen,  —  von  welchen,  wie  aus  Art.  2,  (3)  hervorgeht,  a,  a,  «": 
(J,  0',  /J";  j>,  /,  j>"  die  drei  particularen  Auflösungen  sind,  die  für 
*  =  0  die  Werthe  1,  0,  0;  0,  1,  0;  0,  0,  1  annehmen,  —  und  zur  Be- 
stimmung   der  Functionen   «,,  ßr,  . . .,  y"   die    allgemeine   Lösung    der 

■imulriLuc.il   Diiten.'nüii.lgloiclu.mgcn 


4. 
Es  fragt  sich  nun,  welche  Hülfsmittel  für  die  Integration  dieser 

Differentialgleichungen  (5),  (ß),  (j>)  die  allgemeinen  hydrodynamischen 
Principien  darbieten,  aus  denen.  Diriehlet.  .sieben.  Integrale  erster  Ord- 
nung der  durch  die  Functionen.  I,  m,  .  .  .,  n"  zu  erfüllenden  Differential  - 
gleichungen  (§.  1.  (a))  schöpfte.  Die  aus  ihnen  iuesseiaJeii  Oleieliungeii 
lassen  sich  mit  Hülfe  der  oben  für  §',  r/,  %  gegebenen.  Ausdrücke  leicht 
herleiten. 

Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächen  giebt 

(S  _  „)»„  +  (S  +  e)W  -g-.f  +  ßK>  +  ,  ¥ 
(1)  (,-„)■,  +  („  +  „)>„'_  h  _  «'  g"  +  fl  ],"  +  y  S° 

(«  -  IJw  +  («  +  S)W  -  *  _  «"«•  +  ß"h'  +  yV 
worin  die  (Jons tau. Leu  </',  /;.'-',  /,:ü,  die  A ui'angs werthe  von  y,  h,  h,  mit  den 
Constanten  St,  ff,  ff'  in  der  Abhandlung  von  Diriehlet  überein- 
kommen; er  liefert  also  das  aus  den  sechs  letzten  Dilieniiiiialgleichungen 
(a)  leicht  zu  bestätigende  Resultat,  dass  8  =  (?,  6'  =  A,  6"  =  7e  eine 
Lösung  der   Differentialgleichungen  (ß)  ist. 

Aus  dem  Helmholtz'sehen  Princip   der  Erhaltung  der  Rotation 
folgen  die  Gleichungen 
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(b  -  „)■„  -  (s  +  c)',(  - g, - «,  g«  +  ß,  »,« +  r,  K 

(2)  0  —a)'v  -  lf  +  o)V  -  1,  -  «,'  (7,"  +  /!,'  /.,'  +  ?',  l<° 
(„  _  S)i„  _  („  +  1).»-  _  J.  _  „;v,"  +  ft"V  +  f,"*,° 

in  welchen  die  Constanten  g'\  h®,  hj'  den  '•rossen  HC%,  CA  S8,  ^7?ß 
der  genannten  Abhandlung  gleich  sind. 

Der  Satz   von  der  Erhaltimg  der  lebendigen   Kraft  endlich   giebt 
ein  Integral  erster  Ordnung  der  Dfii'ereiitinlü'loiehuiigen  (V: 

(!)  +  (S  -  c)W  +  («  -  <.)*»'  +  (»  -  6)V       -  2  tJJ  +  comt 

\+lb  +  c)V  +  {c  +  a)V  +  (a  +  6)V  I 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgen   zunächst  noch  zwei  In- 
tegrale der  Gleichungen  («) 

(II)  ff  -f-  Jir   -f-  fca  =  const.  =  ca3 

(III)  g2  -f-  h,2  +  V  =  const.  =  taf. 

Ferner  lassen   sieh  von  den   (lleie.lumgen   (ß)  zwei  Integrale 

(IV)  Q2   +  &'*   +  0"2   —  const. 

(V)  Qg  +  8'A  +  6"Ä  =  const. 

angeben,  wodurch  ihre  Li.teguu.tiim  (ülgr.mtin  auf  eine  Quadratur  zurüek- 
geführt  wird.  Zur  Aufstellung  ihrer  allgemeinen  Lösung  ist  es  jedoch, 
da  sie  linear  und  homogen  sind,  nur  nötliig,  noch  zwei  von  der  Lösung 
g,  %,  h  verschiedene  ^i/rlknhira  Lösungen  zu  suchen,  für  welchen  Zweck 
man  die  willkürlichen  (.'onstitnten  in  diesen,  beiden  Integralgleichungen 
so  wählen  kann,  dass  sich  die  Rechnung  vereinfacht.  Giebt  man  beiden 
den  Werth  Null,  so  hat  man 

(3)  e'Ä  +  9"ft=  —g&, 

und  ferner  erhält  man,  wenn  man  diese  (Jleic'hiuig  fjuadnrt  und  dazu 
die  Gleichung 

_  e'a  —  e"a  =  es 

multiplieirt  mit  li2  -j-  l:2,  addirt 

—  (e'Ä  —  e"A)s  =  io-Q- 

folglich 

(4)  &'k  —  Q"h  =  miQ 

Durch  Auflösung  dieser  beiden  linearen  (iloichungen  (3)  und  (4) 
findet  sieh 
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über  die  Bewegung  eines  flüssigen 

(5)  e  =   ft>  +  Ä'   e 

(6)  e    —  '-0+-fcä'-e 

und  durch  Einsetzung  dieser    Werthe  in  die  erste  der  Gleichungen  (ß) 
dg 


r  + 


rft  +  1h 


&    dt  Ä"  -f  &a   ~    h3  +  S2 

(7)  log  e  =  i  log  (Ä"  +  fc2)  -f  oi  J"§^  rf*  +  const. 

Aus  dieser  in  (5),  (6)  und  (7)  enthaltenen  Losung  der  Differential- 
gleichungen (ß)  erhalt  man  eine  dritte,  indem  man  für  ]/—  1  überall 
—  Y —  1  setzt,  und  es  ist  dann  leicht  aus  den  gefundenen  drei  par- 
ticularen  Lösungen  die  Ausdrücke  für  die  Functionen  a,  ß,  ...,  y" 
zu  bilden. 

Die  geometri.-cln.'.  Bedeutung  jeder  reellen  Lösung  der  Differential- 
gleichungen (ß)  besteht  darin,  dass  sie,  mit  einem  geeigneten  con- 
stanten  Factor  multiplicirt,  die  Cosinus  der  Winkel  ausdrückt,  welche 
die  Axen  der  %  i),  %  zur  Zeit  t  mit  einer  festen  Linie  machen.  Diese 
feste  Linie  wird  für  die  erste  der  drei  eben  gefundenen  Lösungen 
durch  die  Normale  auf  der  unveränderlichen  Ebene  der  ganzen  be- 
wegten Masse  gebildet,  für  den  reellen  und  den  imaginären  Bestand- 
teil der  beiden  andern  durch  zwei  in  dieser  Ebene  enthaltene  und 
auf  einander  senkrechte  Linien.  Die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  den 
Axen  und  jener  Normalen  sind  demnach  — ,  — ,  —  ;  die  Lage  der 
Axen  gegen  diese  Normale  ergiebt  sich  also  nach  Auflösung  der 
Gleichungen  («)  ohne  weitere  Integration  und  zur  vollständigen  Be- 
stimmung ihrer  Lage  genügt  eine  einzige  Quadratur,  z.  B.  die  Integration 

o)    /    ^  T  M  &$>  welche   die  Drehung  der  durch  die  Normale  und  die 

Axe  der  |  gehenden  Ebene  um  die  Normale  gieht. 

Ganz  Aelmliches  gilt  von  den  Differentialgleichungen  (y).  Man 
kann  auf  demselben  Wege  aus  den  beiden  Integralen 

(VI)  0,a  +  0/2  +  6,"*  =  consi 

(VII)  &,g,  +  9,'Ä,  +  9,"Ä,  =  const. 

ihre  allgemeine  Lösung  und  folglich  auch  die  Werthe  der  Grössen 
k,,  ßl}  ...,  y"  zur  Zeit  t  ableiten,  und  es  wird  dabei  nur  eine  Qua- 
dratur erforderlich  sein.    Es  ergiebt  sich  dann  schliesslich  der  Ort  eines 
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beliebigen  Fl ils sip;lcei t si'Vnii  1  chens  zur  Zeit  t  aus  den  oben  (Art  1,  1 
und  4)  für  die  Grössen  x,  y,  s  und  die  Functionen  l,  m,  . . .,  n"  ge- 
gebenen Ausdrücken. 


Wir  wollen  uns  jetzt  Rechenschaft  darüber  »eben,  was  durch  die 
Zurüekfühning  der  Differentialgleichungen  /.wischen  den  Functionen 
l,  m,  .  .  .,  n"  (der  DilTereutialgleiehungeu  (a)  §.  1  bei  Dirichlot)  auf 
unsere  Differentialgleichungen  für  das  Geschäft  der  Integration  ge- 
wonnen ist.  Das  System  der  Differentialgleichungen  (a)  ist  von  der 
seehszchuten  Ordnung,  und  man  könnt  von  denselben  sieben  Integrale 
erster  Ordnung,  wodurch  es  auf  ein  System  der  neunten  Ordnung, 
zurückgeführt  wird.  Das  System  (a)  ist  nur  von  der  zehnten  Ord- 
nung, und  man  kennt  von  demselben  noch  drei  Integrale  erster 
Ordnung.  Durch  die  hier  bewirkte  Umformung  jener  Differential- 
gleichungen ist  also  die  Ordnung  des  noch  zu  integrirendcji  Systems 
von  Differaitialgleicliuiigen  um  zwei  Einheiten  erniedrigt,  und  man 
hat  statt  dessen  nur  schliesslich,  noch,  zwei  Quadraturen  auszuführen. 
Diese  Umformung  leistet  also  dasselbe,  wie  die  Auffindung  von  zwei 
Integralen  erster  Ordnung. 

Wir  bemerken  indess  ausdrücklich,  da.ss  hierdurch  unsere  Form 
der  Differential  gl  ei  cli  un  gen  nur  für  die  Integration  und  die  wirkliche 
Bestimmung  der  Bewegung  einen  Vorzug  erhält.  Für  die  allgemein- 
sten Untersuchungen  über  diese  Bewegung  ist  dagegen  diese  Form  der 
Differentialgleichungen  weniger  geeignet,  nicht  bloss,  weil  ihre  Her- 
leitung weniger  einfach  ist,  sondern  a.uch  desshalb,  weil  der  Fall  der 
(lleichheit  zweier  Axeu  eine  besondere  Betrachtung  erfordert  Bei 
(jleichheit  zweier  Axen  tritt  nämlich  der  besondere  Umstand  ein,  dass 
die  ihnen  zu  gebende  Lage  durch  die  Gestalt  der  flüssigen  Masse  nicht 
völlig  bestimmt  ist:  sie  hängt  dann  im  Allgemeinen  auch  von  der 
augenblicklichen.  Bewegung  ab  und  bleibt  nur  dann  willkürlieh,  wenn 
diese  Bewegung  so  beschaffen  ist,  dass  die  Axeu  fortwährend  einander 
gleich  bleiben.  Die  Untersuchung  dieses  Falles  ist  zwar  immer  leicht 
und  bedarf  daher  keiner  weiteren  Ausführung,  kann  aber  in  speeiellen 
Fällen  noch  wieder  besondere  Formen  annehmen,  und  die  allgemeinen 
Untersuchungen,  wie  z.  B.  der  allgemeine  Nachweis  der  Möglichkeit 
der  Bewegung  (§.  -2  bei  Dirichlet),  würden  daher  wegen  der  Menge 
von  besonders  zu  behandelnden  Fällen  ziemlieh,  weitläufig  werden. 

Ehe  wir  zur  Behandlung  von  speeiellen  Fällen  schreiten,  in  wel- 
chen sich  die  Differentialgleichungen  (c.)  iutegrirei.i  lassen,  ist  es  zweck- 
,  zu  bemerken,  dass  in  einer  Lösung  dieser  Difforentialgleichun- 


/Google 


über  die  Bewos'-mS'  ^inis  iliissig-en  yl'.'iriiLii/tJgi'-ii  Ellii-iHOiikij,  179 

gen,  wie  unmittelbar  aus  der  Form  dieser  Gleichungen  hervorgeht, 
jede  Zeichenänderung  der  Functionen  m,  v,...,  w'  zulässig  ist,  bei 
welcher  uvtv,  uv'tv,  u'vw,  u'v'w  ungehindert  bleiben.  Es  können  also 
erstens  die  Zeichen  der  Functionen  u,  v,  w  gleichzeitig  geändert  wer- 
den, und  dadurch  werden  die  Grössen  «,  ß,  .  . .,  y"  mit  den  Grössen 
at,  ßit  . . . ,  y",  also  in  dem  System  der  Grössen  /■,  m,  . .  . ,  n"  die 
Horizont Lilreihen  mit  den  Verticalreihen  vertauscht.  Zweitens  können 
glftich/eitig  zwei  (1er  Grössenpaare  «■,■)/;  v,v;  w,tv  mit  den  enigegen- 
gesetzten  Zeichen  vorsehen  werden,  und  diese  Aemlerung  lagst  sich 
auf  eine  Aenderu.ng  in  dem  Zeichen  einer  Coordinatenaxe  xui'iick führen. 
wobei  die  Bewegung  in  eine  ihr  symmetrisch  gleiche  übergeht.  In 
dieser  Bemerkung  ist  der  von  Dedekind  gefundene  1 
cuthalten. 


Wir  wollen  nun  den  Fall  untersuchen,  in  welchem  eins  der 
Grössenpaare  u,  «';  *>,«';  w,iv  fortwährend  gleich  Null  ist,  also  z.  B. 
M=j{'  =  0;  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Voraussetzung  ist 
diese,  dass  die  Hauptaxe  a  stets  in  der  unveränderlichen  Ebene  der 
ganzen  bewegten  Masse  liegt  und  die  augenblickliche  li.otationsaxe 
auf  dieser  Hauptaxe  senkrecht  steht. 

Aus  den  sechs  letzten  Differentialgleichungen  (et)  folgt  sogleich, 
dass  in  diesem  Falle  die  Grössen 

(F)  (c  -  af  v,(c  +  «)•  v,  (a  -  6)"  w,  (a  +  Vf  w 

constant  sind  und  die  Gleichungen 

,  .  {b  -\-  c  —  2a)  vw  -f-  (6  -f-  c  -f-  2a)  v w'  =  0 

(b  —  c-\-2a)vuf  +  (b  —  c—  2a)  v'w  =  0 

^tuttthiden  müssen. 

Bei  der  weiteren  Untersuchung  ist  zu  unterscheiden,  ob  noch  ein 
zweites  der  drei  Grössenpaare  Null  ist  oder  nicht,  und  wir  können  im 
Allgemeinen  nur  noch  bemerken,  dass  in  Folge  der  Gleichungen  (;i) 
die  Grössen  h,  h,  ht,  ht  constant  sind  und  folglich  auch  die  Winkel 
zwischen  den  Hauptaxen  und  der  unveränderlichen  Wbene  der  ganzen 
bewegten  Masse,  und  dass  dann  ferner  aus  den  Differentialgleichungen 
Q3)  und  (y)  die  Yerhältnissgleiehungen 

ff  :  h  :  &  =  p  :  q  :  r 
ffj :  A  :  lci  =  p,:q,:  f, 

folgen,  wodurch   die  Lösungen  dieser  Gleichungen  sich  vereinfachen. 
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Erster  Fall.  Nur  eins  der  drei  (irfi^eiqiatire  n,u'\  v,v'\  w,w'  ist  gleicJi  Null. 
Wenn  weder  zugleich  v  und  v,  noch  zugleich  w  und  w'  Null  sind, 
folgt  aus  den  Gleichungen  (jt)  und  (v) 

0--(3ffl-r.6  +  c)(a«-6  +  «)        U  +  0    C°nSt' 

woraus  sich  mit  Hinzuziehung  von 

abc  =  eonst. 
ergiebt,  dass  a,  h,  c  und  folglich  auch  v,v,  w,w    constant  sind. 
Setzen  wir  nun 

~c)  =  (2a--b  -  c)  {ia  +  b  -  c)  ™  S 


(2a  +  6  +  C)  (2a  +  &  _  c)         (2«  -  &  -  c)  (2a  -  6  +  c) 
so  erhalten  wir  aus  den  drei  ersten  DiilWentialgleicbungen  («)  die  drei 
Gleichungen 
(3)  (4as  —  V  —  3ca)S  +  (4«ä-  3&s  —  cs)  T=.  '-£  -  —^ 

(4)  r    °T"^~T 

Um  hieraus   die  Werthe  von  S,  T  und  e  abzuleiten,  bilde   man  aus 
den  Gleichungen  (4)  diu  Gluk-himgeii 

7>  _i_   0  " _£^    /  "8 

^1"°         2&SC»  2     I  A(&*  +  S)  (fl*  +  8) 

und  substituire  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (3) 

(4o>  -  5'  -  f) ,(I  +  S)  -  2  &T  +  fS)  —  '-£  -  j^i , 

wodurch  man 

(5)  27w^  =  T  j  Ä  (">»"+  sy^  +1)—  +  oH^J 

erhält,  wenn  zur  Abkürzung 

(6)  4«*  -  a?  (1/  +  ca)  +  &V  =  D 
gesetzt  wird. 
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Durch  Einsetzung  des  Werthes  von  ß  in  die  Gleichungen  (4) 
findet  sich  dann 

Es  bleibt  nun  noch  zu  untersuchen,  welchen  Bedingungen  «,  b,  c 
genügen  müssen,  damit  sich  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  und  den 
Gleichungen  (2)  für  »,  t>',  ic,?c'  reelle  Werthe  ergeben. 

Damit  ( — )  und  (■■--)  nicht  negativ  werden,  ist  es  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  die  Grösse 

(4aB  —  (b  +  c)a)  (4  a"  —  (6  —  c)a)  >  0 

sei.     Es  muss  also  a*  entweder  >  ( — —\    oder  <  ( ■  ■■    ■  ■■■  V   sein. 

Wenn  « ^    -7"— ,  müssen  die   Grössen  £  und   2"  beide  i>  0  sein, 

damit  die  Gleichungen  (2)  für  «,«',  ic,  tu'  reelle  Werthe  liefern.  Man 
kann  nun  aber  leicht  zeigen,  dass,  wenn  a  ^  7"  ,  D  und  die  beiden 
Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  immer 
positiv  sind.     Man  hat  dazu  nur  nöthig,  I)  in  die  Form  zu  setzen 

a2  (4a2  —  {b  +  cf)  +  bc  (2a2  +  bc) 
und  das  in  (7)  enthaltene  Integral  in  die  Form 

iswf  'S  ((4n*  -  "*) s  +  «'  (4«!  +  v  -  °")  -  6V) 

und  dann  zu  bemerken,  dass  aus  a^>  — = —  <^e  folgenden  Ungleich- 
heiten fliessen,  4<*ä  —  (b  -\-  cf  >  0,  4a2  —  cs  >  0,  ferner 

4ß2  +  bs  —  c2  |>  (6  +  cf  +  62  —  c3  =  26  (6  +  c) 
und  folglich 

«s  (4a2  +  b2  -  c2)  >2b(b  +  c)äi>\b(b  +  cf  >  b'c3. 
Aus  diesen  Ungleichheiten  folgt,  dass   sowohl  I),  als  das  betrachtete 
Integral  nur  positive   Bestandtheile  hat,    und   dasselbe  gilt  auch   von 
dem  Integral   auf  der   rechten    Seite   der   Gleichung  (8),   welches   aus 
diesem  durch  Vertauschung  von  b  und  c  erhalten  wird.     Lassen  wir 
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nun  a  die  Werthe  von  T"  bis  oo  durchlaufen,  so  wird,  wenn  b  >  c, 
T  immer  positiv  bleiben,  S  aber  nur  so  lange  a  <  h.  Die  Bedingungen 
für  diesen  Fall  sind  also,  wenn  b  die  grössere  der  beiden  Axen  b  und  c 
bezeichnet, 

(i)  "41  <"<"■ 

Für  die  Untersuchung  des  zweiten  Falles,  wenn  as  <  / — <r—  1, 
wollen  wir  annehmen,  dass  b  die  grössere  der  beiden  Axen  b  nnd  c 
sei,  so  dass  «<! — —  .  Es  muss  dann,  damit  v, v',  w,vj  reell  werden, 
S<Q  nnd  T  >  0  sein.     Da  aus  den  Ungleichheiten 

V^(?a  +  e?>  4a*  -{■  i? 
hervorgeht,  dass  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (8) 
in  unserm  Falle  stets  negativ  ist,  so  wird  die  letztere  Bedingung  T~>  0 
nur  erfüllt  werden,  wenn  B  (c2  —  Oa)  >  0,  also  C2  entweder  <  j  8  __ — ^L  , 
oder  >  a?  ist.  Dieser  l'all  spaltet  sieh  also  wieder  in  zwei  Fälle,  nnd 
diese  sind,  da  — p— — j—  <  aB  durch  einen  endlichen  Zwischenraum 
getrennt,  so  dass  von  einem  zum  andern  kein  stetiger  Uebergang 
stattfindet..  Da  das  Integral  in  der  Gleichung  (7),  so  lange  Ca  ^  d1 
ist,  wegen  der  beiden  Ungleichheiten  c2  +  s  <j| «S  +  sj  4aa  — 0*  + &*>i9 
nur  positiv  sein  kann,  so  reduciren  sich  die  zu  erl'iille.ndeu.  Bedingungen 
im  ersten  dieser  Fälle  auf  a  <  — r—  oder 


(II) 

c^6- 

—  2a  und 

c3< 

und  im 

zweiten 

auf 

(inj  « 

^ 

uudj  , 

sds        / 

+ 

+  b* 

i  (6°  +  ■}  { 

s               e 

^ 


<o. 


Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  das  Integral  auf  der  linken  Seite  der 
letzten  Ungleichheit,  wenn  a  die  Werthe  von  0  bis  c  durchläuft, 
negativ  bleibt,  so  lange  a^  y  ist,  während  es  für  a  =  c  einen  posi- 
tiven   Werth    annimmt;    die    genaue    Bestimmung    der    Grenzen    aber, 

innerhalb  deren,  diese  Ungleichheit  erfüllt  ist,  hängt,  wie  man  sieht, 
von  der  Auflösung  einer  transeendenten   Gleichung  ab. 

In  Bezug  auf  das  Zeichen  von  G,  welches  bekanntlich  entscheidet,  ob 
die  Bewegung  ohne  äussern  Druck  möglich  ist,  können  wir  bemerken, 
dass  sich  der  oben  gefundene'   Werth  dieser  Grösse  in  die  Form 
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'if 


3etaen  lässt,  und  also   in  den  Fällen  I  und  III,  wo  D>0, 

positiv  ist,   für    einen    negativen   Werth   von  D  aber,   wenigstens   so 

lange    dieser    Werth    absolut    genommen   unter    einer    gewissen    Grenze 
liegt,  negativ  wird. 

7. 
Zweiter  Fall.     Zwei  der  Gr<jxsert/itw.r<;  «,«■';  ?',*;';  w,  vi    Sinti  gleich  Null. 
Wir   haben   nun   noch  den    Fall    zu    behandeln,    wenn   zwei    der 
Grössenpaare  u,  u'\  v,  v'\  to,  w    fortwährend  JSTull  sind,  und  also  nur  um 
eine  Hauptaxe  eine  Rotation  stattfindet. 

Wenn  ausser  «  und  u    auch  v  und  v'  fortwährend  Null  sind,  so 
reduciren  sich  die  Gleichungen  (,«■)  und  (y)  auf 

(a  —  bfw  =  const.  =  t  (a  +  bfiv  =  const.  =  -' 

und  die  ersten  drei  Differentialgleichungen   [V;  liefern   daher-  die    Glei- 
chungen 

(i) 


(«  -  W  +  "(«  +  w 

W^äy  +  W+W 

-lw--'ts-i 

verbunden  mit 

die   Grössen  a,  b,  c  und   ö   als  Functionen   der  Zeit 
Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  giobt  -.für  diese  Differential- 
gleichungen das  Integral  erster  Ordnung 


<»  i(m+(S)'+Q)- 


(a  -  6)* 


*  unmittelbar  hervorgeht,  dass  wenn  t  nicht  Null  ist,  die  Haupt- 
axen  a  und  b  nie  einander  gleich  wurden  können, 

Ausser  den  schon  von  Mae-Laurin  und  Dirichlet  untersuchten 
Fällen,  wenn  a  —  b,  lässt  noch  der  Fall,  wenn  die  Crossen  a,  b,  c 
constant  sind,  eine  Bestimmung  der  Bewegung  in  geschlossenen  Aus- 
drücken zu.  In  diesem  Falle  erhält  man  aus  (1)  durch  Elimination 
von  <?  die  beiden    i-leichungen 
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ex    f'da  _j 
~   b  J    &   (»'  ■ 


—  ov  *      „  jy 


■>-i 


(3) 

(6  +  „)■        (6  -  „)•         „  J    A    («•  +  .)  P  -f. 

woriu  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  durch  K  und  L  bezeichnet 
werden  mögen ;  sie  lassen  sich  auch  in  die  Form  setzen 

....  -s r's_     _en    r^/  s  +  nt  c3  \ 

W         "  WTW  ~    2     /    4    (>■  +  »)  (»'  +  »)  16  («■  +  «),) 

i'M  2  —        t5  tm     /'  ds  /  s  —  «6  .  c'  \ 

V  1  W    —  (ö  -  ä)*  =  T    /     Ä  \Jtf  +  8)  (&»  +  8)    "T   äi  [?  +  ij"J 

Nehmen  wir  an,  dass  ö,  wie  in  den  früher  betrachteten  Fällen, 
die  grössere  der  beiden  Axen  a  und  i  bezeichne,  so  liefern  diese  bei- 
den Gleichungen  dann  und  auch  nur  dann  für  x'2  und  r'a  positive  Werthe, 
wenn  K  positiv  und  abgesehen  vom  Zeichen  grösser  als  L  ist;  und 
es  ist  klar,  dass  die  erst«  Bedingung  erfüllt  ist,  solange  c  <  b.  Der 
zweiten  Bedingung  wird  genügt,  wenn  c  =  a  also  L  =  0  ist,  und 
folglich  auch,  da  K  und  L  sich  mit  c  stetig  ändern,  innerhalb  eines 
endlichen  Gebiets  zu  beiden  Seiten  dieses  'Wertlies.  Dieses  erstreckt 
sich  aber  nicht  bis  zu  den  Werthen  b  und  0;  denn  für  c  =  b  würde 
t'%  negativ  werden,  für  ein  unendlich  kleines  c  aber  r2,  da  dann 

K_  ^  r äs L_=  r  _       ds 

und  folglich  L>  K  wird.  Wächst  ö,  während  a  und  c  endlich  blei- 
ben, in's  Unendliche,  so  kann  L  nur  dann  kleiner  als  K  bleiben, 
wenn  zugleich  <tB  —  ce  in's  Unendliche  abnimmt;  beide  Grenzen  für  c 
sind  also  dann  nur  unendlich  wenig  von  a  verschieden.  Wenn  da- 
gegen h  seiner  unteren  Grenze  a  unendlich  nahe  kommt,  so  conver- 
girt  die  obere  Grenze  für  c,  wo  t's  =  0  wird,  gegen  a,  die  untere 
Grenze  aber  gegen  einen  Werth,  für  welchen  das  Integral  auf  der 
rechten  Seite  von  (5)  verschwindet.  Zur  Bestimmung  dieses  Werthes 
erhält  man,  wenn  man  —  =  sin  ty  setzt,  die  Gleichung 

(— 5  +  2cos2V  +  cos4^)  (je  —  2  V)  +  10sin2^  +  2sin4^  =  0, 
und  diese  hat  zwischen  ip  =  0  und  iji  =  —  nur  eine  Wurzel,  welche 
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giebt.  Für  b  =  a  kann  freilich  e  jeden  Werih  zwischen  0  und  b  an- 
nehmen, da  dann  ts  wegen  des  Factors  b  —  a  immer  Null  wird.  Man 
erhält  dann  den  von  Mac-Laurin  untersuchten  Fall,  während  sich 
für  w*  =  w'3  die  beiden  von  Jacobi  und  Dedekind  gefundenen 
Fälle  ergeben. 

Der  eben  behandelte   Fall  fällt   für  6  =  a  mit  dem  Falle  (I)  des 
vorigen  Artikels  bussu  innen  und,  wenn 


((,  +  c  _|_  2«)   (&  -  c  +  2a)         {b  +  C-  2a)   (6  —  e  -  2a)  ' 
mit  dem  Falle  (III).     Von  den  bisher  gefundenen  vier  Füllen,  in  denen 
das  flüssige  Ellipsoid  während  der  Bewegung  seine  Form  nicht  ändert, 
hängen  also  diese  drei  Fälle  stetig  unter  einander  zusammen,  während 
der  Fall  (II)  isolirt  bleibt. 

8. 

Die  Untersuchung,  ob  ausser  diesen  vier  Fällen  noch  andere  vor- 
handen sind,  in  denen  die  Hauptaxen  während  der  Bewegung  constant 
bleiben,  führt  auf  eine  ziemlich  weitläufige  [leelmung,  welche  wir  hur 
kurz  andeuten  wollen,  da  sie  nur  ein  negatives  Resultat  liefert. 

Aus  der  Voraussetzung,  dsiss  a,  l.  c  constant  sind,  kann  man  zu- 
nächst leicht  folgern,  dass  P  constant  ist,  indem  man  die  drei  ersten 
Differentialgleichungen  (c),  mullinlicirt  mit  a,  b,  c,  zu  einander  addirt 
und  dann  die  Integralgleichung  I,  also  den  Satz  von  der  Erhaltung 
der  lobendigen  Kraft,  benutzt. 

Durch   Differentiation    dieser   drei    Gleichungen    erhält    man    dann 

ferner,  wenn   man.    die  Werthe    von  '-?-,  ,  '-tt  ,  ■  ■  ,  tt    aus    den     sechs 
'  dt '    dt  '       '   dt 

letzten  Differentialgleichungen  («)  einsetzt,  die  drei  Gleichungen 
(b  —  c)  u  (yw  -—  v'  w')  -\-  (b  -+-  c)  u'  (t/  w  —  vw')  =  0 

(1)  (c  —  a)v  (w«  —  w'u)  +  (c  +  a)  v  (w'u  —  wu)  =  0 

(a  —  b)  w  (uv  —  u  v)  +  (o  +  6)  w  (u  v  —  uv)  =  0, 

von  denen  eine  eine  Folge  der  übrigen  ist. 

I.    Wenn  nun  keine  von   den  sechs   Grössen  u,  u',  . .  .,  w'  Null 

ist,   folgt    aus    diesen   Gleichungen   die   Gleichheit   der   folgenden   drei 

Grossenpaare,  deren  Werthe  wir  durch  2a,  2b',  2c    bezeichnen  wollen 
(b  -  c)  y  -f  (a  +  c)  ~  =  (a  —  h)  £  +  (a  +  V)  -^  —  2a 
(l  -  «)  J  +  (6  +  a)  £  =  (&  -  c)  £  +  (6  +  c)  £  -  2V 
(e  -  b)  £■  +  (c  +  6)  £  -  (c  -  a)  A  +  (c  +  a)  \  -  2c 
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Es  ergiebt  sich  dann  a'3  —  &'a  =  aa  —  &s,  6'a  —  c  2  =  62  — •  c2,  so  dass  wir 

«<a  —  a'  a'  =  6ö  —  ö'  6'  =  co  —  c'  o'  =  9 
setzen  können,  und  aus  den  drei  ersten    L)  Ute  rential  »deichungen  («) 

Sita'  =  cqnst.,     2;[&'  =  const.,     2pe'  =  const. 
wenu    wir   vv'  -\-  wie',  »»'  -f-  m«',  m«'  -j-  «»'    zur    Abkürzung   durch 
je,  X?  P  bezeichnen.     Aus  diesen  Gleichungen  und  der  aus  den  Integral- 
gleichungen II  und  III  leicht  herzuleitenden  Gleichung 

o>  -  v)  (<■■  -  o  -  +  (6*  -  »■)  c  -  <n  %  +  <?'  - »')  («■  -  »> 

folgt,  wenn  nicht  a  =  ~b  =  c,  dass  0  und  folglich  m,  m',  .  . . ,  w  con- 
stant  sein  müssen.  Es  ergiebt  sich  aber  leicht,  dass  dann  die  sechs 
letzten.  Differentialgleichungen  (et)  triebt  erfüllt  werden  können;  und 
hierdurch  ist,  wenn  nicht  alle  drei  Äsen  einander  gleich  sind,  die  Üii- 
/ulii.ssigkt'it  der  Annahme,  dass  u,  u  ,  ■  ■  .,  in  siimniÜIcb  von  Null  ver- 
schieden sind,  erwiesen. 

Die  Annahme  a  =  h  =  c  würde  auf  den  Fall  einer  ruhenden 
Kugel  führen;  u,  v',  io'  ergeben  sich  =0,  u,v,W  aber  bleiben,  ganz 
willkürlich,  was  davon  herrührt,  dass  die  Lage  der  Axen  in  jedem 
Augenblicke  willkürlich  geändert  werden  kann. 

II.  Es  bleibt  also  nur  die  Annahme  übrig,  dass  eine  der  Grössen 
u,  v,  . . . ,  w'  Null  ist,  und  diese  zieht,  wie  wir  gleich  sehen  werden, 
immer  die  früher  untersuchte  Voraussetzung  nach  sieh,  dass  eins  der 
drei  Grössenpaare  m,m';  v,v';  w,w'  verschwinde. 

1.  Wenn  eine  der  Grössen  «',  v',  iv' ,  z.  B.  u  =  0  ist,  folgen  aus 
(1)  die  Gleichungen 

(b  —  e)  uvw  =  0 ,       (1  —  c)  uv'  w'  =  0 
und   diese  lassen  nur   eine  von   den  folgenden   Annahmen  zu:   erstens 
die  früher   untersuchte   Voraussetzung,    zweitens   b  =  C,  drittens  v  =  0 
und  w'  =  0  oder  v  =  0  und  w  =  0,  was  nicht  wesentlich  verschie- 
den ist. 

Wenn  &  =  c,  bleibt  u  ganz  willkürlich  und  kann  also  auch  =  0 
gesetzt  werden,  wodurch   der  früher  untere nchte  Fall  eintritt. 

Wenn  v  =  0  'und  w'  =  0,  erhält  man  aus  den  Differentialglei- 
chungen (a) 

(j}—c—2a)uv'w  =  0,  (c  +  ffl-21)n»w  =  0,  (a  —  6+-2c)««'w=»0, 
und,  wenn  man  die  erste  dieser  Gleichungen  zur  zweiten  addirt, 

-  (o +  »).«.'» -Oi 
es  muss  also  ausser  den  Grössen  u',v,iv'  noch  eine  der  Grössen  u,  v,  tv 
Null  sein,  wodurch  wieder  der  früher  untersuchte  Fall  eintritt. 
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2.  Wenn  endlich  eine  der  Grössen  «,  v,  w,  z.  B.  «  =  0  ist,  folgt 
aus  den  Gleichungen  (1) 

tt'o'w  =  0,       m'vw'  =  0 

und  diese  Gleichungen  l'iiliren  entweder  Kit  unserer  fr  filieren  Voraus- 
setzung, oder  zu  der  Annahme,  u  =  v'  =  w'  =  0,  welche  von  der  eben 
untersuchten  «'  =  e  =  w'  =  0  nicht  wesentlich  verschieden  ist,  oder 
endlich  zu  der  Annahme  «  =■ «  =  w  =  0.  Unter  dieser  Voraussetzung 
aber  geben  die  Diuei-eiitialgleieliimgen  (a)  1/ w'  =  «/«'  =  u  v  =  0, 
und  es  müssen  a.lso  noch  zwei  von  den  Grössen  «',  «',  ic'  Null  sein, 
was  wieder  den  früher  behandelten  Fall  liefert. 

Es  hat  sieh  also  ergeben,  dass  mit  der  Beständigkeit  der  Gestalt 
nothwendig  eine  Beständigkeit  des  Bewegungszushinde-s  verbunden  ist. 
d.  h.,  dass  allemal,  wenn  die  flüssige  Masse  fortwährend  denselben 
Körper  bildet,  auch  die  relative  Bewegung  aller  Theile  dieses  Körpers 
immerfort  dieselbe  bleibt.  Die  absolute  Bewegung  im  Räume  kann 
man.  sich  in  diesem  Falle  aus  zwei  einfachere]]  zusammengesetzt  denken, 
indem  man  sich  zuerst  der  flüssigen  Masse  eine  innere  Bewegung  er- 
theilt  denkt,  bei  welcher  sich  die  Flussi<;kijits*'heilclieii  in  ähnlichen, 
parallelen  und  auf  einem  Haiiptsel  mitte  senkrechten  Ellipsen  bewegen, 
und  dann  dem  ganzen  System  eine  gleichförmige  Rotation  um  eine  in 
diesem  Hauptschuitic  liegende  Axe.  Wenn  dieser  Hauptsehnitt,  wie 
oben  angenommen,  senkrecht  zur  Hauptaxe  a  ist,  so  sind  die  Cosinus 
der  Winkel  zwischen  der  Umdrehnugsaxe  und  den  ITauptaxen  0;  — ,  — 
und  die   iTuidrehunirszeit  ----- .     Ferner  sind  0,  b  — ,  c  —  die   auf 

h        vV  +  h  ,       ffl.      "■ 

die  Hauptaxen  bezogenen  Coordinaten  des  Endpunkts  der  augenblick- 
liche]! Rotationsaxe,  und  bei  der  Innern  Bewegung  sind  die  elliptischen 
Bahnen  der  Flusfügkeitstheilehen  der  in  diesem  Punkte  an  das  Ellipsoid 
gelegten  Tangentialebene  parallel,  so  dass  ihre  Mittelpunkte  in  dieser 
Rotationsaxe  liegen.  .Die  Tlteüclien  bewegen  sich  in  diesen  Bahnen 
so,  dass  die  nach  den  Mittelpunkten  gezogenen  Radienvectoren  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Flachen   durchstreichen,    und   durchlaufen  sie  in 

der  Zeit     , . 

Vtf+r,' 

9. 
Wir   kehren   jetzt    zurück    zur    Betrachtung    der    Bewegung    der 
flüssigen  Müsse  in   dem  Falle,  wenn  u,u';v,v'  fortwährend  Null  sind 
und  also  nur  um  eine  Hauptaxe  eine  Rotation  stattfindet,  und  bemer- 
ken zunächst,   dass    sich   den   Gleichungen   (1)   Art.  7.,  nach  welchen 
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sich  die  Hauptaxen  in  diesem  Falle  ändern,  noch  eine  andere  anschau- 
lichere mechanische  Bedeutung  geben  lässt.  Man  kann  sie  nämlich 
betracliteu  als  die  Weichlingen  i'iir  die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  (a-,  b,  c)  von  der  Masse  1,  der  gezwungen  ist  auf  einer  durch 
die  Gleichung  abc  =  const  bestimmten  Fläche  zu  bleiben  und  von 
Kräften  getrieben   wird,  deren  Potentialfunction  der  Grösse 

dem  Werthe  nach  gleich  und  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzt  ist. 

Bezeichnen  wir  diese  Grösse  mit  G,   so   lassen  sich  die  Gleichun- 
gen für  beide  Bewegungen  in  die  Form  setzen: 

für  alle  unendlich  kleinen  Werthe  von  Sa,  Sb,  Sc,  welche  der  Bedin- 
gung abc  =  const.  genügen;  und  der  Satz  von  der  Erhaltung  der 
mechanischen  Kraft  giebt 


*(&)'  +  #)• +#)")  +  <»- 


const., 


wonach  der  von  der  Formänderung  der  flüssigen  Masse  unabhängige 
Theil  der  mechanischen  Kraft  =  G  ist. 

Damit  a,  b,  c  und  folglieh  Form  und  Bewegungszustand  des  flüssigen 
Ellipsoids  eonstant  bleiben,  wenn  -y- ,  -=-  ,  j-  Null  sind,  ist  es  offen- 
bar nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Variation  erster  Ordnung 
der  Function  G  von  den  veriindev liehen  Grössen  a,  J>,  c,  zwischen  wel- 
chen die  Bedingung. abc  =  const.  stattfindet,  verschwinde,  was  auf  die 
Gleichungen  (3.)  oder  (4.)  und  (5.)  des  Art  7.  führt.  Diese  Bestän- 
digkeil, des  Bewegung;;7ii Standes  wird  aber  nur  eine  labile  sein,  wenn 
der  Werth  der  Function  kein  Minimumwerth  ist;  es  lassen  sich  dann 
immer  beliebig  kleine  Aenderungen  des  Zustand  es  der  flüssigen  Masse 
angeben,  welche  eine  völlige  Aeiidenmg  desselben    zur  Folge  haben. 

Die  directe  Untersuchung  der  Variation  zweiter  Ordnung  für  den 
Fall,  wenn  die  Variation  erster  Ordnung  der  Function  G  verschwindet, 
würde  sehr  verwickelt  werden;  es  lässt  sich  jedoch  die  Frage,  ob  die 
Function  für  diesen  Fall  einen  Minimumwerth  habe,  auf  folgendem 
Wege  entscheiden. 

Zunächst  lässt  sieh  leicht  zeigen,  dass  die  Function  immer,  welche 
Werthe  auch  ra,  ir's  und  abc  haben  mögen,  für  ein  System  von 
Werthen  der  unabhängig  veränderlichen  Clrössen  ein  Minimum  haben 
müsse;  es  folgt  dies  offenbar  aus  den  drei  Umständen,  dass  erstens 
die  Function  G  für  den  Crenzf'all,  wenn,  die  Axen  unendlich  klein  oder 
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unendlich  gross  werden,  sicli  einem  Grenzwerth  nähert,  der  nicht 
negativ  ist,  dass  zweitens  sich  immer  Werthe  von  a,  b,  c  angeben 
lassen,  für  welche  G  negativ  wird  und  dass  drittens  G  nie  negativ  un- 
endlich werden  kann.  Diese  drei  Eigenschaften  der  Function  G  er- 
geben sieb  aber  aus  bekannten  Eigenschaften  der  Function  H.  Die 
Function  //'  evhii.lt  ihren  grö asten  Werth  in  dem  Fall,  wenn  die  flüssige 
Masse  die  Gestalt  einer  Kugel  annimmt,  nämlich  den  Werth  2jrp2, 
wenn  q  den  Radius  dieser  Kugel  also  j/abc  bezeichnet;  ferner  wird  H 
unendheh  klein,  wenn  eine  der  Axen  unendlich  gross  und  folglich 
welligsten*  Eine  andere  unendlich  klein  wird,  jedoch  so,  dass,  wenn  b 
m/s  Unendliche  wächst,  Hb  nicht  unendlich  klein  wird,  und  folglich 
in  der  Function  G,  wenn  nicht  zugleich  a  in's  Unendliche  wächst,  der 
negative  Bestaiidtheil  schliesslich  immer  den  positiven  Überwiegt. 

Wenn  i?  nicht  Null  ist,  muss  schon  unter  den  Werthen  von 
a,  b,  c,  welche  der  Bedingung  b>  a  genügen,  ein  Werthensy  stein  ent- 
halten sein,  für  welches  die  Function  ein  Minimum  wird;  denn  dann 
sind  die  obigen  drei  Bedingungen,  aus  welchen  die  Existenz  eines 
Minimums  folgt,  schon  für  dieses  Gross  enge  biet  erfüllt,  da  G  auch  fin- 
den Grenzfall  a  =  i  nicht  negativ  wird. 

Man  kann  nun  ferner  untersuchen,  wie  viele  Lösungen  die  Glei- 
chungen (3.)  Art.  7  zulassen,  welche  das  Verschwinden  der  Variation 
erster  Ordnung  bedingen.  Diese  Untersuchung  lässt  sich  leicht  führen, 
wenn  man  die  Werthe  der  aus  ihnen  sich  ergebenden  Ausdrücke  für 
t2  und  t'2  auch  für  complexe  Werthe  der  Grössen  a,  b,  c  in  Betracht 
zieht.  Wir  können  jedoch  diese  Untersuchung  in  die  gegenwärtige 
Abhandlung  nicht  iiuiiiehuien  und  müssen  uns  begnügen  das  Resultat 
derselben  anzugeben,  dessen  wir  in  der  Folge  bedürfen. 

Wenn  x2  nicht  Null  ist,  lassen  die  Gleichungen  (3.)  auf  jeder 
Seite  von  b  =  a  nur  Eine  Lösung  zu;  die  Variation  erster  Ordnung 
verschwindet  also  auf  jeder  Seite  dieser  Gleichung  nur  für  ein  Werthen- 
system,  und  die  Function  G  muss  für  dieses  ihr  Minimum  haben, 
welches  wir  durch  G*  bezeielinen  wollen. 

Wenn  ca  Null  ist,  verschwindet  die  Variation  erster  Ordnung 
immer  für  &  =  «  und  einen  Werth  von  c,  der  für  r'a  — 0  gleich  a 
ist  und  mit  wachsendem  x"!  beständig  abnimmt.  Die  Variation  zweiter 
Ordnung  liisst  sich  für  dieses  Werthensystem  leicht  in  die  Form  eines 
Aggregats  von  (da  -j-  (Jö)B  und  (da  —  db)2  setzen,  und  hierin  ist  der 
Coefficient  von  (da  -j-  ob)2  immer  positiv,  da  die  Function,  wie  aus 
den  früheren  Untersuchungen  bekannt  ist,  unter  allen  Werthen,  die  sie 
für  b  =•  a  annehmen  kann,  hier  ihren  kleinsten  Werth  hat. 
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Der  Coefficient  von  (Sa  —  Sb)2  aber  ist 


vl  f  ii  (  _ 


+  ,)  (6«-+  B)  +  0b(c«  +  B)j 


also  nur  positiv,  wenn  -  >  0,303327  ...  und  folglich  t'1  <  £3iß4. 8,64004 ... ., 
aber  negativ,  wenn  —  diesen  Werth  überschreitet. 

Die  Function  G  hat  also  für  dieses  VVertliensysleni  nur  im  ersten 
Falle  ein  Minimum  (G*),  und  die  Untersuchung  der  Gleichungen  (3) 
zeigt,  dass  die  Variation  erster  Ordnung  dann  nur  für  dieses  Werthen- 
system  verschwindet;  im  letztem  Falle  aber  hat  sie  nin.cn  Sattelwerth; 
sie  muss  dann  noth  wendig  noch  für  zwei  W  ertheu  Systeme  ein  Mini- 
mum (£?*)  haben,  und  aus  der  Untersuchung  der  Gleichungen  (3) 
folgt,  dass  die  Variation  erster  Ordnung  nur  noch  für  zwei  Werthen- 
systeme  verschwindet,  welche  durch  Vertausehung  von  b  und  a  ans 
einander  erhalten  werden. 

Aus  dieser  Untersuchung  ergiebt  sich  also,  dass  in  dem  schon 
seit  Mac-Laurin  bekannten  Falle  der  Rotation  eines  abgeplatteten 
Umdrehungsellipsoids  um  seine  kleinere  Axe  die  Beständigkeit  des  Be- 
wegungszustandes nur  labil  ist,  sobald  das  Verhältniss  der  kleinem 
Axe  zu  den  andern  kleiner  ist  als  0,303327  ...;  bei  der  geringsten 
Verschiedenheit  der  beiden  andern  würde  in  diesem  Falle  die  flüssige 
Masse  Form  und  13  ewegungs/.u  stand  völlig  ändern  und  ein  fortwähren- 
des Sehwanken  um  den  Zustand  eintreten,  welcher  dem  Minimum  der 
Function  G  entspricht.  Dieser  besteht  in  einer  gleich  form  igen  Um- 
drehung eines  ungleiehaxigen  Ellipsoids  um  seine  kleinste  Axe  ver- 
bunden mit  einer  gleichgerichteten  inneni  Bewegung,  bei  welcher  die 
Theilchen  sich  in  einander  ähnlichen  zur  Unidrehungsaxe  senkrechten 
Ellipsen  bewegen.  Die  Unilaufszeit  ist  dabei  der  Tmdrelmngszeit  gleich, 
so  daas  jedes  Theilchen  schon  nach  einer  halben  Umdrehung  des 
Ellipsoids  in  seine  Anfangslage  zurückkehrt. 

10. 

Wenn   die  mechanische  Krall,  des  Systems, 

welche  offenbar  nicht  kleiner  als  G*  sein  kann,  negativ  ist,  so  kann 
die  Form  des  Ellipsoids  nur  innerhalb  eines  endlichen  durch  die  Un- 
gleichheit G  <  il  begrenzten   Gebiets  fortwährend  schwanken. 
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Für  den  Fall,  dass  ß  —  G*  als  unendlich  klein  betrachtet  werden 
kann,  können  wir  diese  Schwankungen  leicht  untersuchen. 

Denken  wir  uns  in  der  Function  G  für  c  seinen  Werth  aus  der 
Gleichung  abc  =  a^c^  substituirt,  so  giebt  die  Gleichung  (1)  des 
vorigen  Artikels 

Die  Werthe  von  a,  b,  c  können  nun  stets  nur  unendlich  wenig  von  den 
Werthen,  die  dem  Minimum  von  G  entsprechen,  abweichen,  und  wenn 
wir  die  Abweichungen  zur  Zeit  (  mit  Sa,  ob,  Sc  bezeichnen  und  die 
Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigen,  so  erhalten  wir  zwischen 
diesen  die  Gleichungen 

Wd'Sa  c    daSc  .  oiG  -  .  d2G    ,,,          _ 

dt1  a     dt'  '  Ca'  ■  '  Bado 

ä*Sb  c   d'äc  .  Ö'lG  »,  .  d'G  x          A 

dt1  6     dt"  '  f)b!  '  oaob 

weichen  man  bekanntlich  genügen  kann,  wenn  man  ,  8  =  —  (ipSa, 
— rp-  =  —  fipSb,  also  auch  a  =  —  jtfto'e  setzt  und  dann  die  Con- 
ätaute  ftp  so  bestimmt,  dass  Eine  eine  Folge  der  übrigen  wird.  Die 
letztere  Bedingung  für  jijt  kommt  mit  der  Bedingung  iiberein,  den 
Ausdruck  zweiten  Grades  von  den  Grössen  Sa,  Sb 
2d*G  —  fifi(Öa'  +  db*  +  Sc9) 
zu  einem  Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks  von  diesen  Grössen  zu 
machen;  und  dieser  peinigen,  da  ÖiG  und  Sa?  -\-  Sb*  -\-  Sc*  wesentlich 
positiv  sind,  immer  zwei  positive  VVerthe  von  fifi,  welche  einander 
gleich  werden,  wenn  S*G  und  Sa2  -\-  Sb"  +  Sc2  sich  nur  durch  einen 
Consta n tc-n  Factor  unterscheiden.  Diese  beiden  Werth e  von  (ifi  geben 
zwei  Lösungen  der  Dillci'enfialglo.ichungen  (1),  bei  denen  sich  Sa,  Sb,  Sc 
einer  periodischen  Function  der  Zeit  von  der  Form  sin((t.t  -j-  const.) 
proportional  ändern,  und   aus   denen  sich  ihre  allgemeine  Lösung  zu- 


Jede  einzeln  geuomuien  liefert  periodische  unendlich  kleine  Oscil- 
lationen  der  Gestalt  und  des  Bewegnngs/ustaudes.  Hieraus  würde 
freilich  nur  folgen,  dass  es  zwei  Arten  von  Oseillationen  giebt,  welche 
sich  desto  mehr  periodischen  niiheni,  je  kleiner  sie  sind;  es  ergiebt 
sich  jedoch  die  Existenz  von  endlichen  periodischen  Schwingungen  aus 
folgender  Betrachtung. 

Wenn  &  negativ  ist,  muss  offenbar  a  einen  und  denselben  Werth 
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mehr   als   einmal   annehmen,   und   he  trachten   wir   die   Bewegung   von 
dem  Augenblicke   an,  wo  a  einen   solchen  Werth  zum  erstenmal  an- 


völlig bestimmt  sein;  es  sind  also  auch  die  Werthe,  welche  diese 
Grössen  erhalten,  wenn  a  später  wieder  diesen  Werth  annimmt, 
Functionen  von  ihren  Anfangs  wer  then.  Diese  Functionen  wollen  wir 
zusammengenommen  durch  %  bezeichnen.  Diu  Bewegung  wird  periodisch 
sein,  wenn  ihre  WerLhe  den  Ani'angswertheti  gleich  sind.  In  Folge 
der  Gleichung  abc  =  const.  und  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft 
müssen  aber,  wenn  b  und  ihre  Anfangs  werthe  wieder  annehmen, 
auch  c,  -jT  und  -=r  wieder  ihren  Anfangs  werthen  gleich  werden.  Es 
sind  also  hierzu  nur  zwei  Bedingungen  zu  erfüllen;  und  man  kann,  indem 
man  die  Derivirten  der  Functionen  %  für  den  Fall  unendlich  kleiner 
Schwingungen  bildet,  /.eigen,  dass  diese  Beiliuguugsgleielmngen  sich 
nicht  widersprechen  und  innerhalb  eines  endlichen  Gebiets  reelle  Wur- 
zeln haben. 

Die  Grössen  a,  b,  c  lassen  sich  für  diesen  Fall  periodischer 
Schwingungen  als  Function  der  Zeit  durch  Fouricr'sche  Reihen  aus- 
drücken, in  welclj.cn  freilich  sümnitlichc  (Jons  tauten,  den  vonDirichlet 
behandelten  Fall  ausgenommen,  nur  naherungsweise  bestimmt  werden 
können.  Dieses  kann  z.  B.  dadurch  geschehen,  dass  man  die  oben  für 
den  Fall  unendlich  kleiner  Schwingungen,  gein achte  Entwicklung  auf 
Glieder  höherer  Ordnung  ausdehnt. 

Es  schien  uns  der  Mühe  werth,  diese  Bewegungen,  welche  den 
Bewegungen,  bei  denen  Gestalt  und  Bewegmigszusland  constant  sind, 
an  Einfachheit  zunächst  stehen,  wenigstens  einer  oberflächlichen  Be- 
trachtung zu  unterwerfen.  Wir  wollen  nun  die  Untersuchung,  welche 
wir  im  vorigen  Artikel  für  den  Fall,  wenn  nur  um  eine  lluuptaxe 
eine  Rotation  stattfindet,  ausgeführt  haben,  auf  alle  der  Dirichlet'schen 
Voraussetzung  genügenden  Bewegungen  ausdehnen. 

11. 
Um  für  diesen  Zweck  die  Differentialgleichungen  (aj  in  eine  Über- 
sichtlichere Form  zu  bringen,  wollen  wir  statt  der  Grössen  u}  v, ...,  w 
die   Grössen  g,  Ji,  ...,  ht  einfuhren    und  die  Bedeutung    von   G-  dahin 
verallgemeinern,  dass  wir  dadurch  den  Ausdruck 

Ug  +  g.y  _|_  (*±i)'  _|_  (*  +  M 


n«"  +  >)(»■  +  >)(«'  +  «) 
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also  auch  jetzt  den   von  der  Formänderung    unabhängigen   Tlieil   der 
mechanischen  Kraft  bezeichnen. 
Es  wird  dann 


sechs  Oinei\uit.i;i)gleieL.iii:gen  (a)   lassen  sich  daher  i 


und  die 

letzten   sechs  Diftcn 

die  Form  setzen 

dt 

,  8S 

(!•) 

dft 
dt 

00 

dt 

0ff 

\VJ!.]liVlld 

die  drei  ersten  in 

<N  S 

+  «?„ 

2^  =  0,  2 

-i|2 


...'    '    öö  6  '   dt'    '    de  c 

übergehen.  Wir  bemerken  zugleich,  dass  aus  der  Integralgleichung  II, 
wenn  a  =  0,  drei  Integralgleichungen,  g  =  0,  Ä  =  0,  1z  =  0,  folgen, 
d.  h.,  daas  diese  Grössen  immer  Null  bleiben,  wenn  sie  anfangs  Null 
sind.     Dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  den  Grössen  g_,  Ji:,  ht. 

■  Aus  den  Differentialgleichungen  (1.)  und  (2.)  ist  nun  leicht  er- 
sichtlich, dass  das  Verschwinden  der  Variation  erster  Ordnung  der 
Function  G  von  den  neun  veränderlichen  Grössen  a,h,  . . .,  Ji/ ,  zwischen 
welchen  die  drei  Bedingungen 

abc  =  eonst.,      g*  -)-  &a  -f-  &3  =  <aa,      gf  -\-  ht  -f-  &,s  =  «o,a 

stattfinden,  nolhwendig   und  hinreichend  ist,  damit 

d^a    <^ö    d^e    dß_  d\ 

dt"  df  '  di2  '  dt'  '"'    £t 

Null  werden  und   also   Gestalt  und  ßewegungs zustand   des   Ellipsoids 

coustant  bleiben,  wenn  ■',,'■.  -t-- ,    ,,    Null    sind.      Die    Fälle,    in    denen 
'  dt  '   at  '  at  ' 

dieses  stattfindet,  haben  wir  früher  vollständig  erörtert.  Es  ergiebt 
sich  nun  aber  auch  hier  wieder  leicht,  dass  dio  Function  G-  wenigstens 
für  Ein  System  von  Werthen  der  unabhängig  veränderlichen  Grössen 
ein  Minimum  haben  müsse,  da  sie  für  den  alleinigen  Grenzfall,  wenn 
die  Äsen  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  werden,  gegen  einen 
Grenzwerth  eonvergirt,  der  nicht  negativ  ist,  und,  wie  wir  schon  ge- 
sehen haben,  immer  für  gewisse  Werthe  der  unabhängig  veränderlichen 
Grössen  negativ  wird,  ohne  je  negativ  unendlieh  zu  werden.  Für  den 
einem  solchen  Minimum  entsprechenden  eonstuni.en  Bewegungszustand 
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folgt  aus  dem  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  dass  jede 
der  Dirictilet'schen  Voraussetzung  genügende  unendlich,  kleine  Ab- 
weichung von  demselben  nur  unendlich  kleine  Schwankungen  zur 
Folge  hat,  wahrend  in  jedem  andern  Falle  die  Beständigkeit  der  Ge- 
stalt und  des  Bewegungszustandes  nur  labil  ist.  Die  Aufsuchung  der 
einem  Minimum  von  G  entsprechenden  BwegungszusLiinde  ist  nicht 
bloss  für  die  Bestimmung  der  möglichen  stabilen  Formen  einer  be- 
wegten flüssigen  und  schweren  Masse  wichtig,  sondern  würde  auch  für 
die  Integration  unserer  Differeiifuiigleinhiingen  durch  unendliche  Reihen 
die  Grundlage  bilden  müssen;  wir  wollen  dalier  jetzt  untersuchen,  in 
welchen  von  den  Fällen,  wo  ihre  Variation  erster  Ordnung  verschwindet, 
die  Function  G  ein  Minimum  hat.  Aus  jedem  von  den  früher  ge- 
fundenen Fällen,  in  denen  das  Ellipsoid  seine  Form  behält,  erhält  man 
zwar  durch  Vertauschung  der  Äsen  und  Aenderungen  in  den  Zeichen 
der  Grössen  g,  h,  ...,  ltl  mehrere  Systeme  von  Werthen  der  Grössen 
a,b,...,h/}  welche  das  Verschwinden  der  Variation  erster  Ordnung 
der  Function  G  bewirken;  wir  können  aber  diese  hier  zusammenfassen, 
da  die  Function  G  für  alle  denselben  Werth  hat  und  in  Bezug  auf 
unsere  Frage  von  allen  dasselbe  gilt. 

Ehe   wir   die   einzelnen  Fälle    betrachten,    müssen  wir  ferner  noch 
bemerken,  dass  die   Untersuchung,  wenn  a  oder  ai  Null  ist,  eine  be- 
sondere einfachere  Gestalt  annimmt,  indem  dann  g,  h,  k  oder  g/t  hj}  £ 
aus  der  Function  G  ganz  herausfallen.     Hie  frühere  Untersuchung  der 
constanten  Bewegungs/.usrände    giebt  nur  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle,   in    denen   eine   dieser   beiden   Grössen  Null  wird.     In  dem   im 
Art.  6.  behandelten  Falle  kann  dies  nur  eintreten,  wenn 
lH  —  (aa-6-c)(2ff-S  +  c)  =  (a^b\* 
«■        (2a-\ri  +  o){2a  +  b-c)        \a  +  b! 
also  der  Ausdruck 

(3.)  fe^c3  +  a2b2  -j-  a2<?  —  3a* 

den  wir  durch  E  bezeichnen  wellen.  Null  ist:  und  dann  ergiebt  sieh 
in  der  That  o  oder  cai  gleich  Null.  Die  Gleichung  E  =  0  liefert  aber 
nach  a  aufgelöst  nur  eine  positive  Wurzel,  die  zwischen  — - —  und  J 
liegt,  und  kann  also  nur  im  Falle  (].)  erfüllt  werden.  Ausser  diesem 
Falle  giebt  noch  der  im  Art.  7.  untersuchte  Fall  oj  oder  ra^  gleich  Null, 
wenn  z2  =  e's. 

Es  lässt  sich  nun  zunächst  zeigen,  dass  in  den  Fällen  (I.),  (II.) 
und  (111.)  die  Function  G  keinen  Minirnumwerth  haben  kann,  weil 
sich  immer,  während  a,  b,  c  eousfant  bleiben,  die  Grössen  (/,  h,...,lil 
so    andern   lassen     dass    der  Werth   der  Function    noch    abnimmt.     Da 
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g  und  gt  Null  und  ft,  A,,  h,  &,,  den  Fall  #=0  ausgenommen,  nicht 
Null  sind,  so  finden  zwischen  den  Variationen  dieser  Grössen  die  Be- 
dingungen statt 

Sg%  +  2Wh  +  2fc*Ä  =  0,      8g?  +  2Ä,*Ä,  +  8*,**,  =  0 
und  die  Variation  von  G  wird 

i  (B±?f  +  fVr?-)") + 1 » + II »  +  ü«.  + 1  • 

oder  da 

"sä  :  w  —  ft :  /c'  K, :  er  ~  - :  • 

Bildet  man  die  Determinante  dieses  Ausdrucks  zweiten  Grades 
von  tig  und  dg,  und  substituirt  darin  die  ans  Art.  6.  (1.)  sieh  ergeben- 
den Werthe 

2k  _  V  +  c.  _  2ll>  +  y(4a>  -  (6  +  »)»)  (4o>-  11,  -  cf) 

(fr 

5i  _  ji  +  <J  _  2„s  Zji  ^(4^  -  (J  +  c)a)  (4«a—  (6  -  cf) 

und  folglich  — -  =  E,  so  findet  sich  diese 
3  (^ -&*)(<*' 


iE(b*  -  cy 

8ie  ist  also  positiv  im  Falle  (I.),  wenn  E  <  0,  und  im  Falle  (III.),  aber 
negativ  im  Falle  (I.),  wenn  E  >  0,  und  im  Falle  (II.).  In  den  beiden 
ersteren  Füllen  kann  daher  der  Ausdruck  (4.)  sowohl  positive,  als 
negative  Werthe  annehmen,  in  den  beiden  andern  aber  entweder  nur 
positive ,  oder  nur  negative.  Er  erhält  aber  für  äg,  =  —  äg  den 
Werth 

welcher  unter  den  in  diesen  Fallen  geltenden  Voraussetzungen  immer 
negativ  ist,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  ihn  in  die  Form  setzt 
0»  +  C3-2a*)  gi  +  4&C  +  ^  +  a«2)  +  (4ffla-(6  +  c)8)  (4a*  -  (b  -  c)»)  .   . 

und  bemerkt,  dass  bs -\- c~  —  2a2  stets  positiv  ist,  wenn  £'>.  0. 

Wenn  eine  der  beiden  ('rossen  w  oder  g>;,  z.  B.  0^  =  0  ist,  wird 
die  Bedingungsgleichung  zwischen  8gj}  8h/;  SJtt 

äg?  +  *v  +  **/  —  0; 
der  Ausdruck  der  Variation  von  (7  reducirt  sich  folglich  auf 
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»»-t(#^.-t)V 

und   aus  (b.)  crlisi.lt  man,  da  — -  =  0, 

q  i 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  ei-gtebt  sich 

ftr  —      ^  +  cB) (4ffi'  ~  (-b  +  c|3>  +  (6  ~  c>*  V1  +  46c  +  ^  #*« 

otr-  "  4(&>-ey(&=  +  c*-2«»)  °'y 

also  negativ,   da  Sa  +  ea  —  2a2  und  4fflB  —  (b  -\-  c)ä  in  diesem  Falle 
positiv  sind. 

In  allen  diesen  Fällen  tat  also  die  Function  G  keinen  Minimurn- 
werth,  und  wir  haben  nun  nur  noch  den  lall  des  Art,  7.  zu  betrachten, 
wobei  wir  den  smgulären  Fall,  wo  b  =  a  und  t'2  >  iitQi .  8,64004.... 
ganz  ausscliliösscii  können.  Wenn  eine  der  beiden  Grössen  m1  oder  af 
Null  ist,  liefert,  dieser  l'ail  i'ür  jeden  gegebenen  Werth  der  andern 
Grösse  nur  Einen  konstanten  Bewegungszustand,  für  welchen  t2  =  %-, 
und  die  Function  G  muss  dann  für  diesen  ihr  Minimum  haben.  Für 
je  zwei  gegebene  von  Null  verschiedene  Werthe  von  ras  und  mf  aber 
liefert,  dieser  Fall  zwei  constante  Bewegungszustände  der  flüssigen 
Masse,  die  durch  Vertausehung  von  t2  und  r'3  in  einander 
denn  man  kann,  um  %~  und  %'"  aus  to"  und  co'f  zu   bestimmen 


setzen  und  dabei  die  Zeichen  von  m  und  ra/  beliebig  wählen. 

Man  kann  aber  leicht  zeigen,  dass  in  dem  einen  Falle,  wenn  a 
und  ai  gleiche  Zeichen  haben  und  also  r2  den  grösseren  Werth  hat, 
kein  Minimum  von  6"  stattfindet.  Die  Bedingungen  uns  den  Variationen 
der  Grossen  g,  h,  ...,  kt  sind  jetzt 

df  +  dh2  +  2'kdlc  =  0,     äg'f  +  äh*  +  2*,**,  =  0, 
und  die  Variation  von  G  wird  daher 

\\    b-a    }    +\    e-a    )      _      I  V{a  -  &)>  +  (a  +  bf)K   J  ^        '\ 
*  \{äg-$g,Y    i    /■«*— ÜVI  I/1  +  -  1  — "    \ 

(K-+-)  +  (-+— )  ]     |(^+^,H*+»,!)j 

Diese  erhält  aber  einen  negativen  Werth,  wenn  o  und  ead  gleiche 
Zeichen  haben  und  äh  =  äh,  =>  0,  %,  =  —  oy  angenommen  wird; 
denn  es  ergiebt  sich 
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'  -a?  <  whif  °nd  wch  W¥W  <  WTW"  ä"  a' 

p,  folglich  t's  >  Ta  ist  und  also 

r2  nur  grösser   als  r'2  sein  kann,  wenn  c  >  «. 

Die  Function  hat  also  auch  in  diesem  Falle  kein  Minimum  und 
muss  folglich  in  dem  allein  noch  übrig  bleibenden  Falle  ihr  Minimum 
haben. 

Dieses  findet  demnach  statt  für  die  im  Art.  7.  betrachtete  Be- 
wegung, wenn  ts<.t's  (den  oben  angegebenen  singulären  Fall  aus- 
genommen); und  in.  diesem  Falle  würde  daher,  während  in  allen  an- 
dern. Fällen  die  Beständigkeit  der  Gestalt  und  des  Bewegungszustandes 
nur  labil  ist,  jede  der  Diriclilet'schen  Vorausse(.*Ling  genügende  unend- 
lich kleine  Aenderung  in  der  Gestalt  und  dem  Bewegung*™ stände  der 
flüssigen  Masse  nur  unendlich  klein»]  Schwankungen  zur  Folge  haben. 
Hieraus  folgt  freilich  nicht,  dass  der  Zustand  der  flüssigen  Masse  in 
diesem  Falle  stabil  ist.  Die  Untersuchung,  unter  welchen  Bedingungen 
dieses  stattfindet,  würde  sich  wohl,  da  sie  auf  lineare  Differential- 
gleichungen führt,  mit  bekannten  Mitteln  ausführen  lassen.  Wir  müssen 
jedoch  auf  die  Behandlung  dieser  Frage  in  dieser  Abhandlung  ver- 
nichten, die  nur  der  weiteren  Entwicklung  des  schönen  Gedankens  ge- 
widmet ist,  mit  welchem  Dirichlet  seine  wissenschaftliche  Thätigkeit 
gekrönt  hat, 
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Ueber  das  Vorsehwinden  clor  Thota-Funetionen. 

(Aus  üovohardlj'o  Journal  für  mue   inul  tinsvwLL-iidtc   \V;i.t ju-itin-Lik,  Bd.   18ii5.) 

Die  zweite  Abtheilung  .meiner  im  54.  Bande  des  mathematischen 
Journals  erschienenen  Theorie  der  Ab  el'schen  Functionen  enthält  den 
Beweis  eines  Satzes  über  das  Verschwinden  der  ^--Functionen,  welchen 
ich  sogleich  wieder  anführen  werde,  indem  ich  dabei  die  in  jener  Ab- 
handlung angewandten  Bezeichnungen  als  dem  Leser  bekannt  voraus- 
setze. Alles  in  der  Abhandlung  noch  folgende  enthält  kurze  Andeu- 
tungen über  die  Anwendung  dieses  Satzes,  welcher  bei-  unserer  Methode, 
die  sich  auf  die  Bestimmung  der  Functionen  durch  ihre  Un Stetigkeiten 
und  ihr  Unendlich  wer  den.  stützt,  wie  man  leicht  sieht,  die  (-irundlage 
der  Theorie  der  Abel 'sehen  Functionen  bilden  muss.  Bei  dem  Satze 
selbst  und  dessen  Beweis  ist  jedoch  der  Umstand  nicht  gehörig  be- 
rücksichtigt worden,  dass  die  ■fr-Function  durch  die  Substitution  der 
Integrale  algebraischer  Functionen  Einer  Veränderlichen  identisch, 
d.  h.  für  jeden  Werth  dieser  Veränderlichen,  verschwinden  kann. 
Diesem  Mangel  abzuheilen  ist  die  folgende  kleine  Abhandlung  bestimmt. 

Bei  der  Darstellung  der  Untersuchungen  über  fr  -  Functionen  mit 
einer  unbestimmten  Anzahl  von  Variablen  macht  sielt  das  Bedürfnis  s 
einer  abkürzenden  Bezeichnung  einer  lieihe,  wie 

vt!  vt,  .  .  .,  vm 
geltend,  so  bald  der  Ausdruck  von  v,  durch  v  eomplicirt  ist.  Man 
könnte  diese;,  Zeichen  ganz  analog  den  Summen-  und  Productenzeichen 
bilden;  eine  solche  Be/eichnug  würde  aber  zu  viel  Raum  wegnehmen 
und  innerhalb  der  Funetionszeiclien  unbequem  für  den  Druck  sein;  ich 
ziehe  es  daher  vor 

vt!  v^,  . .  .,  vm    durch    I  v  (v,)  I 

zu  bezeichnen,  also 

&(vx,  v.„  . .  .,  vP)     durch     fr  (  v  (vr)  )  - 
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1. 
Wenn  man  in  der  Function  %-(vi,  %,  . . .,  vp)  für  die  p  Veränder- 
lichen v  die  p  Integrale  n1  —  fi,,  «^  — ■  e,,  .  .  .,  Up  —  ep  algebraischer 
wie  die  Fläche  T  verzweigter  Functionen  von  ä  substituirt,  so  erhält 
man  eine  Function  von  s,  welche  in  der  ganzen  Fläche  T  ausser  den 
Linien  h  sich  stetig  ändert,  beim  Uebertritt  von  der  negativen  auf  die 
positive  Seite  der  Linie  bv  aber  den  Factor  e~  Wr  ~Uv  +2e''  erlangt. 
Wie  im  §.  22  bewiesen  worden  ist,  wird  diese  Function,  wenn  sie 
nicht  für  alle  Werthe  von  s  verschwindet,  nur  für  p  Punkte  der  Fläche 
T  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung.  Diese  Punkte  wurden 
durch  %,  %,  . . .,  Tjp  bezeichnet,  und  der  Werth  der  Function  u¥  im 
Punkte  i^  durch  aj^.  Es  ergab  sieh  dann  nach  den  2p  Modul- 
systemon  der  ■fr-Function  die  Congruenz 

n  K  von  den  bis   dahin  noch   willkürlichen  addil 
m  Functionen  u   abhingen,   aber  von   den  Gross 
i  i/  unabhängig  waren, 
die  dort  angegebene  .Rechnung  aas,  so  findet  siel 

2KS  =  2  "ST  f(uy+  +  u  -)  du,.'  —  Erxi  —  2  %«%i.». 


worin  die  Grössen  X  von  den  bis  dahin  noch  willkürlichen  additiven 
Constanten  in  den  Functionen  u  abhingen,  aber  von  den  Grössen  e 
und  den  Punkten  17  unabhängig  waren. 

Führt  man  die  dort  angegebene  .Rechnung  aus,  so  findet  sich 


(2-) 

In  diesem  Ausdrucke  ist  das  Integral  /(«,,+  +  u—)duv  positiv  durch 
&,'  auszudehnen,  und  in  der  Summe  sind  für  v  alle  Zahlen  von  1  bis 
p  ausser  v  zu  setzen;  cv  =  +  1,  je  nachdem  das  Ende  von  U  auf  der 
positiven  oder  negativen  Seite  von  ar  liegt,  und  s\  =  +  1,  je  nach- 
dem dasselbe  auf  der  positiven,  oder  negativen  Seite  von  h,.  liegt.  Die 
Bestimmung  der  Vorzeichen  ist  Übrigens  nur  nöthig,  wenn  die  Grössen 
e  nach  den  in  §.  22  gegebenen  Gleichungen  aus  den  Un Stetigkeiten 
von  log  fr  völlig  bestimmt  werden  sollen;  die  obige  Congruenz  (1.) 
bleibt  richtig,  welche  Vorzeichen   man   wählen  mag. 

Wir  behalten  zunächst  die  dort  gemachte  vereinfachende  Voraus- 
setzung bei,  dass  die  additiven  Conwtanten.  in  den  Functionen  u  so 
bestimmt  werden,  dass  die  Grössen.  K  sii.tnmtlich  gleich  Null  sind.  Um 
die  so  gewonnenen  llcsultatc  schliesslich  von  dieser  beschränkenden 
Voraussetzung  zu  befreien,  hat  man  offenbar  nur  nöthig,  überall  in  den 
fr-Functionen  zu  den  Argumenten  —  Ku  —  KS1 ...,  —  Kp  hinzuzufügen. 

Wenn  also  die  Function  &  (%  —  elt  «3  — ■  fij,  . . .,  %,  —  %>)  für  die 
p  Punkte  %,  )jä,  . . .,  %P  verschwindet  und  meld-  identisch  für  jeden  Werth 
von  s  verschwindet,  so  ist 
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(« ^(2<,2*,.,2 


aM 


Dieser   Satz  gilt  für   ganz   beliebige    Werthe   der  Grössen  e,   und 
wir   haben   hieraus,   indem   wir   den  Punkt  (s,  z)   mit  dem  Punkte  ij„ 

zusammen  fallen,  Hessen,  geschlossen,  dass 

»(-SV,-^. ..,-§' ■*»)-<>, 

oder  da  die  ^-Function  gerade  ist, 

welches  auch  die  Punkte  %,  %,  . .  .,  rfo—i  seien. 


Der  Beweis  dieses  Satzes  bedarf  jedoch  einer  Vervollständigung 
wegen  des   Cm  stand  es,  dass  die  Function 

Ö^Wj  —  et,Ma  —  Cg,...,^,  —  Cp) 
identisch  verschwinden   kann  (was  in  der  That  bei  jedem  System  von 
gleich  verzweigten   algebraischen   Cn.uet.ioneii   für   gewisse   Werthe  der 
Grössen  e  eintritt). 

Wegen  dieses  Umstandes  muss  man  sich  begnügen,  zunächst  zu 
zeigen,  dass  der  Satz  richtig  bleibt,  während  die  Punkte  tj  unabhängig 
von  einander  innerhalb  endlicli.tr  Frenzen  ihre  Lage  ändern.  Hieraus 
folgt  dann  die  allgemeine  Richtigkeit  des  Satzes  nach  dem  Principe, 
dass  eine  Function  einer  comnlexen  Grösse  nicht  innerhalb  eines  end- 
lichen Gebiets  gleich  Null  sein  kann,  ohne  überall  gleich  Null  zu  sein. 

Wenn  s  gegeben  ist,  so  können  die  Grössen  eil  e2,  ...,6p  immer 
so  gewählt  werden,  dass 

#■(%  —  eL,  ui  — ■  eÄ,  . . .,  Mp  ~  eP)' 
nicht  verschwindet;  denn  sonst   müsste  die  Function  &(yu  v2!  . . .,  v}l) 
für  jedwede  Werthe  der  Grössen,  v  verschwinden,  und  folglich  miissten 

in  ihrer  Entwicklung  nach   ganzen  Potenzen   von  e    1}e    ',...,  e    '' 

sämmtb'che.  Coefficienten  gleich  Null  sein,  was  nicht  der  Fall  ist.  Die 
Grössen  e  können  sich  dann  von  einander  unabhängig  innerhalb  end- 
licher Grössen  gebiete  ändern,  ohne  dass  die  Function 

■9-  (uL  —  gj ,  «a  —  e2l  . . . ,  Mp  —  eP) 
für   diesen  Werth    von   S   verschwindet.     Oder   mit   anderen   Worten: 
man  kann  immer   ein  GrÖssengebiet  E  von  2p  Dimensionen  angeben, 
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L'"I 


innerhalb  dessen  sich  das  System  der  Grössen  e  bewegen  kann,   ohne 
dass  die  Function 

#(%  —  e1;  ui  —  e,i;  . .  .,  up  —  %>) 
für  diesen  Werth  von  z  verschwindet.     Sie  wird  also  nur  für  p  Lagen 
von  (s,  s)  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  und  bezeichnet  man 
diese  Punkte  durch  %,  %,  . .  .,  i/,,,  so  ist 


(i-J 


(«11  «•■ 


i)=(|+,|«f' |.?). 


Jeder  Bestimuugsweise  des  Systems  der  Grössen  v  innerhalb  E  oder 
jedem  Punkte  von  E  entspricht  dann  eine  Bestimm  ungs  weise  der 
Punkte  7j,  deren  Gesamnitheit  ein  dem  Gros  sengebiete  E  entsprechen- 
des Grössengebiet  II  bildet.  In  Folge  der  Gleichung  (1.)  entspricht 
jedem  Punkte  von  H  aber  auch  nur  ein  Punkt  von  E;  hätte  also  II 
nur  2p —  1,  oder  weniger  Dimensionen,  so  würde  IJ  nicht  2p  Dimen- 
sionen haben  können.  Es  hat  folglich  H  2p  Dimensionen.  Die  Schlüsse, 
auf  welche  sich  unser  Sitte  stützt,  bleiben  daher  anwendbar  für  be- 
liebige Lagen  der  Punkte  y\  innerhalb  endliche]'  Gebiete,  und  die 
Gleichung 


•("?■ 


■  2 "!," )  -  o 


gilt  für  beliebige    l.iigeu   der  Punkte   %,%,-■■,  ??p—i   innerhalb  end-, 
lieber  Gebiete  und  folglich  allgemein. 

3. 
Hieraus  folgt,  dass  sich  das  Grösseusy stein  (e1}  e2,  . . .,  e^,)  immer 
und  nur  auf  eine   Weise   congruent   einem   Ausdrucke   von  der  Form 

Werth  von  &  verschwindet;  denn  Hessen  sich  die  Punkte  %,  ifo, . . .,  7}f 
auf  mehr  als  eine   Weise  so  bestimmen,  dass  der  Congruenz 


|  setzen  li.isst,  wenn  i 


ssen  sich  di< 
nen,  dass  df 


nicht  für  jeden 


genügt  wäre,  so  würde  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  die  Function 

(»  \ 

&  I  v  (ur  —  cT)  I  für  mehr  als  p  Punkte   verschwinden,   ohne  identisch 


gleich  Nulljzu  i 


i  unmöglich  ist, 
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Wenn  &  U(«,  —  e,)  I    identisch    verschwindet,    muss    man,    um 
I  v  (e„)  I  in  die  obige  Form  zu  setzen, 

?<.  +  «-,)) 

ljutnichte.il,  und  wenn  diese  iMinctitm  identisch  für  jeden  Wertli  s,  %l}  ^ 
voradi  windet,  di«    Function 


6,))i 


(1.) 


Wir  nehmen  an,  das 


identisch  verschwindet, 


aber  nicht:  idciii-isch    vc-rseliwindet:. 
Diese  letztere  Function  verschwindet  dann,    als  Function  von  gp+i  be- 
trachtet,   für    £P—i,  £j,_3,  .  .  -,  Ep— mj    ausserdem   also    noch   für  p  ■ —  m 
Punkte,  und  bezeichnet  man  diese  mit  t]l}  %,  . .  .,  ifo— ,„,  so  ist 


9  (^  «»+'-<•> -1  »?-'>-<>.), 

aber  ni 

Kunetio 

SP-1,    Ep 

f/eieiin' 

6(-J* +  *))-(•(?«•) 

und  diese  Punkte  rjl}  %,.--,  ijp— m  können  nur  auf  eine  Weise  so 
bestimmt  werden,  daaa  diese  Congruenz  erfüllt  wird,  weil  sonst  die 
Function  für  mehr  als  p  Punkte  verschwinden  würde.  Dieselbe  Function 
verschwindet,  als  Function  von  s.p—i  betrachtet,  ausser  für 

VN!  V  ■••>  V-m-N 
noch  für  jj  —  »B  —  1,  Punkte  und  bezeichnet  man  diese  durch 


i  ist 


(K-g*> -)HfiV)> 


und  die  Punkte  t1 , 
iiesÜnmii. 


_m_i  sind  durch  diese  Congruenz  voll: 
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Unter   der   gemachten  Voraussetzung   (1.)   können   also,  um   den 
Congruenzen 


und 
(3.) 


6(-^)-gc?*)) 


7.\\  genügen,  m  von  den  Punkten  ij  und  )»  —  1  von  den  Punkten  £ 
beliebig  gewühlt  werden,  dadurch  aber  sind  die  übrigen  bestimmt. 
Offenbar  gelten  diese  iSiilze  auc-li  umgekehrt,  d.  h.  die  Function  ver- 
schwindet, wenn  eine  dieser  Bedingungen  erfüllt  ist.  Wenn  also  die 
Congruenz  (2.)  auf  mehr  als  eine  Weise  lösbar  ist,  so  ist  auch  die 
Congruenz  (3.)  lösbar,  und  wenn  von  den  Punkten  rj  m,  aber  nicht 
mehr,  beliebig  gewählt  werden  können,  so  können  von  den  Punkten  e 
m  —  1  beliebig  gewühlt  werden  und  dadurch  sind  die  übrigen  bestimmt, 
und  umgekehrt. 

Auf  ganz  ähnlichem  Wege  ergiebt  sich,  d;iss,  wenn 


>(H 


•  W   -o 


ist,  die  Congr 

(i.) 


g(-.,)-g^)) 


immer  lösbar  sind:  und  zwar  können  sowohl  von  den  Punkten  tj  als 
von  den  Punkten  s  m  beliebig  gewählt  werden,  und  es  sind  dadurch 
die   übrigen  p  —  1  —  m  bestimmt,  wenn 


dl  ist, 


identisch  gleich  Null  ist. 


aber  nicht  identisch  gleich  Null  ist,  wobei  der  Fall  m  =  0  nicht  aus- 
geschlossen ist.  Dieser  Satz  lasst  sich  auch  umkehren.  Wenn  also 
von  den  Punkten  -rj  m  und  nicht  mehr  beliebig  gewählt  werden  können, 
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so  ist  die  Voraussetzung  desselben  erfüllt;  und  es  können  folglich  auch 
von  den  Punkten  s  m  und  nicht  mehr  beliebig  gewählt  werden. 


(!•), 


Bezeichnen  wir  die  Derivirte  von 
.  &(vu  v2,  . . .,  vP) 
nach  vv    mit   %\-,    die    zweite    Derivirte   nach   vv    und   vp   mit 
l  #",„  u.  s.  f., 
sind,  wenn 


.gc 


f  (u™  —  «™  +  r,)  ) 
identisch   für  jeden    Werth    von  z,    und   ^   verBchvBndet,   sammtHche 

ß    \ 

Functionen  &'\v(r,)j  gleich  Null.     In   der  Tlnit  gellt   ilie  Gleichung 

#(j«>  -  «,<»  +  r,)J_0, 

wenn  sx  und  %  unendlich,  wenig  von  ö[  und  £j  verschieden  sind,  über 
in  die  Gleichung 

Nehmen  wir  au,  dass 

am  =  "fi»  (*■ g) ■** 


j^  (*('*))*(*.,  &)-"05 


sei,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  nach  Weglasoung  des  Factors 

2* 

und  da  /.wischen  den  Functionen  tp   keine   lineare  (lieicliung    mit   Con- 
stanzen   Coefficienten    stattfindet,    so    folgt   hieraus ,    dass    aämmtüche 

P 

erste    Derivirten  von  &(vl}  v.,,  . . .,  vp)    für  v  (v„  =  rr)    verschwinden 

1 
müssen. 

Um   den  umgekehrten   Hatz   zu   beweisen,   nehmen   wir   an,   dass 

P  P 

v(vr  =  rr)  und  v(vr  =  tt)   zwei    Wurthsysteme    seien,  für    welche  die 
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Function    9    verschwindet,    ohne    für    v  (vT  =  wj,1' 


«5"  +  ''■■)    nnd 


v  (vr  =  u(l)  —  k(1)  -f-  '•■)  identisch   zu    verschwinden,   und  bilden   den 
1 

Ausdruck 


#     v  (w'1J  - 


1  +  ',) 


v(«J>  -«<■>  +  r.) 


(2-) 


9    v  (u»> 


'-»Mi 


(««"     —     M«>     +      ty) 


Betrachten  wir  diesen  Ausdruck  als  Function  von  0lt  so  ergiebt 
sich,  dass  er  eine  algebraische  Function  von  s,  und  zwar  eine  rationale 
Function  von  st  und  g1  ist,  da  Nenner  und  Zähler  in  T"  stetig  sind 
und  an  den  Querschnitten  dieselben  Factoren  erlangen.  Für  ex  =  g, 
und  s1  =  <?1  werden  Nenner  und  Zähler  unendlich  klein  von  der  zweiten 
Ordnung,  so  dass  die  Function  endlich  bleibt;  die  übrigen  Werthe  aber, 
für  welche  Nenner  oder  Zähler  versehwinden,  sind,  wie  oben  1 
durch  die  Werthe  der  Grössen  r  und  der  Grössen  t  völlig 
also  von  £3  ganz  unabhängig.  Da  nun  eine  algebraische  Function 
durch  die  Werthe,  für  welche  sie  Null  und  unendlich  wird,  bis  auf 
einen  constanten  Factor  bestimmt  ist,  so  ist  der  Ausdruck  gleich  einer 
rationalen  von  t:  unabhängigen  Function  von  s1  und  glt  x(sn  si): 
inultipliciH;  in  eine  Constante,  d.  h.  eine  von  0t  unabhängige  Grösse. 
Da  der  Ausdruck  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Grösseusystenie  (s:,  st) 
und  (e,,  £,)  ist,  so  ist  diese  Constante  gleich  %.(6i}  £0j  multiplicirt  in 
eine  auch  von  £,  unabhängige  Grosse  A.     Setzt  man  nun 

Vi  %(,,,) -,(.,.), 

so  erhalt  man  für  unsern  Ausdruck  (2.)  den  Werth 

(3.)  t(h,  «J»(«i,  O 

wo  p  (s,  i)  eine  rationale  Function  von  s  und  s  ist. 

Um  diese  zu  bestimmen,  bat  man  nur  nöthig  s\  =  s1  und  61  =  st 


werden    >■ 


lassen:  es  ergiebt  sich   dann 


(»(*,<!))* 


21»;  (* ('•))  <*<T 
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oder  nach  Auszieliung  der  Quadratwurzel  und  VYegliebtm^  des  Factors 
dz, 

2,»-  (»IM  )?,(«„»,) 
(4.)  ^,-0-i-ü ^ 

Man  hat  dalier  aus  (3.)  und  (4.)  die  Gleichung 

»  (*«>  -  «™  +  r.))  »  (|  («™  -  «™  +  -',)) 

»(*(„<'>  -  „»'  +  (,.))  »  (£(«?  -  »<„"  +  (.)) 

2y„  (|(r,)^ »„&, »o  2"»;,  (5(roJ  ».,(»„ « 
_2>, ^(<,)j<p„ (»„«,)  2»; (»«)?,(«..« 

Ans  dieser  Gleichung  folgt,  dass 

»(|(.™  -«»+•■-)) 

für  jeden  Werth  von  g,  und  gt  gleich  Null  sein  muss,  wenn  die  ersten 
P 

Derivirten  der  Function  i>{-»1}  va, ....  vv)  für  v (?.>,■  =  r,)  sämmtlieh  ver- 


(i.)        e-(|(|:«!»-l'"'."  +  '--)) 

ff}  m 

identisch,  d.  h.  für  jedwede  Wertlie  von    «(<!„,  £„)  und  jt  (s,,,  S^),   ver- 

1  1 

schwindet,  so  findet  man  auf  dem  oben  angegebenen  Wege  zunächst, 
indem  man  £,„  =  sm,  6m  =  s„,  werden  liisst,  dass  die  ersten  Derivirten 
der  Function 


»(vlf  va,  ...,vp)  für 


«'.{+-¥*   -$«  +  «) 
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sämmtlieh  verschwinden,  dami,  indem  man  £,„_ i  —  .?,„— 1,  ß«  — i  —  s»,_i 
vineudlieli    klein,  werden  llisst,  dass  für 

auch  diu  zweiten  Derivirten  sammtlich  veracli winden;  und  offenbar  er-, 
giebt  sieh  allgemein,  dass  die  Derivirten  mter  Ordnung  süimntlich  ver- 
schwinden für 


v(s,  =  2«r-  2»?' ■ 


welche   Werthe  auch   die  Grössen  ';  und  die  Grössen  t,  haben  mögen. 
Es  folgt  hieraus,  dass  unter  der  gegen  wärt  igen  Voraussetzung  (t.) 

P 

für  v  (vv  =  rr)  die  ersten   bis  wton  Derivirten  der  Function 

1 

-91  (i\j  wa,  . . .,  vP) 
sämmtlieh  gleich  Null  sind. 

Um  zu  zeigen,   dass   dieser   Satz    auch    umgekehrt  gilt,   beweisen 
wir  zunächst,  dass  wenn 

» (i  (2«»  -  '!>«  + '.)) 

»  (i  (2««  -  2""  +  '•)) 

identisch  verschwinden   muss   und  verallgemeinern    zu   diesem  Zwecke 
die  Gleichung  §.  4,  (5.). 
Wir  nehmen  an   dass 


identisch  verschwindet  und  die  Grössen  &'-'"'>  \  v  (»',.)  )  sämmtlieh  gleich 
Null  sind,  auch 


(p      m-l  m—l  , 

v  (2"^  ~~  2'^  +  r") 

rinde, 

.g  (_£«.-  £.*.■+ 


identisch  verschwinde, 


aber  nicht  identisch  verschwinde,  behalten,   in  Bezug    auf  die  Grossen  t 
die  frühere  Voraussetzung  bei  und  betrachten  den  Ausdruck 


/Google 


208  XL     Ueber  das  Verschwinden  der  Theta-Fimctionen, 

(•  (f  (2»r-^'+'-))  »(K?°-  >-|»r+-))x] 

I      2j»  ß(„w_„w+«.))  »(-(«*' -»?''+'.))        I 

(2.)L       '■«     vi /   Vi /  ) 

(n)' »(*<<?  —tr+t.))  •(»(«?— r+y) 

In  diesem  Ausdrucke  sind  unter  den  Productzeiehen  sowohl  für  p,  als 
für  p'  sämmr.liche  Wcrtlio  von  1  bis  m  zu  setzen,  im  Zähler  aber  die 
Fälle,  wo  q  =  q'  würde,  wegzulassen. 

Betrachten  wir  diesen  Ausdruck  als  Function  von  z1}  so  ergiebt 
sieh,  dass  er  an  den  (JuersclvniTten  den  Factor  1  erlangt  und  folglich 
eine  algebraische  Function  von  zx  ist.  Für  sx  =  ^  und  sy  =  ff?  wer- 
den Nenner  und  Zähler  unendlich  feiein  von  der  zweiten  Ordnung,  der 
Bruch  bleibt  also  endlich;  die  übrigen  'VVerilie  über,  für  welche  Zähler 

und  Nenner  verschwinden,  sind  durch  die  Grössen  (i  (s„,  £,j,  die  Grössen 

2 
r  und  die  Grössen  t,  wie  oben  (§.  3.)  bewiesen,  völlig  bestimmt,  und 
folglich  von  den  Grössen  %  ganz  unabhängig.  Da  der  Ausdruck  nun 
eine  symmetrische  Function  von  den.  Grössen  s  ist,  so  gilt  dasselbe 
für  jedes  beliebige  sfl:  er  ist  eine  algebraische  Function  von  gp,  und 
die  Werthe  dieser  Grösse,  für  welche  er  unendlich  gross  oder  unend- 
lich klein  wird,  sind  von  den  Grössen  %  unabhängig.  Er  ist  daher 
gleich  einer  von  den  Grössen  £  unabhängigen  algebraischen  Function 
der  Grössen  %t  %  (sl}  s,2,  .  .  . ,  s.m),  multiplicirt  in  einen  von  den  Grössen  s 
unabhängigen  Factor.  Da  er  aber  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die 
Grössen  s  mit  den  Grossen  £  vertauscht,  so  ist  dieser  Factor  gleich 
%  (£i>  &{}  ■  •  ■  >  &»)>  multiplicirt  mit  einer  von  den  Grössen  s  und  den 
Grössen  %  unabhängigen  Constanten  A;  und  wir  können  daher,  wenn 
wir  y ' A  %  (%,  ea,  .. .,  2m)  =  ip  (glt  s2)  .  . .,  gm)  setzen,  unserm  Aus- 
drucke (2.)  die  Form 

CS.)  *(»„«,,.  •  ■,*„)*&,?„  ■■.,&■) 

geben,  wo  ty  (s1}  Bi}  .  .  . ,  gm)  eine  algebraische  von  den  Grössen  %  unab- 
hängige Function    der  Grossen  s   ist,    welche    in    Folge    ihrer  Verzwei- 

m 
gungsart   sich   rational  in  jt  (s,,,  gfl)   ausdrücken    lassen    muss.     Lässt 

1 
man  nun  die  Punkte  i)  mit   den   Punkten  t   zusammenfallen,  so   dass 
die    Grössen   £„  —  s„    und    die    Grössen    tf„  —  s,,    sämmtlich    unend- 
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lieh  klein  werden,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Derivirten  von 
*(«t,  »i,  .-.,«p)  wie  oben  (§.  4,  (1.))  bezeichnet, 

wo  die  Suinmationen  im  Zähler  sich  auf  v1;  v.ir  . . .,  vm  beziehen.  Es 
ist  kaum  nöthig  zu  bemerken,  dass  die  Wahl  des  Vorzeichens  gleich- 
gültig ist,  da  sie  auf  den  Werth  von  ^(«,,  &2,  ...,  zm)  i>  (§i,  £a,...,Sm) 
keinen  Einflnss  hat,  vind  dass  statt  der  Grossen  äuf\  auf,  ...,  du'p 
auch,  im  Zahler  und  Nenner  gleichzeitig,  die  ihnen  proportionalen 
Grössen  ^(s,,,  gfl),  y3(s,,,  8fi),  ...,  9^(fy,  z,)  eingeführt  werden 
können. 

Aus  der  in  (2.),  (3.)   und  (4.)   enthaltenen  Gleichung,  welche  für 
den  Fall  bewiesen  ist,  dass 


1  + 
\1  "7"  T 

gleich  Null  und 


von  Null  verschieden  ist,  folgt, 


*^(2,""-2""  +  r')) 

eden  ist,  folgt,  dass 

»(j(2'»r-2'«r +  ••■)) 


nicht  von  Null  verschieden  sein  kann,  wenn  die  Functionen  9(mH  v  (r„) 

sämmtlich  gleich  Null  sind. 

/PA  „ 

Wenn  also    die  I'unciiorieji   -1)  ''■■'  ■  "  j  vir,  1      sEumitlich  gleich  Null 

V    I 

sind,  so  folgt  aus  der  Gültigkeit  der  Gleichung 

für  « «=  m  ihre  Gültigkeit  für  n==»-|-l.     Gilt  daher  die  Gleichung 
für  n  =  0,  oder  ist  &  \  v  |V,.)  I  =  0,  und  verschwinden   die  ersten  bis 
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raten  Derivirteu   der  Function  &  |  i>  (rv)  I  für  v  (vv  =  r, )  sämmtlieh,  die 

Vi         /  1 

(m  +  l)ten  aber  nicht  sämmtlieh,  so  gilt  die  Gleichung  auch  für  alle 
grösseren  Werthe  von  n  bis  11  =  in,  aber  nicht  für  n  ■=  m  -f-  1 ;  denn 


t(l(^u<?>-   ^>)+'0) 


=  0   würde,    wie    wir    vorher 


schon  gefunden   hatten,  folgen,  das*  die  Grössen  0("'+1)     v(r,)  I    sämmt- 

VI       / 
lieb  verschwinden  müssten. 

6. 

Fassen  wir  das  eben  Bewiesene  mit  dem  Früheren  zusammen,  so 
erhalten  wir  folgendes  Resultat: 

Ist  &  (r1}  t,a  . , .,  Tp)  =  0,  so  lassen  sich  (p  —  1)  Punkte  %,  ?;._,, . . .,  %,_i 
so  bestimmen,  dass 


,.,.,...,„,  =  (§>,  §<>...,§««); 


und  umgekehrt. 

Wenn  ausser  der  Function  $■  (»,,  v2!  . . .,  vp~)  auch  ihre  ersten  bis 
mten  Derivirteu  für  vt  =  r1;  v2  =  rs>  . . .,  vp  =  rp  sämmtlieh  gleich 
Null,  die  (ra  +  l)ten  aber  nicht  sämintlieh  gleich  Null  sind,  so  können 
m  von  diesen  Punkten  %  ohne  dass  die  Grossen  r  sieli  ändern,  beliebig 
gewählt  werden  und  dadurch  sind  die  Übrigen  p  —  1  —  in  völlig 
bestimmt. 

Und  umgekehrt: 

Wenn  m  und  nicht  mehr  von  den  Punkten  tj,  ohne  dass  sich  die 
Grössen  r  ändern,  beliebig  gewühlt  werden  können,  so  sind  ausser  der 
Function  &  (i\,  «g,  ...,  Vp]  auch  ihre  ersten  bis  raten.  Derivirteu  für 
vi  =  ri>  %  ==  r2>  ■  ■  •'  vp  ==  rP  sämmtlich  gleich.  .Null,  die  (m  -\~  l)ten 
aber  nicht  sümmüich  gleich  Null. 

Die  vollständige  Untersuchung  aller  besonderen  Fülle,  welche  bei 
dem  Verschwinden  einer  ft-Function  eintreten  können,  war  weniger 
nöthig  wegen  der  besondern  Systeme  von  gleiehverzweigten  algebraischen 
Functionen,  für  welche  diese  Fälle  eintreten,  als  vielmehr  desshalb, 
weil,  ohne  diese  Unters  nehm  ig  Lücken  in  dem  Beweise  der  Sätze  ent- 
stehen würden,  welche  auf  unsern  Satz  über  das  Verschwinden  einer 
O-Function  gegründet  werden. 
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XII. 

Ueber  die  Darstellbarkeit,  oiner  Function  durch  eine  trigono- 
metrische Eeihe. 

(Aus  dem   dreizehnten  Baude   der  Abhandlungen  der  Königlichen   (icscllschaft  der 

WisSCIlSCltrtfk'Il    ZU     GÖÜ  II: £0.1 :.)'-) 

Der  folgende  Aufsatz  über  die  trigonometrischen  Reihen  besteht 
aus  zwei  wesentlich  verschiedenen  Theilen.  Der  erste  Theil  enthalt 
eine  Geschichte  der  Untersuchungen  und  Ansichten  Ober  die  willkür- 
lichen (graphisch  gegebene]))  Functionen  und  ihre  Darstellbarkeit  durch 
trigonometrische  Reihen.  Bei  ihrer  Zusammenstellung  war  es  mir  ver- 
gönnt, einige  Winke  des  berühmten  Mathematikers  zu  benutzen,  wel- 
chem man  die  erste  gründliche  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  ver- 
dankt. Im  zweiten  Theile  liefere  ich  über  die  Darstellbarkeit  einer 
Function  durch  eine  Trigonometrische  Reihe  eine  17niers\iclmng,  welche 
auch  die  bis  jetzt  noch  unerledigten  Fülle  umi'assfc.  Es  war  nüthig, 
ihr  einen  kurzen  Aufsatz  über  den  Begriff  eines  bestimmten  Integrales 
und  den  Umfang  seiner  Gültigkeit  voraufzuschieken. 

Geschichte  der  Frage  über  die  Darstellbarkeit  einer  willkürlich 
gegebenen  Function  durch  eine  trigonometrische  Eeihe. 

1. 
Die  von  Fourier  so  genannten  trigonometrischen  Reihen,  d.  h.  die 
Reihen  von  der  Form 

«,  sin,r  +  a%  sin2#  -f-  as  sin'dx  +  ■  •■ 
£■  b0  -f-  6j  cos  x  -f-  6ä  cos  %x  +  K  cos  3a;  +  ■  •  ■ 

*)  Diese    Abhandlung    ist    im   Jahre   1854    von    dem  Verfasser  behuf   seiner 

Ua'ijiiitiüiiou  an  der  Univcrsitilt  ::\\  (iötüugen  disr  philosophischen  Faoultüt  ein- 
gereicht. Wiewohl  der  Verfasser  ihre  Veröffentlichung,  wie  es  scheint,  nicht  be- 
absichtigt hat,  bo  wird  doch  die  hiermit  erfolgende  HeiHiiigube  derselben  in  gänz- 
lich iiDgeiliidürter  Form  sowohl  durch  das  hohe  Interesse  des  Gegenstandes  an 
sieh  als  durch  die  in  ihr  nieilei^elesile  r,t-h;ir,ilii Hinweise  der  wichtigsten  Prineipien 
der  Infinitesimal -Analysis  wühl  hinlänglich  gerechtfertigt  erscheinen. 

Brannschweig,  im  Juli  1867.  B.  Dedekind, 
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spielen  in  demjenigen  Theile  der  Mathematik,  wo  ganz  willkürliehe 
Functionen  vorkommen,  eine  bedeutende  Rolle;  ja,  es  lässt  sieh  mit 
Grund  behaupten,  da.ss  die  wesentlichsten  l''ortsehrit.te  in  diesem  für  die 
Physik  so  wichtigen  Theile  der  Mathematik  von  der  klareren  Einsicht 
in  die  Natur  dieser  Reihen  abhängig  gewesen  sind.  Schon  gleich  hei 
den  ersten  mathematischen  Untersuchungen,  die  auf  die  Betrachtung 
willkürlicher  Functionen  führten,  kam  die  Frage  zur  Sprache,  ob  sich 
eine  solche  ganz  willkürliche  Function  durch  eine  Eeihe  von  obiger 
Form  ausdrücken  lasse. 

Es  geschah  dies  in  der  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  bei  Ge- 
legenheit der  Untersuchungen  über  die  schwingenden  Saiten,  mit 
welchen  sich  damals  die  berühmtesten  Mathematiker  beschäftigten. 
Ihre  Ansichten  über  unsern  Gegenstand  lassen  sich  nicht  wohl  dar- 
stellen, ohne  auf  dieses  Problem  einzugehen. 

Unter  gewissen  Voraussetzungen,  die  in  der  Wirklichkeit  nUherungs- 
weise  zutreffen,  wird  bekanntlich  die  Form  einer  gespannten  in  einer 
Ebene  schwingenden  Saite,  wenn  x  die  Entfernung  eines  unbestimmten 
ihrer  Punkte  von  ihrem  Anfangspunkte,  y  seine  Entfernung  aus  der 
Ruhelage  zur  Zeit  i  bedeutet,  durch  die  partielle  Differentialgleichung 

-,{  =  «o  5-^ 

et*  OX' 

bestimmt,  wo  cc  von  t  und  bei  einer  überall  gleich  dicken  Saite  von  x 
unabhängig  ist. 

Der  erste,  welcher  eine  allgemeine  Lösung  dieser  Differential- 
gleichung gab,  war  d'AIembert. 

Er  zeigte*),  dass  jede  Function  von  x  und  t,  welche  für  y  ge- 
setzt, die  Gleichung  zu  einer  identischen  macht,  in  der  Form 

fix  +  ««)  +  »(* -«9 

enthalten  sein  müsse,  wie  sich  dies  durch  Einführung  der  unabhängig 
veränderlichen  Grössen  x  -j-  at,  x  —  ctt  anstatt  x,  t  ergiebt,  wodurch 


d*j 1     <Py  ■     ,     ')  fr  +  " <) 

3*a        ua   dt"  dfr  —  at) 

übergeht. 

Ausser  dieser  partiellen  DiITbivhI  ialgleichung,  welche  sich  aus  den 
aligemeinen  läewegungsgesetzen  ergiebt,  muss  nun  y  noch  die  Bedin- 
gung erfüllen,  in  den  15efe.sl...igungspn)iktpn.  der  Saite  stets  =  0  zu  sein; 
man  hat  also,  wenn  in  dem  einen  dieser  Punkte  x  =  0,  in  dem  an- 
dern x  =  l  ist, 

i:)  Memoitv.i  de  I'acLuIriiiic  <:k  .Berlin.    1747.    piig;  214. 
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/(«()  —  9(-  «o,  f(i  +  «o  -  —  »{i  -  «o 

und  folglich 

/■(») 9  (-»)--  7  ?  -((  +  »))  -  «2J  +  «), 

»_««<  +  *)-««*-*). 

Nachdem  d'Alembert  dies  für  dir  allgemeine  Losung  des  Problems 
geleistet  hatte,  beschäftigt  er  sieh  in  einer  Fortsetzung*)  seiner  Ab- 
handlung mit  der  Gleichung  f(e)  =  f(2l  + «);  d.h.  er  sucht  ana- 
lytische Ausdrücke,  welche  unverändert  bleiben,  wenn  s  um  2Z  wächst. 

Es  war  ein  wesentliches  Vordienst  Euler's,  der  im  folgenden  Jahr- 
gange der  Berliner  Abhandlungen**)  eine  neue  Darstellung  dieser 
d'Älembert'schen  Arbeiten  gab,  dass  er  das  Wesen  der  Bedingungen, 
welchen  die  Function  f{£)  genügen  muss,  richtiger  erkannte.  Er  be- 
merkte, dass  der  Natur  des  Problems  nach  die  Bewegung  der  Saite 
vollmundig  bestin.mi1;  sei,  wenn  für  irgend  einen  Zeitpunkt  die  Form 
der  Saite  und  die  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  (also  y  und  ^|j  ge- 
geben seien,  und  zeigte,  dass  sich,  wenn  man  diese  beiden  Functionen 
sich  durch  willkürlich  gezogene  Curven  bestimmt  denkt,  daraus  stets 
durch  eine  einfach«  geometrische  Construetion  die  d'Alembert'sche 
Function  f{£)  linden  lässt.     In  der  That,  nimmt  man  an,  dass  für 

*  =  0,  y  =  g(x)  und  §£  —  *(*) 
sei,  so  erhält  man  für  die  Werthe  von  %  zwischen  0  und  l 

m  -/(-»)-  s  w,  m  +  /■(-*)-  \fi>  w  i* 

und  folglich  die  Function  /'(#)  zwischen  —  l  und  l;    hieraus  aber  er- 
giebt  sich   ihr  Werth  für  jeden  andern  Werth  von  n  vermittelst   der 

fjleielrmig 

m-f(2i+,). 

Dies  ist  in  abstraeten,  aber  jel/.t  allgemein  gel.jiniigon  IVgriffen  dargestellt, 
die  Euler'sche    liestimmung  der  Function  f(ß). 

Gegen  diese  Ausdehnung  seiner  Methode  durch  Euler  verwahrte 
sich  indess  d'Alembert  sofort***),  weil  seine  Methode  nothwendig 
voraussetze,  dass  y  sich  in  t  und  x  analytisch  ausdrücken  lasse. 


*)  Ibid.  pag.  220. 

**)  Memoin-s  de  Vacademie  de  Berlin.  1748.  pag.  69. 
***)  Memoirea  de  l'acadi'jtiie  Je  Uerlüi.  1750.  pag.  358.  En  effet  on  ne 
ee  nie  semble  expriraer  y  aiialytitiiieiucrit  d'mie  maniere  plus  generale,  qu'e 
supposant  une  fonetion  de  (  et  de  x,  Mais  dan.s  eettc  supposition  on  ne  tr 
la  Solution  du  probleme  que  pour  les  oas  oü  les  diffe'i'eateä  figurcs  de  la  c 
vibrante  peavent  i-tre   ivnifcritices  duns   uno  aonlc  et  inOme  equation. 
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Ehe  eine  Antwort  Euler's  hierauf  erfolgte,  erschien  eine  dritte 
von  diesen  beiden  ganz  verschiedene  Behandlung  dieses  Gegenstandes 
von  Daniel  Bernoulli*).  Schon  vor  d'Alembert  hatte  Taylor**) 
gesehen,  dass  --,-.;  —  k«  ^  und  zugleich  y  für  x  =  0  und  für  x  =  l 
stets  gleich  0  sei,  wenn  man  y  =  sin  -----  cos  — ; —  und  hierin  für  n 
eine  ganze  Zahl  setze.  Er  erklärte  hieraus  die  physikalische  That- 
sache,  dass  eine  Saite  ausser  ihrem  Grandtone  auch  den  Grundton 
einer  %,  -J-,  J,  .  .  .  so  langen  (übrigens  ebenso  beschaffenen)  Saite  geben 
könne,  und  hielt  seine  particuläre  Losung  für  allgemein,  d.  h.  er 
glaubte,  die  Schwingung  der  Saite  würde  stets,  wenn  die  ganze  Zahl  n 
der  Höhe  des  Tons  gemäss  bestimmt  würde,  wenigstens  sehr  nahe 
durch  die  Gleichung  ausgedrückt.  Die  Beobachtung,  dass  eine  Saite 
ihre  verschiedenen  Töne  gleichzeitig  geben  könne,  führte  nun  Bernoulli 
zu  der  Bemerkung,  dass  die  Saite  (der  Theorie  nach)  auch  der  Gleichung 

y  =  £aa  sin^  eos"™-(£  —  (3») 

gemäss  schwingen  könne,  und  weil  sich  aus  dieser  Gleichung  alle  be- 
obachteten Modifikationen  der  Erscheinung  erklären  Hessen,  so  hielt  er 
sie  für  die  allgemeinste***).  Um  diese  Ansicht  zu  stützen,  untersuchte 
er  die  Schwingungen  eines  masselosen  gespannten  Fadens,  der  in 
einzelnen  Punkten  mit  endlichen  Massen  beschwert  ist,  und  zeigte, 
dass  die  Schwingungen  desselben  stets  in  eine  der  Zahl  der  Punkte 
gleiche  Anzahl  von.  solchen  Schwingungen  zerlegt  werde!.!  kann,  deren 
jede  für  alle  Massen  gleich  lange  dauert. 

Diese  Arbeiten  Bernoulli's  veranlassten  einen  neuen  Aufsat« 
Euler's,  welcher  unmittelbar  nach  ihnen  unter  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  abgedruckt  istf).  Er  hält  darin  d'Alembert  gegen- 
über festff),  dass  die  Function  f(ß)  eine  zwischen  den  Grenzen  —  l 
und  l  ganz  willkürliche  sein  könne,  und  bemerkt  ff  t)>  dass  Bernoulli's 
Lösung  (welche  er  schon  früher  als  eine  besondere  aufgestellt  hatte) 
dann  allgemein  sei  und  zwar  nur  dann  allgemein  sei,  wenn  die  Reihe 

«i  auix  +  "s  sin  "TT  H 

■J-  b0  +  bx  cos  — ,-  +  62  cos  —j h  ' '  ' 

■'■)  Mi'moireä  de  l'aeadeniie  de  Berlin.    1753.    p.   147. 
**)  Taylor  de  methodo  incrementoruio, 
***)  1.  c.  p.  167.  art.  XIII. 

-:■;  Mfjmoivea  de  1'u.cademie  de  Heidin.    175S.    pag.   19(5. 
ff)  1.  c.  pag.  214. 
tff)  1.  c.  art.  III— X. 
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für  die  Abseisse  x  die  Ordinate  einer  zwischen  den  Abscissen  0  und  l 
ganz  willkürlichen  Curve  darstellen  könne.  Nun  wurde  es  damals  von 
Niemand  bezweifelt,  dass  alle  Umformungen,  welche  man  mit  einem 
analytischen  Ausdrucke  —  er  sei  endlich  oder  unendlich  —  vornehmen 
könne,  für  jedwede  Werthe  der  unbestimmten  <  .Trossen  gültig  seien  oder 
doch  nur  in  ganz  speciellen  Füllen  unanwendbar  würden.  Es  schien 
daher  unmöglich,  eine  algebraische  Curve  oder  überhaupt  eine  ana- 
lytisch gegebene  nicht  periodische  Curve  durch  obigen  Ausdruck  dar- 
zustellen, und  Euler  glaubte  daher,  die  Frage  gegen  Bernoulli  ent- 
scheiden zu  müssen. 

Der  Streit  zwischen  Euler  und  d'Alembert  war  indess  noch 
immer  unerledigt.  Dies  veranlasste  einen  jungen,  damals  noch  wenig 
bekannten  Mathematiker,  Lagrange,  die  Lösung  der  Aufgabe  auf 
einem  ganz  neuen  Wege  zu  versuchen,  auf  welchem  er  zu  Euler's 
Resultaten  gelangte.  Er  unternahm  es*),  die  Schwingungen  eines 
masselosen  Fadens  zu  bestimmen,  welcher  mit  einer  endlichen  unbe- 
stimmten Anzahl  gleich  grosser  Massen  in  gleich  grossen  Abständen 
besehwert  ist,  und  untersuchte  dann,  wie  sich  diese  Schwingungen 
ändern,  wenn  die  Anzahl  der  Massen  in's  Unendliche  wächst.  Mit 
welcher  Gewandtheit,  mit  welchem  Aufwände  analytischer  Kunstgriffe 
er  aber  auch  den  ersten  Theil  dieser  Untersuchung  durchführte,  so 
liess  der  Uebergang  vom  Endlichen  zum  Unendlichen  doch  viel  zu 
wünschen  übrig,  so  dass  d'Alembert  in  einer  Schrift,  welche  er  au 
die  Spitze  seiner  opuscules  matljemattqiies  stellte,  fortführen  konnte, 
seiner  Lösung  den  Ruhm  der  grössten  Allgemeinheit  zu  vindiciren. 
Die  Ansichten  der  damaligen  berühmten  Mathematiker  waren  und 
blieben  daher  in  dieser  Sacht!  getheilt;  denn  auch  in  spätem  Arbeiten 
behielt  jeder  im  Wesentlichen  seinen  Standpunkt  bei. 

Um  also  schliesslich  ihre  bei  Gelegenheit  dieses  Problems  ent- 
wickelten Ansichten  über  die  willkürlichen  Functionen  und  über  die 
Darstellbar]? eit  derselben  durch  eine  trigonometrische  Reihe  zusammen- 
zustellen, so  hatte  Euler  zuerst,  diese  Functionen  in  die  Analysis  ein- 
geführt und,  auf  geometrische  Anschauung  gestützt,  die  Infinitesimal- 
rechnung auf  sie  angewandt.  Lagrange**)  hielt  Euler's  Resultate 
{seine  geometrische  Construction  des  Schwingungsverlaufs)  für  richtig; 
aber    ihm    genügte    die   Euler'sche    geometrische    Behandlung   dieser 


*)  Miscellanea   Taurinensia.    Tom.  I.     Rechercheß   sur  la   natura   et    Ja   pro- 
liusivtion  du  üon. 

"'■'■'■)  Miscellimea  Taunucusia.     Tom.  II.     Para  math.  pag.  18. 
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Functionen  nicht.  D'Alembert*)  dagegen  ging  auf  die  Euler'sehe 
Auffassungs weise  der  Differentialrechnung  ein  und  beschränkte  sich, 
die  Richtigkeit  seiner  Resultate  anzufechten,  weil  man  bei  ganz  will- 
kürlichen Functionen  nicht  wissen  könne,  ob  ihre  Diflerentiakrn.otiej.iten 
stetig  seien.  Was  die  Bernoulli'sche  Lösung  betraf,  so  kamen  alle 
drei  darin  überein,  sie  nicht  für  allgemein  zu  halten;  aber  während 
d'Alembert**),  um  Bernoulli's  Lösung  für  minder  allgemein,  als 
die  seinige,  erklären  zu  können,  behaupten  musste,  dass  auch  eine 
analytisch  gegebene  periodische  Function  sich  nicht  immer  durch  eine 
trigonometrische  Reihe  darstellen  lause,  glaubte  Lagrange***)  diese 
Möglichkeit  beweisen  zu  können. 


Fast  fünfzig  Jahre  vergingen,  ohne  dass  in  der  Frage  über  die 
analytische  Darstellbarkeit  willkürlicher  Functionen  ein  wesentlicher 
Fortschritt  gemacht  wurde.  Da  warf  eine  Bemerkung  Fourier's  ein 
neues  Licht  auf  diesen  Gegenstand;  e:ne  neue  Epoche  in  der  Entwicklung 
dieses  Theils  der  Mathematik  begann,  die  sich  bald  auch  äusserlich  in 
gross  artigen  Erweiterungen  der  mathematischen  Physik  kund  that. 
Fourier  bemerkte,  dass  in  der  trigonometrischen  Reihe 

fM  —  I  f<1  sinX  +  **  sin'2X  "i 

H  h,  +  h  eos«  +  h  eos2x  -\ 

die  Coefficienten  sich  durch  die  Formeln 

a„  =  —   /  fix)  sinnxclx,  &„  =  -—/  fix)  cosnxdx 

bestimmen  lassen.  Er  sah,  dass  diese  Bestimmungs weise  auch  an- 
wendbar bleibe,  wenn  die  Function  fix)  ganz  willkürlieh  gegeben  sei; 
er  setzte  für  fix)  eine  so  genannte  discontinuirliehe  Function  (die 
Ordinate  einer  gebrochenen  Linie  für  die  Abscisse  x)  und  erhielt  so 
eine  Reihe,  welche  in  der  That  stets  den  Werth  der  Function  gab. 

Als  Fourier  in  einer  seiner  ersten  Arbeiten  über  die  Wärme, 
welche  er  der  französischen  Akademie  vorlegtet),  (21.  Dec.  1807)  zu- 
erst den  Satz  aussprach,  dass  eine  ganz  willkürlich  (graphisch)  ge- 
gebene Function  sich  durch  eine  trigonometrische  i.ieilie  (ins drücken  lasse. 


*)  OpuBCulea  mathc'matiqiies  p.  d'Alembert.     Tome  premier.    1761.    pag.  16. 
ort.  VII— XX. 

**}  Opuüoulcn  mathwiiati'nies.    Tome  I,    pag.  42.    art.  XXIV. 
***)  Mise.  Taur.    Tom.  ITI.    Pars  math.    pag.  221.    art.  XXV. 
t)  Bulletin  des  sciences  p.  la  soc.  philomatique  Tome  I.    p.  112. 
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war  diese  Behauptung  dein  greisen  Lagrange  so  unerwartet,  dass 
er  ihr  auf  das  Entschiedenste  entgegentrat.  Es  soll*)  sich  hierüber 
noch  ein  Schriftstück  im  Archiv  der  Pariser  Akademie  befinden. 
Dessenungeachtet  verweist'**)  Poisson  überall,  wo  er  sich  der  trigono- 
metrischen Reihen  zur  Darstellung  willkürlicher  Kunctionen  bedient, 
auf  eine  Stelle  in  Lagrauge's  Arbeiten  über  die  schwingenden  Saiten, 
wo  sich,  diese  Darstellung« weise  finden  soll,  hin  diese  Behauptung, 
die  sich  nur  aus  der  bekannten  liivalität  zwischen  Fourier  und 
Poisson   erklären    liisst  zu    widerlegen,    sehen   wir   uns    genötliigt, 

noch  einmal  auf  die  Abhandlung  Lagrauge's  zurückzukommen;  denn 
über  jenen  Vorgang   in  der  Akademie    findet  sich  nichts   veröffentlich!. 

Man  rindet  in  der  That  an  der  von  Poisson  citirten  Stellet)  die 
Formel : 

„  y  —  2/7  sin  Xx  dX  X  sin  x%  +  2JY  sin  2X%  dX  X  sin  2xa 
+  2/Y  sinZXitdXx  smSxx  +  e'e-  +  -f%  smnXxdX  sinw^sr, 
de  sorte  que,  lorsque  x  =  X,  on  aura  y  =  Y,  Y  etant  l'ordonnee  qui 
repond  ä  l'abseisse  X " 

Diese  Formel  sieht  nun  allerdings  ganz  so  aus  wie  die  Fourier'scho 
Reihe,  so  dass  bei  flüchtiger  Ansicht  eine  Verwechselung  leicht  mög- 
lich ist;  aber  dieser  Schein  rührt  bloss  daher,  weil  Lagrange  das 
Zeichen  fdX  anwandte,  wo  er  heute  das  Zeichen  £AX  angewandt 
haben  würde.  Sie  giebt  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  endliche  Sinus- 
reihe 

Oj  sinzjr  +  %sin2a-'rc  +  ■  ■  ■  +  aaaianxn 
so  zu  bestimmen,  dass  sie  für  die   VVerthe 

1  2  « 

M^T'  ^i>  ■■•>  *  +  i 
von  x,  welche  Lagrange  unbestimmt  durch  X  bezeichnet,  gegebene 
Werthe  erhalt.  Hätte  Lagrange  in  dieser  Formel  n  unendlich  gross 
werden  lassen,  so  wäre  er  allerdings  zu  dem  Fourier'schen  Resultat 
gelangt.  Wenn  man  aber  seine  Abhandlung  durchliest,  so  sieht  man, 
dass  er  weit  davon  entfernt  ist  zu  glauben,  eine  ganz  willkürliche 
Function  lasse  sich  wirklich  durch  eine  unendliche  Sinusreihe  dar- 
stellen. Er  hatte  vielmehr  die  ganze  Arbeit  gerade  unternommen,  weil 
er  glaubte,  diese  willkürlichen  Functionen  Hessen  sieh  nicht  durch  eine 


:)  Nach  einer  mündlichen  _Mitsliuiluij<r  iles  Ticn-n  Professor  Dirichlet. 

!)  Unter  Andern  in  dem  verbreiteten  Train'  de  iat';na.uiqno  Nro.  323.    p.  638. 

■)  Der  Bericht  im  bulle  tin  des  Bcienoee  über  die  von  Pourier  der  Akademie 

Abhandlung  ist  von  Poisson. 
f)  Mise    Tanr.  Tom.  III.     Pars  math.  pag.  261. 


/Google 


220  XII.     Heber  rli>;  LHr'sto'llbi.irkoü  einer  .H'unuiiun 

Formel  ausdrücken,  und  von  der  trigonometrischen  Reihe  glaubte  er. 
dass  sie  jede  atialytise'i  gegebene  periodische  Function  darstellen  könne. 
Freilich  erscheint  es  uns  jetzt  kaum  denkbar,  dass  Lagrange  von 
seiner  Summenformel  nicht  zur  Fourier'sehen  Reihe  gelangt  sein  sollte: 
aber  dies  erklärt  sieh  daraus,  dass  durch  den  Streit  /wischen  Euler 
und  d'Alembert  sich  bei  ihm  im  Voraus  eine  bestimmte  Ansicht  über 
den  einzuschlagenden  Weg  gebildet  hatte.  Er  glaubte  das  Sehwinguugs- 
problem  für  eine  unbestimmte  endliche  Anzahl  von  Massen  erst  voll- 
ständig absolviren  zu  müssen,  bevor  er  seine  Grenzbetrachtungen  an- 
wandte. Diese  erfordern  eine  ziemlich  ausgedehnte  Untersuchung*), 
welche  unnöthig  war,  wenn  er  die  Fourier'selie  Reihe  kannte. 

Durch  Fourier  war  nun  zwar  die  Natur  der  trigonometrischen 
Reihen  vollkommen  richtig  erkannt**):  sie  wurden  seitdem  in  der 
mathematischen  Physik  zur  Darstellung  willkürlicher  Functionen  viel- 
fach angewandt,  und  in  jedem  einzelnen  Falle  überzeugte  man  sich 
leicht,  dass  die  Fourier'sche  Reihe  wirklich  gegen  den  Werth  der 
Function  convergire;  aber  es  dauerte  lange,  ehe  dieser  wichtige  Satz 
allgemein  bewiesen  wurde. 

Der  Beweis,  welchen  Cauchy  in  einer  der  Pariser  Akademie  am 
27.  Febr.  182(5  vorgelesenen  Abhandlung  gab***),  ist  unzureichend,  wie 
Dirichlet  gezeigt  hatf).  Cauchy  setzt  voraus,  dass,  wenn  man  in 
der  willkürlich  gegebenen  periodischen  Function  f(x)  für  *'  ein  com- 
plexes  Argument  x  +  yi  setzt,  diese  Function  für  jeden  Werth  von  y 
endlich  sei.  Dies  findet  aber  nur  Statt,  wenn  die  Function  gleich 
einer  cons tauten  Grösse  ist..  Man.  sieht  indess  leicht,  dass  diese  Voraus- 
setzung für  die  ferneren  Schlüsse  nicht,  nothwendig  ist.  Es  reicht  hin, 
wenn  eine  Function  tp  (x  -\-  yi)  vorhanden  ist,  welche  für  alle  positiven 
Werthe  von  y  endlich  ist  und  deren  reeller  Theil  für  y  =  0  der  ge- 
gebenen periodischen  Function  f(x)  gleich  wird.  Will  man  diesen 
Sata,  der  in  der  Thafc  richtig  ist  ff),  voraussetzen,  so  führt  allerdings 
der  von  Cauchy  eingeschlagene  Weg  zum  Ziele,  wie  umgekehrt  dieser 
Satz  sich  aus   der  Fourier'sehen   Reihe  ableiten  lässt. 


*)  Mise.  Taur.     Tom.  III.     Pars  math.     p.  251. 

**)  Bulletin  d.  sc  Tora.  I.    p.  115.    Les  coefficientB  a,  a,  a",  .  .  .  e"tarrl 
döterminefl  etc. 

***)  Memoireu  de  l'ac  d.  bc.  de  Paris.     Tom.  VI.     p.  603. 

t)  Crelle  Journal  für  die  Mathematik.     Bd.  IV.  p.  157  &  158. 
ff)  Der  Beweis  findet  sich  in  de:1  Itiaii£urLildi^evtiiüon  des  Verfassers. 
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Erst  im  Januar  1829  erschien  im  Journal  von  Crelle*)  eine  Ab- 
handlung von  Dirichlet,  worin  für  Functionen,  die  durehgehends  eine 
Integration  zulassen  und  nicht  unendlich  viele  Masima  und  Minima 
haben,  die  Frage  ihrer  Darstcllbarkeit  durch  trigonometrische  Reihen 
in  aller  Strenge  entschieden  wurde. 

Die  Erkenntniss  des  zur  Lösimg  dieser  Aufgabe  einzuschlagenden 
Weges  ergab  sich  ihm  aus  der  Einsicht,  dass  die  unendlichen  Reihen 
in    zwei    wesentlich    verschiedene    Klassen    wriallen,    je    nachdem    sie, 


wenn  man  säiumtliehe  Glieder  pos: 
nicht.  In  den  ersteren  können  di 
der  Werth  der  letzteren  dagegen 


itiv  macht,  convergent  bleiben  oder 
e  Glieder  beliebig  versetzt  werden, 
st  von  der  Ordnung  der  Glieder  ab- 


hängig. In  der  That,  bezeichnet  man  in  einer  Reihe  zweiter  Klasse 
die  positiven  Glieder  der  Reihe  nach  durch 

die  negativen  durch 

so  ist  klar,  dass  sowohl  Sa,  als  Eb  unendlich  sein  müssen;  denn 
wären  beide  endlich,  so  würde  die  Reihe  auch  nach  Gleiehmachung 
der  Zeichen  convergiren;  wäre  aber  eine  unendlich,  so  würde  die  Reihe 
divergiren.  Offenbar  kann  nun  die  Reihe  durch  geeignete  Anordnung 
der  Glieder  einen  beliebig  gegebenen  Werth  C  erhalten.  Denn  nimmt 
man  abwechselnd  so  lange  positive  Glieder  der  Reihe,  bis  ihr  Werth 
grösser  als  C  wird,  und  so  lange  negative,  bis  ihr  Werth  kleiner  als 
C  wird,  so  wird  die  Abweichung  von  C  nie  mehr  betragen,  als  der 
Werth  des  dem  letzten  Zeichemvechsd  vorauf geh  enden  Gliedes.  Da 
nun  sowohl  die  Grössen  a,  als  die  Grössen  b  mit  wachsendem  Index 
zuletzt  unendlich  klein  werden,  so  werden  auch  die  Abweichungen 
von  C,  wenn  man  in  der  Reihe  nur  hinreichend  weit  fortgeht,  be- 
liebig klein  werden,  d.  h.  die  Reihe  wird  gegen  C  convergiren. 

Nur  auf  die  Reihen  erster  Klasse  sind  die  Gesetze  endlicher  Sum- 
men anwendbar;  nur  sie  können  wirklich  als  Inbegriff  ihrer  Glieder 
betrachtet  werden,  die  Reihen  der  zweiten  Klasse  nicht;  ein  Umstand, 
welcher  von  den  Mathematik  er  11  des  vorigen  Jahrhunderts  übersehen 
wurde,  hauptsächlich  wohl  aus  dem  Grunde,  weil  die  Reihen,  welche 
nach  steigenden  Potenzen  einer  veränderlichen  Grösse  fortschreiten,  all- 
gemein zu  reden  (d.  h.  einzelne  Werthc  dieser  Grosse  ausgenommen), 
zur  ersten  Klasse  gehören. 

*)  Bd.  IV.    pag.  157. 
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Die  Fourier'sche  Reihe  gehört  nun  offenbar  nicht  nothwendig 
zur  ersten  Klasse;  ihre  Convergenz  konnte  also  gar  nicht,  wie  Cauehy 
vergehlieh'*)  versucht  hatte,  ans  dem  Gesetze,  nach  welchem  die  Glie- 
der abnehmen,  abgeleitet  werden.  Es  musste  vielmehr  gezeigt  werden, 
dass  die  endliche  Reihe 

-1  f'f(u)  smuäa  sinx  H-  i-  ff(a)  <sw2aäa  rin2x  -f 

-j /  /"(«)  sinnada  sinnx 

-^  f'f(a)da+^  f'f(a)  cos  ad«  cosa;  +  i  /*/•(«)  coa2«da  cos  2a: +  ■-■ 

-j /  /"(«)  cossiarfa  cos  mar 

oder,  was  dasselbe  ist,  das  Integral 

ainÜL  + 

sich,  wenn  M  in's   Unendliche   wächst,  dem  Werthe  f(x)  unendlich  an- 
nuliert. 

Dirichlet   stützt  diesen   Beweis  auf  die   beiden   Sätze: 

1)  Wenn  0  <  e  <  i»  Nähert  sich    /"?  (0)  Mn(a?w"t  1}-  <*0  mit  wach- 
sendem n  zuletzt  unendlich  dem  Werth  --  q>  (0) ; 

2)  wenn    0  <  b  <  c  <  ~,  nähert  sich    /  g>(/3)  ""^"jt  ^  "  #   mit. 

wachsendem   n  /uiet/.t  unendlich  dem  Werth  0; 
vorausgesetzt,    dass   die  Function  ip(ß)   zwischen    den  Grenzen   dieser 
Integrale  entweder  immer  abnimmt,  oder  immer  zunimmt. 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Sätze  liisst  sich,  wenn  die  Function  /' 
nicht  unendlich  oft  vom  Zunehmen  zum  Abnehmen  oder  vom  Ab- 
nehmen zum  Zunehmen  übergeht,   das  Integral 


±    (X    -    «) 


*)  Dirichlet  in  CreUe's  Journal.     Dd.    IV.    pag.     168.     Qnoi   qn'il   en   soit  de 

cette  premierü  Observation,  .  .  .  k  rncsiire  que  n  croit. 
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eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  zerlegen,  von.  denen 
eins*)  gegen  %f(x-\-0),  ein  anderes  gegen  %f{x  —  0),  die  übrigen 
aber  gegen  0  convergiren,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst. 

Hieraus  folgt,  dass  durch  eine  trigonometrische  Reihe  jede  sich 
nach  dem  Intervall  2jt  periodisch  wiederholende  Function  dursiellbur 
ist,  welche 

1)  durchgehend*  eine  Integration  zulässt, 

2)  nicht  unendlich  viele  Maxinia  und  Minima  hat  und 

3)  wo  ihr  "Werth  sich  sprungweise  ändert,  den  Mittel werth.  zwi- 
schen den  beiderseitigen  Grenzwerthen  annimmt. 

Eiue  Function,  welche  die  ersten  beiden  Eigen  schalten  hat,  die 
dritte  aber  nicht,  kann  durch  eine  trigonometrische  Reihe  offenbar 
nicht  dargestellt  werden;  denn  die  trigonometrische  Reihe,  die  sie 
ausser  den  Un  Stetigkeiten  darstellt,  würde  in'den  Un Stetigkeitspunkten 
selbst  von  ihr  abweichen.  Ob  und  wann  aber  eine  Function,  welche 
die  ersten  beiden  Bedingungen  nicht  erfüllt,  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  darstellbar   sei,  bleibt  durch  diese  Untersuchung  unentschieden. 

Durch  diese  Arbeit  Dirichlet's  ward  einer  grossen  Menge  wich- 
tiger analytischer  Untersuchungen  eine  feste  Grundlage  gegeben.  Es 
war  ihm  gelungen,  indem  er  den  Punkt,  wo  Euler  irrte,  in  volles 
Licht  brachte,  eine  Frage  zu  erledigen,  die  so  viele  ausgezeichnete 
Mathematiker  seit  mehr  als  siebzig  Jahren  (seit  dem  Jahre  1753)  be- 
schäftigt hatte.  In  der  That  für  alle  Fälle  der  Natur,  um  welche  es 
sich  allein  bandelte,  war  sie  vollkommen  erledigt;  denn  so  gross  auch 
unsere  Unwissenheit  darüber  ist,  wie  sich  die  Kräfte  und  Zustände  der 
Materie  nach  Ort  und  Zeit  im  Unendlich  kleinen  ändern,  so  können 
wir  doch  sicher  annehmen,  dass  die  Functionen,  auf  welche  sich  die 
Dirieblet'sche  Untersuchung  nicht  erstreckt,  in  der  Natur  nicht  vor- 
kommen. 

Dessenungeachtet  scheinen  diese  vonDirichlet  unerledigten  Fälle 
aus  einem  zweifachen  Grunde    ileachtrmg  zu  verdienen. 


*)  Es  ist  nicht  schwer  ztt  beweisen,  diiss  der  Wert!;  einer  Function  f,  welche 
i)ii:l)l.  uuendtieh  viele  Maxims,  und  Minima,  luvt.  sLrLb,  sowohl  wenn  der  Argument- 
werth  abnehmend,  als  wenn  er  zunehmend  gleich  x  wird,  entweder  festen  Grenz- 
werthen f{x  -f-  0)  und  f{x  —  0)  (nach  Dirithlel.'n  üCKuk'lirjung  in  Dovc's  Reper- 
torium  der  Physik.     Bd.  1.     pag.   17(1;  sieh  nähern,   oder   imuiirllioli   gross  worden 
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Erstlieh  steht,  wie  Dirichlet  selbst  um  Schlüsse  seiner  Abhand- 
lung bemerkt,  dieser  Gegenstand  mit  den  Principien  der  Infinitesimal- 
rechnung in  der  engsten  Verbindung  und  kann  dazu  dienen,  diese 
Principien  zu  grösserer  Klarheit  und  Bestimmtheit  zu  bringen.  In 
dieser  Beziehung  hat  die  Behandlung  desselben  ein  unmittelbares 
Interesse. 

Zweitens  aber  ist  die  Anwendbarkeit  der  Fourier'schcn  Reihen 
nicht  auf  physikalische  Untersuchungen  beschränkt:  sie  ist  jetzt  anch 
in  einem  Gebiete  der  reinen  Mathematik,  der  /nhlenlbeprie,  mit  Er- 
folg angewandt,  und  hier  scheinen  gerade  diejenigen  Functionen, 
deren  Darstellbarkeil  durch  eine  trigonometrische  Reihe  Dirichlet 
nicht  untersucht  hat,  von  Wichtigkeit  7.11  sein. 

Am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  verspricht  freilich  DirichJet, 
später  auf  diese  Fälle  zurückzukommen,  aber  dieses  Versprechen  ist 
bis  jetzt  unerfüllt  geblieben.  Anch  die  Arbeiten  von  Dirksen  und 
Bessel  über  die  Cosinus-  und  Sinusreihen  leisten  diese  Ergänzung 
nicht;  sie  stehen  vielmehr  der  Dirichlet'schen  an  Strenge  und  All- 
gemeinheit nach.  Der  mit  ihr  fast  ganz  gleichzeitige  Aufsatz  Dir  ksen's*} 
welcher  offenbar  ohne  Kenntniss  derselben  geschrieben  ist,  schlägt 
zwar  im  Allgemeinen  einen  richtigen  Weg  ein,  enthalt  aber  im  Ein- 
zelnen einige  Ungenauigkeiten.  Denn  abgesehen  davon,  dass  er  in 
einem  specielleii  Falle**)  für  die  Summe  der  Reihe  ein  falsches  Re- 
sultat findet,  stützt  er  sich  in  einer  Nebenbetrachtung  auf  eine  nur  in 
besonderen  Fällen  mögliche  Reihenentwicklung***),  so  dass  sein  Be- 
weis nur  für  Functionen  mit  überall  endlichen  ersten  Diffcrential- 
quotienten  vollständig  ist.  Besself)  sucht  den  Dirichlet'schen  Be- 
weis zu  vereinfachen.  Aber  die  Aenderungen  in  diesem  Beweise  ge- 
währen keine  wesentliche  Vereinfachung  in  den  Schlüssen,  sondern 
dienen  höchstens  dazu,  ihn  in  geläufigere  Begriffe  zu  kleiden,  während 
seine  Strenge  und  AUgemuinhoil.  Isetrilihtlieb   darunter  leidet. 

Die  Frage  über  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  tri- 
i  Reihe  ist  also  bis  jetzt  nur  unter  den  beiden  Voraus- 
1  entschieden,  dass  die  Function  durchgehende  eine  Integration 
zulässt  und  nicht  unendlich  viele  Masima  und  Minima  hat.  Wenn  die 
letztere  Voraussetzung  nicht  gemacht  wird,  so  sind  die  beiden  Integral- 
theoreme Diriehlet's  zur  Entscheidung  der  Frage  unzulänglich;  wenn 
aber   die  erstere  wegfällt,    so  ist  schon  die  Fourier'sche  Coel'Jicienten- 

*)  Crelle's  Journal.    Bd.  IV".  p.  170, 
**)  1.  e.  Formel  22. 
***)  1.  0.  Art,  3, 
t)  Schnrnachei-.    Astronomische  Nachrichten.    Nro.  374  (Bd.  lti.   p.  239). 
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bestininumg  nicht  anwendbar.  Der  im  Folgenden,  wo  diese  Frage 
ohne  besondere  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Function  unter- 
sucht werden  soll,  eingeschlagene  Weg  ist  hierdurch,  wie  man  sehen 
wird,  bedingt;  ein  so  directer  Weg,  wie  der  Diriehlet's,  ist  der  Natur 

der  Sache  und:  nicht   möglich. 


Ueber  den  Begriff  eines  bestimmten  Integrals  und  den  Umfang 
seiner  Gültigkeit. 

4. 
Die  Unbestimmtheit,  welche  noch  in  einigen  Fundamenfcalpunkten 
der    Lehre    von    den    bestimmten    Integralen    herrscht,    nöthigt    uns, 
Einiges  vorai.d'zu  schielten   übet'  den   Umgriff   eines    bestimmten  Integrals 
und  den  Umfang  seiner  Gültigkeit. 

Also  zuerst:    Was  hat  man  unter    /  f(x)dx  zu   verstehen? 


Smi 


Um  dieses  festzusetzen,  nehmen  wir  zwischen  a  und  b  der  Grösse 
nach  auf  einander  folgend,  eine  Reihe  von  Werthen  xlt  x2,  . .  .,  #„_i 
an  und  bezeichnen  der  Kürze  wegen  xx  —  a  durch  S1,  #a  —  xt  durch 
d3,  .  .  .,  b  —  a;,_i  durch  dn  und  durch  e  einen  positiven  lichten  Bruch. 
Es  wird  alsdann  der  Werth  der  Summe 

S  -  »,  f(a  +  t,  S,)  +  t,  f{x,  +  s,  ä,)  +  t,  fix,  +  H  »,)  +  •  •  ■ 
+  •»./>„-.  +  ..«.) 
von  der  Wahl  der  Intervalle  d  und  der  Grössen  c  abhängen,    Hat  sie 
nun  die  Eigenschaft,  wie  auch  tf  und  e  gewählt  werden  mögen,   sich 
einer  festen  Grenze  A  unendlich  zu  nähern,   sobald   sämintlielie  d  un- 
endlich klein  werden,   so  heisst  dieser   Werth     /  f(x)  clx. 


ff  ix)  0 


Hat  sie  diese   F-igcuHchaft  nicht,  so  hat    (  j  (x)  i/x   keine    Bedeu 


J  fix)  <lx 


timg.  Man  hat  jedoch  in  mehreren  Fällen  versucht,  diesem  Zeichen 
auch  dann  eine  Bedeutung  beizulegen,  und  unter  diesen  Kr  Weiterungen 
des  Begriffs  eines  bestimmten  Integrals  ist  eine  von  allen  Mathema- 
tikern angenommen.  Wenn  nämlich  die  Function  fix)  bei.  Annäherung 
des  Arguments  an  einen  einzelnen  Werth  c  in  dem  Intervalle  (a,  b) 
unendlich  gross  wird,  so  kann  offenbar  die  Summe  S,  welchen  Grad 
von  Kleinheit   man    auch   den    d   vorschreiben    möge,   jeden    beliebigen 
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Werfch  erhalten;  sie  hat  also  keinen  Grenzwerth,  und    jf(x)dx  würde 

nach  dem  Obigen  keine  Bedeutung  haben.     Wenn  aber  alsdann 

jf{x)äx+jf{x)äx 

sich,  wenn  ax   und   «g   unendlich   klein    werden,    einer   festen    Grenze 

nähert,  so  versteht  man  unter    /  f(x)dx  diesen  Grenzwerth. 

Andere  Festsetzungen  von  Cauehy  über  den  Begriff  des  bestimm- 
ten Integrales  in  den  Fällen,  wo  es  dem  Grundbegriffe  nach  ein  sol- 
ches nicht  giebt,  mögen  für  einzelne  Klassen  von  Untersuchungen 
zweckmässig  sein;  sie  sind  indess  nicht  allgemein  eingeführt  und  dazu, 
schon  wegen  ihrer  grossen  Willkürliclikeit,  wohl  kaum  geeignet. 


Untersuchen  wir  jetat  zweitens  den  Umfang  der  Gültigkeit  dieses 
Begriffs  oder  die  Frage:  in  welchen  Fällen  lässt  eine  Function  eine 
Integration  zu  und  in  welchen  nicht? 

Wir  betrachten  zunächst  den  IiHegralbrgri.ff  im  engern  Sinne, 
d,  h.  wir  setzen  voraus,  dass  die  Summe  S,  wenn  sämmtliche  o'  un- 
endlich klein  werden,  convergirt.  Bezeichnen  wir  also  die  grösste 
Schwankung  der  Function  zwischen  a  und  xlt  d.  h.  den  Unterschied 
ihres  grossten  und  kleinsten  Werthes  in  diesem  Intervalle,  durch  _D1; 
zwischen  x1  und  x2  durch  7>s  .  . . . ,  zwischen  xx—i  und  h  durch  D,l; 
so  muss 

SlDl  +  S2D,  -\ M»-ö» 

mit  den  Grossen  ()  unendlich  klein  werden.  Wir  nehmen  ferner  an, 
dass,  so  lange  sämmtliche  ö  kleiner  als  d  bleiben,  der  grösste  Werth, 
den  diese  Summe  erhalten  kann,  A  sei;  A  wird  alsdann  eine  Function 
von  d  sein,  welche  mit  d  immer  abnimmt  und  mit  dieser  Grösse  un- 
endlich klein  wird.  Ist  nun  die  Gesammtgrösse  der  Intervalle,  in 
welchen  die  Schwankungen  grösser  als  ö  sind,  =  s,  so  wird  der  Bei- 
trag dieser  Intervalle  zur  Summe  SlDl  -f-  ^-D3  +  ••  •  +  ^D,  offen- 
bar >  ös.     Man  hat  daher 

äs  <  ^ D,  +  S2D,  H (-  8SD„  <  A,  folglieh  s  Z  f  ■  ■ 

—  kann  nun,  wenn  6  gegeben  ist,  immer   durch  geeignete  Wahl  von 
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ä  beliebig  klein  gemacht  werden;  dasselbe  gilt  daher  von  s,  und  es 
ergiebt  sieh  also: 

Damit  die  Summe  S,  wenn  sämmtliche  d  unendlich  klein  werden, 
convergirfc,  ist  ausser  der  Endlichkeit  der  Function  f(x)  noch  erfor- 
derlich, dass  die  G esammtgrösse  der  Intervalle,  in  welchen  die 
Schwankungen  >  a  sind,  was  auch  ö  sei,  durch  geeignete  Wahl  von 
ä  beliebig  klein  gemacht  werden  kann, 

Dieser  Satz  liisst  sich  auch  umkehren: 

Wenn  die  Function  f(x)  immer  endlich  ist,  und  bei  unendlichem 
Abnehmen  säiumtlicher  Grössen  Ö  die  G  esammtgrösse  s  der  Intervalle, 
in  welchen  die  Schwankungen  der  Function  f(x)  grösser,  als  eine  ge- 
gebene Grosso  e,  sind,  .stets  zuletzt  unendlich  klein  wird,  so  conver- 
girt  die  Summe  S,  wenn  silmmtlielie  ff  unendlich  klein  werden. 

Denn  diejenigen  Intervalle,  in  welchen  die  Schwankungen  >  ö 
sind,  liefern  zur  Summe  S1D1  -f-  SSD2  -\-  ■  •  •  -f-  ö'„D„  einen  Beitrag, 
kleiner  als  S,  multiplicirt  in  die  grösstc  Schwankung  der  Function 
zwischen  a  und  b,  welche  (n.  V.)  endlieh  ist:  die  übrigen  Intervalle 
einen  Beitrag  <  ß  (b  —  ff).  Offenbar  kann  man  nun  erst  <f  beliebig 
klein  annehmen  und  dann  immer  noch  die  Grösse  der  Intervalle  (n.  V.) 
so  bestimmen,  dass  au«h  8  beliebig  klein  wird,  wodurch  der  Summe 
ffyl),  +  •  •  •  +  ffn-I-K,  jede  beliebige  Kleinheit  gegeben,  und  folglich  der 
Werth  der  Summe  S  in  beliebig  enge  Grenzen  eingeschlossen  wer- 
den kann. 

Wir  haben  al,-;o  Bedingungen  gefunden,  welche  uotli wendig  und 
hinreichend  sind,  damit  die  Summe  S  liei  unendlichem  Abnehmen  der 
Grössen  Ö  convergire  und  also  im  engem  Sinne  von  einem  Integrale 
der  Function  f(x)  zwischen  a  und  b  die  Bede  sein  könne. 

Wird  nun  der  lTitegralbegri.IV  wie  oben  erweitert,  so  ist  offenbar, 
damit  die  Integration  durehgelumds  möglich  sei,  die  letzte  der  beiden 
gefundenen  Bedingungen  auch  dann  noch  nothwendig;  an  dio  Stelle 
der  Bedingung,  dass  die  Function  immer  endlich  sei,  aber  tritt  die 
Bedingung,  dass  dio  Function  nur  bei  Annäherung  des  Arguments  an 
einzelne  Werthe  unendlich  werde,  und  dass  sich  ein  bestimmter 
Grenzwerth  ergebe,  wenn  die  Grenzen  der  Integration  diesen  Werthen 
unendlich  genähert  werden. 


Nachdem  wir  die  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  eines  bestimm- 
ten Integrals  im  AU  gemeinen,  d.  h.  ohne  besondere  Voraussetzungen 
über  die  Natur  der  zu  integrirenden  Function,  untersucht  haben,  soll 
nun  diese  Untersuchung  in  besonderen  Füllen  theils  angewandt,  theils 

15* 
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weiter  ausgeführt  werden,  und  zwar  zunächst  für  die  Functionen, 
welche  zwischen  je  zwei  noch  so  engen  Grenzen  unendlich  oft  un- 
stetig sind. 

Da  diese  Functionen  noch  nirgends  betrachtet  sind,  wird  es  gut 
sein,  von  einem  bestimmten  Heispiele  auszugehen.  Man  bezeichne  der 
Kürze  wegen  durch  (V)  den  Ueberschuss  von  x  über  die  nächste  ganze 
Zahl,  oder,  wenn  x  zwischen  zweien  in  der  Mitte  liegt  und  diese  Be- 
stimmung zweideutig  wird,  den  Mitielwerth  aus  den  beiden  Wertlien 
■£■  und  —  -J-,  also  die  Null,  ferner  durch  n  eine  ganze,  durch  p  eine 
ungerade  Zahl  und  bilde  alsdann  die  Reihe 

/•(,)_  CS +  <?*>  + (12 +  ..._  2"  &f; 

so  convergirt,  wie  leicht  zu  sehen,  diese  Reihe  für  jeden  Werth  von  x\ 
ihr  Werth  nähert  sich,  sowohl,  wenn  der  Argumentwerth  stetig  ab- 
nehmend, als  wenn  er  stetig  zunehmend  gleich  x  wird,  stets  einem 
festen  Grenzwerth,  und  zwar  ist,  wenn  x  =  t—  (wo  p,  n  relative  Prim- 
zahlen) 

fix  +  0)  =  f(x)  -  -L(l  +  £  +  *  -f-  •  ■ .)  =  fix)  -  ^ 
fix  _  0)  =  f{x)  +  -^  (1  +  i  +  fr  +  -  ■  ■)  =  f{x)  +  ^ 

sonst  aber  überall  f(x  +  0)  =  f(x),  fix  —  0)  =  fix). 

Diese  Function  ist  also  für  jeden  rationalen  Werth  von  x,  der  in 
den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt  ein  Bruch  mit  geradem  Nenner  ist, 
unstetig,  also  zwischen  je  zwei  noch  so  engen  Grenzen  unendlich  oft, 
so  jedoch,  dass  die  Zahl  der  Sprünge,  welche  grösser  als  eine  ge- 
gebene Grösse  sind,  immer  endlieh  ist.  Sie  lässt  durehgehends  eine 
Integration  zu.  In  der  That  genügen  hierzu  neben  ihrer  Endlichkeit 
die  beiden  Eigenschaften,  dass  sie  für  jeden  Werth  von  X  beiderseits 
einen  Grenzwerth  fix  -j-  0)  und  f(x  —  0)  hat,  und  dass  die  Zahl  der 
Sprünge,  welche  grösser  oder  gleich  einer  gegebenen  Grösse  ö  sind, 
stets  endlich  ist.  Denn  wenden  wir  unsere  obige  Untersuchung  an, 
so  lässt  sich  offenbar  in  Folge  dieser  beiden  Umstände  ä  stets  so  klein 
annehmen,  dass  in  sammtlichen  Intervallen,  welche  diese  Sprünge  nicht 
enthalten,  die  Schwankungen  kleiner  als  ö  sind,  und  dass  die  Ge- 
sanimtgrösse  der  Intervalle,  welche  diese  Sprünge  enthalten,  beliebig 
klein  wird. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Functionen,  welche  nicht 
unendlich  viele  Maxiina  und  Minima  haben  (zu  welchen  übrigens  die 
eben  betrachtete  nicht  gehört),  wo  sie   nicht  unendlich   werden,  stets 
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diese  beiden  Eigenschaften  besitzen  und  daher  allenthalben,  wo  sie 
nicht  unendlich  werden,  eine  Integration  zulassen,  wie  sieh  auch  leicht 
direct  zeigen  lässt. 

Um  jetzt  den  Fall,  wo  die  zu  integrirende  Function  f(x)  für  einen 
einzelnen  Werth  unendlich  gross  wird,  näher  in  Betracht  zu  ziehen, 
nehmen  wir  an,  dass  dies  für  x  =  0  stattfinde,  so  dass  bei  abnehmen- 
dem positiven  x  ihr  Werth  zuletzt  über  jede  gegebene  Grenze  wächst. 

Es  lässt  sich  dann  leicht  zeigen,  dass  xf(x)  bei  abnehmendem  x 
von  einer  endlichen  Grenze  a  an,  nicht  fortwährend  grösser  als  eine 
endliche  Grösse  c  bleiben  könne.     Denn  dann  wäre 


/  f(x)dx  >  c   I  -~ 


also   grösser   als  c  (log log  —I ,  welche  Grösse  mit  abnehmendem 

x  zuletzt  in's  Unendliche  wächst.  Es  muss  also  xf(x),  wenn  diese 
Function  nicht  in  der  Nähe  von  x  =  0  unendlich  viele  Maxima  und 
Minima  hat,  noth wendig  mit  X  unendlich  klein  werden,  damit  f(x) 
einer  Integralion  fähig  sein  könne.     Wemi  andererseits 

f(r\r«  -  A*)<**(1-«) 
'W*    —        d(xi-«-) 

bei  einem  Werth  von  «  <  1  mit  x  unendlich  klein  wird,  so  ist  klar, 
dass  das  Integral  bei  unendlichem  Abnehmen  der  unteren  Grenze  con- 
vergirt. 

Ebenso  findet  man,   dass   im  Falle   der  Convergenz   des  Integrals 
die  Functionen 

„,  .    ,       1  f(x)äx  ,,  .     ,       1   ,       ,        1  f(x)dx 

/»log  -  —      ' w        1,f{x)x\o%-  log  log '-^ j-  •••, 

—  d  log  log—  —dlog  loglog— 

f(x)  «log  ~  log  log  ~  ■  ■  •  log""1 |-  log"  i  = *>'•" 

-  rUog1+n- 

nicht  bei  abnehmendem  x  von  einer  endlichen  Grenze  an  fortwährend 
grösser  als  eine  endliche  Grösse  bleiben  können,  und  also,  wenn  sie 
Ilicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben,  mit  x  unendlich 
klein  werden  müssen;  dass  dagegen  das  Integral  ff(x)  dx  bei  un- 
endlichem Abnehmen  der  unteren  Grenze  convergire,  sobald 

f(aOfa(l-a) 


f(x)  x  log  -|-  •  •  -  log"-1  ^  flog"  —)" 


-  d  (log»  -) 
für  a  >  1  mit  x  unendlich  klein  wird. 
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Hat  aber  die  Function  /'(''-)  unendlich  viele  Maxima  und  Minima, 
so  lässt  sieh  über  die  Ordnung  ihres  LTnendliehwerdens  nichts  bestim- 
men. In  der  Tha.t,  nehmen  wir  an,  die  Function  sei  ihrem  absoluten 
Wertho  nach,  wovon  die  Ordnung  des  Unendlich w er deus  allein  ab- 
hängt., gegeben,  so  wird  man  immer  durch  geeignete  Bestimmung  des 
Zeichens  bewirken  können,  dass  das  Integral  ff{x)dx  bei  unendlichem 
Abnehmen  der  unteren  Grenze  convergire.  Als  Beispiel  einer  solchen 
Function,  welche  unendlich  wird  und  zwar  so,  dass  ihre  Ordnung  (die 
Ordnung  von  als  Einheit  genommen)  unendlich  gross  ist,  mag  die 
Function 


-— — j =  cos  e    -\ e    sin  e 

dienen. 

Das  möge  über  diesen  im  Grunde  in  ein  Linderes  Gebiet  gehörigen 
Gegenstand  genügen;  wir  gehen  jetzt  an  unsere  eigentliche  Aufgabe, 
eine  allgemeine  Untersuchung  über  die  Darstellbarkeit  einer  Function 
durch  eine   trigonometrische    Reihe. 


Untersuchung  der  Darstellbarkeit    einer  Function   durch   eine  trigo- 
nometrische Eeihe  ohne  besondere  Voraussetzungen  über  die  Natur 
der  Function. 


Die  bisherigen  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  halten  den  Zweck, 
die  Fourier'sche  Reibe  für  die  in  der  Natur  vorkommenden  Fälle  zu 
beweisen;  es  konnte  daher  der  Beweis  für  eine  ganz  willkürlich  ange- 
nommene Function  begonnen,  und  später  der  Gang  der  Function  behtif 
des  Beweises  willkürlichen  Beschränkungen  unterworfen  werden,  wenn 
sie  nur  jenen  Zweck  nicht  beeinträchtigten.  Für  unsern  Zweck  darf 
derselbe  nur  den  zur  Darstellbarkeit  der  Function  nothw endigen  Be- 
dingungen unterworfen  werden;  es  müssen  daher  zunächst  zur  Dar- 
stellbarkeit  uoth wendige  IJfdiii«uj:gei]  aufgesucht  und  aas  diesen  dann 
zur  Darstellbarkeit  hinreichende  ausgewählt  werden.  Während  also 
die  bisherigen  Arbeiten  zeigten:  wenn  eine  Function  diese  und  jene 
Eigenschaften  hat,  so  ist  sie  durch  die  Fourier'sche  Reibe  darstell- 
bar; müssen  wir  von  der  umgekehrten  Frage  ausgehen:  Wenn  eine 
Function  durch  eine  trigonometrische  .Reihe  darstellbar  ist,  was  folgt 
daraus  über  ihren  Gang,  über  die  Acnderuug  ihres  Werthes  bei  stetiger 
Aenderung  des  Arguments? 
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Demnach   betrachten   wir  die  lieiho 

ftj  sin  x  +  «a  sin  2*  +  ■  ■  ■ 
i  &o  +  &i  eosfl;  +  ^2 cos  2su  +  ■  ■  ■ 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

J  60  =  ^o,  e^sina:  +  &i  cosa;  =  Aj  «3  sin  2^  +  Ziäcos2^  =  .4ä, . . . 
setzen,  die  Reihe 

4,  +  A,.  +  J,  H 

als  gegeben.  Wir  bezeichnen  diesen  Ausdruck  durch  &  und  seinen 
Werth  durch  f(x'),  so  <*ass  diese  Function  nur  für  diejenigen  Werthe 
von  x  vorhanden  ist,  wo  die  Reihe  convergirt. 

Zur  Convergenz  einer  Reihe  ist  noth wendig,  dass  ihre  Glieder  zu- 
letzt unendlich  klein  werden.  Wemi  die  Coe.ffieienten  aa,  b„  mit 
wachsendem  n  in's  Unendliche  abnehmen,  so  werden  die  Glieder  der 
Reihe  il  für  jeden  Werth  von  x  zuletzt  unendlich  klein;  andernfalls 
kann  dies  nur  für  besondere  Werthe  von  x  stattfinden.  Es  ist  nöthig. 
beide  Fälle   getrennt   zu  behandeln. 


Wir   setzen   also    zunächst   voraus,    dass    die   Glieder   der   Reihe  & 
für  jeden  Werth  von  x  zuletzt  unendlich  klein  werden. 
Unter  dieser  Vorausset buj ig   convergirt  die  Reihe 

c  +  c,i  +  Af-A-t-T---F  W  ■ 

welche  man  aus  ii  durch  zweimalige  Integration  jedes  Gliedes  nach  x 
erhält,  für  jeden  Werth  von  x.  Ihr  Werth  F(x)  ändert  sich  mit  x 
stetig,  und  diese  Function  F  von  x  lässt  folglich  allenthalben  eine 
Integration  zu. 

Um  Beides  —  die  Oonvergenz  der  Reihe  und  die  Stetigkeit  der 
Function  F(x)  —  einzusehen,  bezeichne  man  die  Summe  der  Glieder 
kis  _  _!':  einschliesslich   durch   .V,   den   Rest  der  Reihe,   d.  h.  die  Reihe 

^1±i_  „     Aa+*    _ 

(«+l)a         («  +  2)ä 

durch  U  und  den  grossten  Wei-tb  von  Am  für  *»>«  durch  e.  Als- 
dann bleibt  der  Werth  von  li,  wie  weit  man  diese  Reihe  fortsetze]! 
möge,  offenbar  abgesehen  vom  Zeichen 


S  ((«  +  l)a  +  («  +  2)2  +■■■)<    n 


und  kann  also  in  beliebig  kleine  Grunzen  eingeschlossen  werden,  wenn 
man  n  nur  hinreichend   gross    annimmt;   folg  lieh  convergirt  die  Reihe. 
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Ferner  ist  die  Function  F(x)  stetig;  d.  h.  ihrer  Aenderung  kann  jede 
Kleinheit  gegeben  werden,  wenn  man  der  entspre  eh  enden  Aenderung 
von  x  eine  hinreichende  Kleinheit  vorschreibt.  Demi  die  Aenderung 
von  Fix)  setzt  sich  zusammen  aus  der  Aenderung  von  li  und  von  .ZV": 
offenbar  kann  man  nun  erat  n  so  gross  annehmen,  dass  R,  was  auch 
x  sei,  und  folglich  auch  die  Aenderung  von  R  für  jede  Aenderung 
von  x  beliebig  klein  wird,  und  dann  die  Aenderung  von  x  so  klein 
annehmen,  dass  auch  die  Aenderung  von  N  beliebig  klein  wird. 

Es  wird  gut  sein,  einige  Sätze  über  diese  Function  F(x),  deren 
Beweise  den  Faden  der  Untersuchung  unterbrechen  würden,  vorauf- 
zuschicken: 

Lehrsatz  1.     Falls  die  Reihe  <i  convergirt,  convergirt 

F{x  +  a  +  ß)  -  Fjx  +  u  -  ß)  -  Fjx  -  «  +  p)  +  F(x  -  g  -  g 
4«fl 
wenn  a  und  ß  so  unendlich  klein  werden,  dass  ihr  Verhältniss  endlich 
bleibt,  gegen  denselben  Werth,  wie  die  Reihe. 

In  der  That  wird 

F(e  +  a  +  8)  -  F(x  +  «  -  ß)  -  F(x  -  «  +  8)  +  Fjx  -  «  -  fl 

.  4';ij  . 
.      .       .    siü  k  sin  ß    .      ,    sin  2 h  am  23    ,      .    &iu  J ->:  tili  .!  ii     , 

—  Ä0  +  ^i  —  -^  +  4,  -^-  -^  +  .43  -^-  -^  H 


oder,  um  den  einfacheren  Fall,  wo  ß  =  a,  zuerst  i 

y(.+..)-iJW+y(.-i.o  _ ^  +  ^  ^>y  +  ^  (W.y  +  . . . 

Ist  die  unendliche  Reihe 

A  +  A  +  A  H /'(*), 

die  Reihe 

4I  +  A  +  --  +  -»— -=«*)  +  ■.. 

so  muss  sieh  für  eine  beliebig  gegebene  Grösse  ö1  ein  Werth  »»  von  n 
angeben  lassen,  so  dass,  wenn  »  >  wa,  e„  <  ö°  wird.  Nehmen  wir  nun 
a  so  klein  an,  dass  ma  <  st,  setzen  wir  ferner  mittelst  der  Substitution 

Ä„  =  e„+1  —  £s, 
2(~^)3^  in  diu  Form 

^+2-((>^")a-(!i::°)*j 

und  theilen  wir  diese  letztere  unendliche  Iteihe  in  drei  Theile,  indem  wir 

1)  die  Glieder  vom  Tndex  1  bis  m  einschliesslich, 

2)  vom   Index  m  -\-  1   bis  zur  grössten   unter  —  liegenden  ganzen 
Zahl,  welche  s  sei, 

3)  von  s  -f-  1  bis  unendlich, 
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zusammenlassen,  so  bestellt  der  erste  Theil  aus  einer  endlichen  Anzahl 
stetig  sieh  lindernder  Glieder  und  kann  daher  seinem  Grenzwerth  0 
behebig  genähert  werden,  wenn  man  v.  hinreichend  klein  werden  liisst: 
der  zweite  Theil  ist,  da  der  Factor  von  en  beständig  positiv  ist,  offen- 
.  vom  Zeichen 


<M(~)-(^)]; 

um  endlich  den  dritten  Theil  in  Grenzen  eumischliessrm,  /erlege  man 
das  allgemeine  Glied  in 

*•[(  (»-1)« ;     (    »«     )  ] 

und 

so  leuchtet  ein,  dass  es 

und  folglich  die  timmne,  von  n  =  s  -j-  1   bis  n  =  00 

welcher  Wertli  für  ein  unendlich  kleines  v.  in 
8  I—  +  —  1     übergeht. 


Die  Reihe 


£.. 


nähert  sich  daher  mit  abnehmendem  «   einem  Grenzwerth,  der  nicht 
grösser  als 


ä{1+«+i) 


sein  kann,  also  Null  sein  nmss,  und  folglich  convergirt 

4««  ' 

welches 

=«*>+2M("5fe^r-(^-")i 

mit  in's  Unendliche  abnehmendem  a  gegen  f(x),  wodurch  unser  Satz 

für  den  Fall  ß  =  a  bewiesen  ist. 

Um  ihn  allgemein  zu  beweisen,  sei 
Ffx  +  a  +  ß)-  2F(x)  +  *•(»  -  «  -  0)  _  («  +  /))>  (/■(*)  +  ä,) 
F(«  +  «  _  Ä  _  2F(s)  +  *■(«  -  «  +  ß)  -  («  -  «'  (f(x)  +  »,), 
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F(x  +  a  +  0)  -  F(x  +  «  -  «  -  P(*  -  «  +  /J)  +  FC»  -  «  -  « 

-  4«|3  /■(,;)  +  («  +  /»)'  ■»,-(«-  «!  ä,. 
In  Folge  des  eben  Bewiesenen  werden  nun  d1,  und  ^  unendlich  klein, 
sobald  a  und  ß  unendlich  klein  werden;  es  wird  also  auch 

unendlich  klein,  wenn  dabei  die  Cocfncienten  von  ö1  und  tf£  nicht  un- 
endlich gross  werden,  was  nicht  stattfindet,  wenn  zugleich  —  endlich 
bleibt;   und  folglich   eonvergirt  alsdann 

F{x  +  *  +  ß)  -F(x  +  «-ß)  -  -!•'(*:-  "  +  ?)  +  F(x-*-  (5) 

gegen  f(«),  w.  z.  b.  w. 
Lehrsatz  2. 

F(a+  2«)  +  fffr  -  2«)  -  8J» 
2a 

wird  stets  mit  «  unendlich  klein, 

Um  dieses  zu  beweisen,  theilc  man  die  Reihe 


2+<W 


in  drei  Gruppen,  von  welchen  die  erste  alle  Glieder  bis  zu  einem  festen 
Iudex  m  enthält,  von  dem  an  An  immer  kleiner  als  e  bleibt,  die  zweite 
alle  folgenden  Glieder,  für  welche  ««'<  als  eine  feste  Grösse  c  ist,  die 
dritte  den  Rest  der  Reihe  umfasst.  Es  ist  dann  leicht  zu  sehen,  dass, 
wenn  a  ins  Unendliche  abnimmt,  die  Stimme  der  ersten  endlichen  Gruppe 
endlich  bleibt,  d.  h.  <  eine  feste  Grösse  Q\  die  der  zweiten  <  e  — ,  die 
der  dritten 


*2^ 


Folglich  bleibt 
J> +  «.)  +  *> 


<2(««  +  t(c  +  -i-)), 


■(*? 


woraus  der  z.  b.  Satz  folgt. 

Lehrsatz  3.  Bezeichnet  man  durch  6  und  c  zwei  beliebige  Con- 
stanten, die  grössere  durch  c,  und  durch  l  [x)  eine  Function,  welche 
nebst  ihrem  ersten  Differential.quoüenlen  zwischen  b  und  c  immer 
stetig  ist  und  an  den  Grenzen  gleich  Null  wird,  und  von  welcher  der 
zweite  Diil'emitialquotietit:  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
hat,  so  wird  das  Integral 
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H(i   j  F(x)  cos(i(x  —  a)X(x)  dx, 

dliche  wächst,  /nietet  kleiner  als  j< 
ir  F(x)  seinen  Ausdruck  durch  i 

(i(i  f  F(x)  cos  (t  (x  —  ä)  A  (x)  d 


wenn  (i  ni's  Unendliche  wuchst,  zuletzt,  kleiner  als  jode  gesehene  Grösse. 
Setzt  man  ftir  F(x)  seinen  Ausdruck  durch  die  Reihe,  ao   erhält 
man   Cur 


diu  jü-ilie  (fl>) 


—  V  JJ'  fA«  ™5 .«■  0  — (()  *  (?) 


dx 


Nun  lässt  sich  Aticos  (i(x  —  ä)  offenbar  als  ein  Aggregat  von 
QOö(p.-\-n)(% — a),sin(fi-\-n)(x — «),  cos(ft— n)(x — a),  emQi — ■n)(x—-a) 
ausdrücken,  und  bezeichnet  man  in  demselben  die  Summe  der  beiden 
ersten  Glieder  durch  i>t,,\.„,  die  Summe  der  beiden  letzten  Glieder  durch 
£„_,„  so  hat  man  cos  p  (x  —  a)  An  =  Bf!+Il  +  B^_, 

(JSB,,+,  ,       .      ,„  _         d'2B,,—,i  ,  ,,  ,, 

T  -  -  (C  +  »)'  B-+-.  Ti?  -  -  (c  -  *■).*  B-— 

und  es  werden  Bf,+a  und  !>',,_„  mit  wachsendem  »,  was   auch  x  sei, 
zuletzt  unendlich  klein. 

Das  allgemeine  Glied  der  lieibe    <1> 


-  JJ    C  A.OB*p(ai  —  a)J.(x)d* 


)der  durch  zweimalige   partielle  Integration,  indem   man  zuerst  A(a;), 
lann  A'(#)  als  constant  betrachtet, 

la   X{x)    und    A'(ai)   und    daher    auch    die    aus    dem    Integral/eichen 
retenden  Glieder  an  den  Grenzen  =  0  werden. 

Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dass    /  #„+„  k"(x)  dx,    wenn   (t 
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in's  Unendliche  wächst,  was  auch  n  sei,  unendlich  klein  wird;  denn 
dieser  Ausdruck  ist  gleich  einem  Aggregat  der  Integrale 

/  cos  (ß  +  «.)  (x  —  a)  l"(x)  üXf    I  sin  Qt  +  n)(x  —  o)  A"(a;)  <ta 

und  wenn  (i  -\-  n  unendlich  gross  wird,  so  werden  diese  Integrale, 
wenn  aber  nicht,  weil  dann  n  unendlich  gross  wird,  ihre  Coeflicienlen 
in  diesem  Ausdrucke  unendlich  ldein. 

Zum  Beweise  unseres  Satzes  genügt  es  daher  offenbar,  wenn  von 
der  Summe 

S7  P>* 

Zi  fr-»)*»' 
über  alle  ganzen  Werthe  von  n  ausgedehnt,  welche  den  Bedingungen 
n  <  —  c',  c"  <«  <  ft  —  c",  jt  -j-  clv  <  n'  genüget) ,  für  irgend  welche 
positive  Werthe  der  Crossen  c  gezeigt  wird,  dass  sie,  wenn  ja  unend- 
lich gross  wird,  endlich  bleibt.  Denn  abgesehen  von  den  Gliedern,  für 
welche  —  c'  <  n  <  c",  jt  —  c"  <«<«•  +  cIV,  welche  offenbar  un- 
endlich klein  werden  und  von  endlicher  Anzahl  sind,  bleibt  die  licilie  «B 
offenbar  kleiner  als  diese  Summe,  multiplicirt  mit  dem  grössten  Werthe 

von    /  BM+  a  X"{x)  dx}  welcher  unendlich  klein  wird. 

Nun  ist  aber,  wenn  die  Grossen  c  >  1  sind,  die  Summe 

in  den  obigen  Grenzen,  kleiner  als 

jj  (i -»)>„■> 

ausgedehnt  von 

,  .         e'  —  i     4'  —  1  ,.    i        €"  —  1    i    ,   &r —  1 , . 

—  oo  bis — — , —  bis  1  — ,  1  H bis  co: 

denn  zerlegt  man  das  ganze  Intervall  von  —  oo  bis  -f-  co  von  Null 
ani'atm'eiul  in  Intervalle  von  der  Grösse  — ,  und  ersetzt  man  überall  die 
Function  unter  dem  Integralzeichen  durch,  den  kleinsten  Wcrth  in  jedem 
Intervall,  so  erhält  man,  da  diese  Function  zwischen  den  Integrations- 
!  nirgends  ein  Maximum  hat,  siimmtliclie  Glieder  der  Reihe. 
Führt  man  die  Integration  aus,  so  erhält  man 

*<X=W-j(-i  +  Th,  +  21°gs-21og(l  -  *))  +  com4. 


iß 
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und  folglieh   zwischen   den  obigen  Grenzen   einen   Werth,    der  mit  ft 
nicht  unendlich  gross  wird. 


Mit  Hülfe  dieser  Sätze  lüsst  sich  über  die  Darstcllbarkeit  einer 
Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe,  deren  (.Uieder  für  jeden 
Argument  werth  zuletzt  unendlich  klein  werden,   Folgendes   feststellen: 

I.  Wenn  eine  nach  dem  Intervall  2ji  periodisch  sich  wieder- 
holende Function  /'(Vi  durch  eine  trigonometrische  1  leihe,  deren  Glieder 
für  jeden  Werth  von  x  zuletzt  unendlich  klein  werden,  darstellbar  sein 
soll,  so  niuss  es  eine  stetige  Function  F(x)  geben,  von  welcher  f(x) 
so  abhängt,  dass 

F(z  +  *  +  PJ-Ffr  +  «-n-Ffr-«  +  p)  +  F(a>-«-{[) 
4«ß    "  ' 

wenn  a  und  ß  unendlich  klein  werden  und  dabei  ihr  Verhältniss  end- 
lich bleibt,  gegen  f(x)  convergirt. 
Es  muss  ferner 

[t(i  f  F(x)  cosft(a;  ■ —  a)  A(x)dx, 

wenn  l  (x)  nnd  X'  (x)  an  den  Grenzen  des  Integrals  =  0  und  zwischen 
denselben  immer  stetig  sind,  und  k"  (V)  nicht  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  hat,  mit  wachsendem  ft  zuletzt  unendlich  klein  werden, 

IL  Wenn  umgekehrt  diese  beiden  LVilin^nngeu  erfüllt  sind,  so 
giebt  es  eine  trigonometrische  Reihe,  in  welcher  die  Coef'iicienten  zu- 
letzt unendlieh  klein  werden,  und  welche  überall,  wo  sie  convergirt, 
die  Function  darstellt 

Denn  bestimmt  man  die  Grossen  C'}  A0  so,  dass 

eine  nach  dem  Intervall  2it  periodisch  wiederkehrende  Function  ist 
und  entwickelt  diese  nach  Fonrier's  Methode  in  die  trigonometrische 
Reihe 

„       Ä,         A,        Ä3 

indem  man 

~  f(F(t)  —  C't  —  Ä0  ~\  dt  =  C 

±  C(F(t)  -  Ct  -  AB  f\  cos«  (x  -  t)  dt  =  -  £ 
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setzt,  so  irniss  (n.  V.) 

AM  =  —  ~  f(F(t)  -C't  —  A^^)  cos  n  {x  —  t)  dt 

mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein  werden;  woraus  nach  Satz  1 
des  vorigen  Art.  folgt,  dass  die  Reihe 

4,  +  ä,  +  4,  +  •  •  • 

überall,  wo  sie  convergirt,  gegen  f(s)  eonverghLC') 

III.  Es  sei  6<x<c,  und  q(£)  eine  solche  Function,  dass  qQ,) 
und  p'(;)  für  i  =  6  und  £=  c  den  Wei-th  0  haben  und  zwischen  diesen 
Wertben  stetig  sich  iindern,  ß"(0  nicht  unendlich  viele  Maxima  und 
Minima  hat,  und  dass  ferner  für  t  =  x  p(*)  =  1,  o'(/)  =  0,  p"(()  =  (I, 
p"(0  und  p"'(0  aber  endlich  und  stetig  sind;  so  wird  der  Unterschied 
zwischen  der  Reihe 

A  +  A  +  ■  ■  ■  +  A 

und  dem  Integral 


e/'CO- 


-  y(0<<7 


mit  wachsendem  ra  zuletzt  unendlich  klein.     Die  Reihe 

A  +  4  +  A  +  ■  ■  ■ 

wird  daher  convergiren   oder  nicht  convergiren  je  nachdem 

.,„  a"  +  » , 


-(«- 


et/'CO- 


■eCOf« 


sich  mit    wiiehsendem  w   zuletzt  einer   festen    Grenze    miliert   oder    die 
nicht  stattfindet. 

In  der  That  wird 

Ä 

oder,  du 


-YAi  +  ---An=1-  j'h\i) -et-Aü~\^- rni cos« (x-t) dt, 


2  /  —  mracosw-C*  —  £)  =  2 
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D;n  a«  +  1 
d  (J — - 

vird  aber  nach  Satz   3   des  vorigen  Art. 

a 

i /'(.F(<)  -UI-i,|) ^i l.(t)  dl 

bei  unendliclierii  Zunehmen  von  «  unendlich  klein,  wenn  l(J)  nebst 
ihrem  ersten  DifierentialquoT.ienten  stetig  ist,  X" (i)  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  hat,  und  für  t  =  xl(i)  =  0,  l'(ß)  =  0,  l"(t)  =  0. 
A'"[Y)  und  k""(ß)  aber  endlich  und  stetig  sind.(-) 

Setat  man  hierin  /.(/)  au.sserb alb  der  Grenzen  b,  C  gleich  1  und 
zwischen  diesen  Grenzen  =1  —  p(0>  was  offenbar  v erstattet  ist,  so 
folgt,  dass  die  Differenz  zwischen  der  Reihe  A1  -f-  ■  ■  •  -J-  A„  und  dem 
Integral 

ad a       f 

lf(F&  -  c/t  -  4,  t) "17"       *  CO  « 

mit  wachsendem  k  zuletzt  unendlich  klein  wird.     Man  überzeugt  sich 

aber  leicht  durch  partielle  Integration,  dass 

hj{at  +  A° ") Z7~     «-(')'« 

wenn  n  unendlich  gross  wird,  gegen  A0  convergirt,  wodurch  man 
obigen  Satz  erhält. 

10. 

Aus  dieser  Untersuchung  bat  siel:  also  ergeben,  dass,  wenn  die 
Coei'Jieieiiteii  der  Keilte  P.  zuletzt  unendlich  Idein  werden,  dann  die 
Convergenz  der  Keilte  luv  einen  bestimmten  Werth  von  x  nur  abhängt 
von  dem  Verhalten  der  Function  f(x)  in  unmittelbarer  Nähe  dieses 
Werthes. 

Ob  nun  die  Coefheieiiteit  11er  Keine  /.iileivi  utiendlieh  klein  werden. 
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wird  in  vielen  Fällen  nicht  aus  ihrem  Ausdrucke  durch  bestimmte 
Integrale,  sonder«  auf  andern]  Wege  entschieden  werden  müssen.  Es 
verdient  indess  ein  Fall  hervorgehoben  zu  werden,  wo  sich  dies  un- 
mittelbar aus  der  Natur  der  Function  entscheiden  lässt,  wenn  nämlich 
die  Function  f(x)  durch geh ends  endlieh  bleibt  und  eine  Integration 
ztdässt. 

In    diesem  Falle    muss,   wenn   man   das    ga.nze   Intervall   von  —  % 
bis  %  der  Reihe  nach  in  Stücke  von  der  Grösse 

*1J     Sl>    ^3,    ••• 

zerlegt,  und  durch  I)1  die  gn'isste  Schwankung  der  Function  im  ersten, 
durch  Da  im  zweiten,  u.  s.  w.  bezeichnet, 

'iA  +  *«A  +  *»A  H — 

unendlich  klein  werden,   so  bald  säminüielii1  ö   unendlich  klein  "werden. 

Zerlegt  man  aber  das  Integral    /  f(x)  sin  n  (x  —  d)  dx,  in  welcher 

Form  von  dem  Factor  —   abgesehen   die   Coefficienten   der  Reihe   ent- 

.+■« 

halten  sind,  oder  was  dasselbe  ist,    /  /  (x)  sin  n  (x  —  d)  dx    von    x  =  a 

anfangend  in  Integrale  vom  Um  lange — ,  so  liefert  jedes  derselben  zur 
Summe    einen    Beitrag    kleiner    als    — ,    multiplicirt  mit   der   gross  tun 
Schwankung  in  seinem  Intervall,  und  ihre  Summe  ist  also  kleiner   als 
eine  Grösse,  welche  n.  V.  mit  —  unendlich  klein  werden  muss. 
In  der  That:  diese  Integrale  haben  die  Form 


/  f(x)  suin(x  —  d) dx. 


Der  Sinus  wird  in  der  ersten  Iläll'le  positiv,  in  der  zweiten  negativ. 
Bezeichnet  man  also  den  grÖssten  Wertli  von  fix)  in  dem  Intervall 
des  Integrals  durch  M,  den  kleinsten  durch  m,  so  ist  einleuchtfind, 
dass  man  das  Integral  vergrösserl,  wenn  man  in  der  ersten  Hälfte 
f(x)  durch  M,  in  der  zweiten  durch  m  ersetzt,  dass  man  aber  das 
Integral  verkleinert,  wenn  man  in  der  ersten  Hälfte  fix)  durch  m  und 
in  der  zweitem  durch  M  ersetzt.  Im  ersteren  Falle  "aber  erhält  man 
den  Werth  —(M—  m),  im  letzteren  —  (m  —  M).     Es  ist  daher  dies 
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Integral    abgesehen    vom    Zeichen    kleiner    als  -     (M  —  in)   und    das 

Integral 

«  +  ** 

j  f(x)  sin  n  (x  — ■  a)  äx 
kleiner  als 

■£  (M,  —  «0  +  l  (M,  —  nh)  +  |-(MS  —  m,,)  H , 

wenn  man  durch.  Ms  den  grössteu,  durch  «^  den  kleinsten  Werth  von 
f(x)  im  sten  Intervall  bezeichnet:  diese  Summe  aber  imiss,  wenn  f(x) 
einer  Integration  fähig  ist,  unendlich  klein  werden,  sobald  n  unendlich 
gross  und  &lso  der  Umfang  der  Intervalle  — -  unendlich  klein  wird. 

In  dem  vorausgesetzten  Falle  werden  daher  die  Coofficienten  der 
Reihe  unendlich,  klein. 

11. 

Es  bleibt  nun  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  die  Glieder  der 
Reihe  ß  für  den  Argument  werth  x  zuletzt  unendlich  klein  werden, 
ohne  dass  dies  für  jeden  Argument  werth  stattfindet.  Dieser  Fall  lässt 
sieh  auf  den  vorigen  zurückführen. 

Wenn  man  nämlich  in  den  Reihen  für  den  Argumentwerth  x  ~\-  t 
und  X  —  (die  Glieder  gleichen  Ranges  i.mdiri..   so  erhiilt  man  die  Reihe 

2.4„  +  2Ä,  cos/  +  2.4,  cos  2  H , 

m  welcher  die  Glieder  l'Ür  jeden  Werth  von  t  zuletzt  unendlich  klein 
werden  und  auf  welche  also  die  vorige  Untersuchung  angewandt  wer- 
den kann. 

Bezeichnet  man  zu  diesem  Ende  den  Werth  der  unendlichen  Reihe 

C  +  C'x  +  An  ~  -\-A0~  —  A1  c~  —  At ~-  —  A,_  COä-ät 

durch  G(t),  so  dass      -  .  ^ — — überall,    wo   die  Reihen   für 

F(x-\-t)   und    F(x  —  t)   eonvergiren,    =0(0    ist;    S(J    ergiebt,  sich 


I.     Wenn  die  Glieder  der  Reihe  ß  für   den  Argumentwerth  x  zu- 
letzt unendlich    klein   werden,  so  muss 

ftfi  f  ff(*)  ooap(<  —  a)l(t)ät, 

wenn  A  eine  Function  wie  oben  —  Art.  9  —  bezeichnet,  mit  wachsen 
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dem  ji  zuletzt  unendlich  klein   werden.     Der  Werfch    dieses  Integrals 
setzt  sich  zusammen  aus  de}),  beulen  Best  an  dth  eilen 


W 


t  f  F(a;2+  f)  cob (i (i—  a) X (t) dt  und  pp  fF(x2     °  cos fi(t  —  a)X(t)dt, 

wofern  diese  Ausdrücke  einen  Werth  haben.  Das  Unend  liehklein  werden 
desselbeu  wird  dalier  bewirkt  durch  das  Verhalten  der  Function  F  an 
zwei  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  von  X  gelegenen  Stellen.  Es  ist 
aber  zu  bemerken,  dass  hier  Stellen  vorkommen  müssen,  wo  jeder  Be- 
siaud.theil  Cur  sich  nicht  unendlich  klein  wird;  denn  sonst  würden  die 
Glieder  der  Reihe  für  jeden  Arguinentwerth  zuletzt  unendlich  klein 
werden.  Es  müssen  also  dann  die  Beiträge  der  symmetrisch  zu  beiden 
Seiten  von  x  gelegenen  Stellen  einander  aufheben,  so  dass  ihre  Summe 
für  ein  unendliches  jt  unendlich  klein  wird.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Reihe  ii,  nur  für  solche  'Werth e  der  Grosse  x  convergiren  kann,  zu 
welchen  die  Stellen,  wo  nicht 


jiji  I  F(x)  cos  (t  (x  —  a)  X(x)  dx 


für  ein  unendliches  ii  unendlich  klein  wird,  symmetrisch  liegen.  Offenbar 
kann  daher  nur  dann,  wenn  die  Anzahl  dieser  Stellen  unendlich  gross 
ist,  die  trigonometrische  Reihe  mit  nicht  in's  Unendliche  abnehmenden 
Ooefficienten  für  eine  unendliche  Anzahl  von  Argument werthen  con- 
vergiren. 

Umgekehrt  ist 


An  =  -  nn  -|  f(G(t)  -  J^  ~\  c 
ichsendem  n  zuletzt  unendl 
,pfG(t)ooait(t  —  a)A(t)dt 


ntdt 

und  wird  also  mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein,  wenn 


für  ein  unendliches  ii  immer  unendlich  klein  wird. 

II.  Wenn  die  Glieder  der  Reihe  ß  für  den  Arguinentwerth  x 
zuletzt  unendlich  klein  werden,  so  hängt  es  nur  von  dem  Gange  der 
Function  G(f)  für  ein  unendlich  kleines  t  ab,  ob  die  Reihe  convergirt 
oder  nicht,  und  zwar  wird  der  Unterschied  zwischen 

A0  +  At  +  •  •  ■  +  JU 
und  dem  Integrale 
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durch  eine  trigonometrische  Reihe. 


ißci ^A-e»<i 


mit  wach  send  om  n  zuletzt  unendlich  klein,  wenn  b  eine  zwischen  (1 
und  TT  enthaltene  noch  so  kleine  Constante  und  o(t)  eine  solche  Function 
bezeichnet,  dass  p(i)  und  p'(()  immer  stetig  und  für  t=b  gleich  Null 
sind,  g"(t)  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  und  für 
t  =  0,  p(()  ==  1,  p'00  =  °j  P"C0  =  °7  p'"C0  und  P""(0  aber  endlich 
und  stetig  sind. 

12. 

Die  Bedingungen  für  die  Dars Heilbarkeit  einer  Function  durch 
eine  trigonometrische  K.eihe  können  freilich  noch  etwas  beschränkt 
und  dadurch  unsere  Untersuchungen  ohne  besondere  Voraussetzungen 
Über  die  Natur  der  Function  noch  etwas  weiter  geführt  werden.  So 
z.  B.  kann  in  dem  zuletzt  erhaltenen  Satze  die  Bedingung,  dass 
p"(0)  =  0  sei,  weggelassen  werden,  wenn  man  in  dem  Integrale 

■    2ft+_i 


i/ff<*>- 


{>(f)<lt 


G(t)  durch  G(t)  —  (7(0)  ersetzt.    Es  wird  aber  dadurch  nichts  Wesent- 
liches gewonnen. 

Indem  wir  uns  daher  zur  Betrachtung  besonderer  Fälle  wenden, 
wollen  wir  zunächst  der  Untersuchung  I'ür  eine  Function,  welche  nicht 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  diejenige  Vervollständigung 
zu  geben  suchen,  deren  sie  nach  den  Arbeiten  Dirichlet's  noch 
fällig   ist. 

Es  ist  oben  bemerkt,  dass  eine  solche  Function  allenthalben  in- 
tegrirt  werden  kann,  wo  sie  nicht  unendlich  wird,  und  es  ist  offenbar, 
dass  dies  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  .Argumentwerthen  eintreten 
kann.  Auch  lässt  der  Beweis  Dirichlet's,  dass  in  dem  Integralaus- 
drucke für  das  rete  Glied  der  bleibe  und  für  die  Summe  ihrer  n  ersten 
Glieder  der  Beitrag  aller  Strecken  mit  Ausnahme  derer,  wo  die  Function 
unendlich  wird,  und  der  dem  Argument  wer  tli  der  Reihe  unendlich  nahe 
liegenden  mit  wachsendem  w  zuletzt  unendlich  klein  wird,  und  dass 

16* 
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jf(t) -;----:.  ■   (U' 

s  am  — 

wenn  0  <  b  <  %  und  f(f)  zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  nicht 
unendlich  wird,  für  ein  unendliches  n  gegen  %f(x-\-($)  convergirt,  in 
der  That  nichts  zu  wünschen  übrig,  wenn  man  die  unnüthige  Voraus- 
setzung, dass  die  Function  stetig  sei,  weglitsst.  Es  bleibt  also  nur  noch 
zu  untersuchen,  in  welchen  Füllen  in  diesen  Integral  aus  drücken  der 
Beitrag  der  Stellen,  wo  die  Function  unendlich  wird,  mit  wachsendem 
n  zuletzt  unendlich  klein  wird.  Diese  Untersuchung  ist  noch  nicht 
erledigt;  sondern  es  ist  nur  gelegentlich  von  Dirichlet  gezeigt,  dass 
dies  stattfindet  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  darzustellende  Function 
eine  Integration  zuliisst,  was  nicht  nothwendig  ist. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass,  nenn  die  Glieder  der  Reihe  il  für 
jeden  Werth  von  x  zuletzt  1  inend  lieh  klein  werden,  die  Function  Fix), 
deren  zweiter  I)iffcreiiiiah|uotient  /'(.?■)  ist,  endlich  und  stetig  sein  muss, 
und  dass 

J>  +  ")  ~  2 Fix)  +  F(x  -  «) 

mit  k  stets  unendlich  klein  wird.  Wenn  nun  F'(x  +  t)  —  F'(x  —  f) 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  so  muss  es,  wenn  t 
Null  wird,  gegen  einen  festen  Grenzwerth  L  convergiren  oder  unend- 
lich  gross    »erden,  und  es  ist  offenbar,  dass 


:-/(*> 


+  o  -  r<?  -  0)  <"  -  *,c  +  «>-"pw  +  *'<«^> 


dann  ebenfalls  gegen  L  oder  gegen  oo  convergiren  muss  und  daher 
nur  unendlich  klein  werden  kann,  wenn  F'(x  -\-  t)  —  F'(x  —  t)  gegen 
Null  convergirt.  Es  muss  daher,  wenn  fix)  für  x  =  a  unendlich  gross 
wird,  doch  immer  f(a  -f-  t)  +  f(a  —  t)  bis  an  t  =  0  integrirt  werden 
können.     Dies  reicht  hin,  damit 

(f+fiixfftäixxntx  —  a)) 

mit  abnehmendem  s  convergire  und  mit  wachsendem  n  unendlich  klein 
werde.  Weil  ferner  die  Function.  Fix-)  endlich  und  stetig  ist,  so  muss 
F'(x)  bis  an  x  =  a  eine  Integration  zulassen  und  (x  —  a)F'(x)  mit 
(x  ■ —  a)  unendlich  klein  werden,  wenn  diese  Function  nicht  unendlich 
viele  Maxima  und  Minima,  hat;  woraus  folgt,  dass 

«(—■0J-w_(,_.)w  +  J.w 


/Google 


!ii;?d.i   eine   ■  riLiouoiiu/tri^cJn;  Keile.  245 

und  also  auch  (tc  —  a)f(x)  bis  an  x  =  a  integrirt  werden  kann.  Es 
kann  daher  auch  ff(x)  smn(x  —  a)äx  bis  an  x  =  a  integrirt  werden, 
und  damit  die  Coefheienten  der  Reihe  zuletzt  unendlich  klein  werden, 
ist  offenbar  nur  noch  nöthig,  dass 


/  fix)  smn(x  —  d)  dx,  wo  b  <  t 


<e, 


<>■ 


mit  wachsenden!  n  zuletzt  unendlich  klein  werde.     Setzt  man 

f(x)(x~a)  =  <p(x), 
so  ist,  vvöBJi  diese  Function,  nicht  unendlich  viele  Maxinia  und  Minima 
hat,  für  ein  unendliches  u 

i'fix)  sin  »  0  -  «)  ix  -  fÄ  sin  »  (»  -  a)  dx  -  &  +°1±?S"-Z 

wie  Dirichlet  gezeigt  hat.     Es  muss  daher 

<p  (a  +  t)  +  <p  (a  -  0  =  f(a  +  t)t-  f(a  -  t)  * 
mit  t  unendlich  klein  werden,  und  da 

/(«  +  o  +  /'(«  -  o 

bis  an  t  =  0  integrirt  werden  kann  und  folglich  auch 

f(a  +  t)  t  +  /'(ff  —  0 ' 
mit  £  unendlich  klein  wird,  so  muss  sowohl  /'(«  +  t)t,  als  /■(«  —  t)t 
mit  abnehmende  in  t  zuletzt  unendlich  klein  werden.  Von  Functionen; 
welche  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben,  abgesehen,  ist  es 
also  zur  Darstellbarkeit,  der  Function  f(;x)  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  mit  in's  Unendliche  abnehmenden  Coel'llcieuten  hinreichend  und 
nothwend.ig,  dass,  wenn  sie  für  x  =  a  unendlich  wird,  f(a  -\-i)t  ivnd 
f(a  —  t)  t  mit  t  unendlich  klein  werden  und  f(a  -4-  t)  +  /'(ff  —  t)  bis 
an  t  =  0  integrirt  werden  kann. 

Durch  eine  trigonometrische  Reihe,  deren  (Joeihcienlen  nicht  zuletzt 
unendlich  klein  werden,  kann  eine  Function  /'(#),  welche  nicht  unend- 
lich viele  Mitxima  und  Minima  hat,  da 


Hfi  f  F(x)  cos  (i  (x  —  «)  X  (x)  dx 


nur  für  eine  endliche  Ai.izalil  von  Stellen  l'iir  ein  unendliches  ji  nicht 
unendlich  klein  wird,  auch  nur  für  eine  endliche  Anzahl  vom  Argniiient- 
werthen  dargestellt  werden,  wobei  es  unnÖtbig  ist  länger  zu  verweilen. 
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13. 

Was  die  Functionen  betrifft,  welche  unendlich  viele  Maxiina  und 
Minima  haben,  so  ist  es  wohl  niehi  überl  lässig  /.u  bemerken,  dass  eine 
Function  f(x),  welche  unendlich  viele  Jlaxima,  und  Minima  hat,  einer 
Integration  durchgehend,-  fabig  wein  kann,  ohne  durch  die  Fourier'sclie 
Reihe  darstellbar  zu  sein.  Dies  findet  z.  B.  Statt,  wenn  f(x)  zwischen 
0  und  2te  gleich 

d  (*''  cos  — 1 

— ^.«"o'O 

ist.  Denn  es  wird  in  dem  Integral  /  fix)  cos  n  ix  —  a)  dx  mit  wach- 
sendem n  der  Beitrag  derjenigen  Stolle,  wo  x  nahe  =  y  —  ist,  all- 
gemein zu  reden  zuletzt  uiieudüok  gross,  so  dass  das  V  erh'alhüss  dieses 
Integrals  zu 


lsiu(2]/»-no  +  -*-)v^»    * 


gegen  1  convergirt,  wie  man  auf  dem  gleich  anzugebenden  Wege  finden 
wird.  Um  dabei  das  Beispiel  zu  verallgemeinern,  wodurch  das  Wesen 
der   Sache   mehr  hervortritt,  setze  man 

/  f(x)dx  =  <p(x)  cos  i/i  (x) 

und  nehme  an,  dass  <p(x)  für  ein  unendlich,  kleines  x  unendlich  klein 
und  !;■{-<-)  unendlich  gross  weide,  übrigens  aber  diese  Functionen  nebst 
ihren  Di  Ire  rentialqu  Orienten  stetig  seien  und  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  liahen.     Es  wird  dann 

f{x)  =  tp\x)  costKz)  -  »(*)  if(p)  an1>(x) 
und 

/  fix)  cos  n  {x  —  a)  dx 

gleich  der  Summe  der  vier  Integrale 

\  j  <p'(x)  cos  (jl>(%)  +  n  {x  —  ä)\  dx, 

—  h  \  y(x)il>h)  sin  (4>(x)  +  n(x  —  a)\dx. 
Man  betrachte  nun,  ip(x)  positiv  genommen,  das  Glied 

—  ^If(x)i/(x)  Bm(ip(x)  +  n(x  —  a))dx 
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und  untersuche  in   diesem  Integrale  die  Stelle,   wo    die  Zeichenwechsel 
des  Sinns  sich  am  langsamsten  folgen.     Setzt  man 

ip(x)-\-  n(x  —  a)  =y, 
so  geschieht  dies,  wo  y^  =  0  ist,  und  also, 

*>'(«)  +  «  =  0 
gi.'set/.t,  für  x  =  a.     Man  untersuche  also  das    Verhalten    des  Integrals 


\  f  «pC«)*'^)  um  y  dz 


für  dmi  Fall,  dass  s  für  ein  unendliches  n  unendlich   klein  wird,  und 
führe  liiezu  y  als  Variable  ein.     Setat  man 

*(«)  +  »(«  —  a)—f, 
so  wird  für  ein  hinreichend  kleines  s 

y-ß+  *"(«) ^-^  +  ■■■ 

und  zwar  ist  -ij/'(a)  positiv,  du  i!>{f/:)  für  ein  unendlich  kleines  X  positiv 
unendlich  wird;  es  wird  ferner 

%  -  «"(«)  (X  -  «)  -  +  /2?'(«)0)-«  , 

je  nachdem  a;  —  «  ^  0,  und 


-  %  {  rp  (x)  ty'  (x)  sin i/  ffe 


-*(/     -/        )K 


dy   \  yWyV: 

S-W    1/2*"  W 


dy    qp(K)*'(a) 


Lässt  man  also   mit   wachsendem   ;j   die  («rosse  f   so  abnehmen,  dass 
i>"(a)ee  unendlich  gross  wird,  so  wird,  falls 

/*&  +  »£. 

welches  bekanntlich  gleich  ist  sm(/3+-?-)  "j/re,   nicht  Null   ist,    von 
Grössen  niederer  Ordnung  a.bgc.-jehen. 
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-^V(*)*'W»-(*W  +  «(^-«))*«--™(i5+T),^=§fi- 

Es  wird  daher,  wenn  diese  Grösse  nicht  unendlich  klein  wird,  das  Ver- 
hältnis s  von 


/  f(x)  cos  n(x  —  a)  dx 


m  dieser  Grösse,   du.  dessen   übrige    Restaudtheile   unendlich   Idein    wer- 
den, bei  unendlichem  Zunehmen  von  n  gegen  1  convergiren. 

Nimmt  man  an,  dass  tp(x)  und  ij/(x)  für  ein  unendlich  kleines  x 
mit  Potenzen  von  x  von  gleicher  Ordnung  sind  und  zwar  tp(x)  mit  x'[ 
und  4>'(x)  nrit  x—''~l,  so  dass  v>0  und  h->0  sein  muss,  so  wird 
für  ein  unendliches  « 


von   gleicher  Ordunug  mit  a  und  dalier  nicht  unendlich  klein,  wenn 

ft  >  2v.     Uebethaupi  aber  wird,   wenn  xip'fje)   oder,  was   damit  iden- 
tisch ist,   wenn  ."''''    für   ein    unendlich    kleines  x    unendlich    gross    isl.. 
'  log  x 

sich  <p(x)  immer  so  annehmen  lassen,  dass  l'ür  ein  LLiiendlich  kleines  x 
tp  (.:';}   unendlich  klein, 

*(*)-*&=  =  -=J^ ^L 

TV>    'l/^'-M  -./       a    d     _ 


aber  unendlich  gross  wird,  und  folglich    /  f(x)  dx-   bis    an   x  —  0    er- 
streckt werde]!  kann,  während 

/  /'(#)  cos  »(#  —  «)  £# 

für  ein  unendliches  n  nicht    unendlich    klein    wird.     Wie    man    sieht, 
heben  sich  in  dem  Integrale  /  f{x)  dx  hei  unendlichem  Abnehmen  von 

X  die  Zuwachse  des  Integrals,  obwohl  ihr  Verhältniss  zu  den  Aen- 
derungen  von  x  sehr  rasch  wächst,  wegen  des  raschen  Zeichenwechsels 
der  Function  fix)  einander  auf:  durch  das  Hinzutreten  des  Factors 
C0sw(;c  —  a)  aber  wird  hier  bewirkt,  dass  diese  Zuwachse  sich  summiren. 
Ebenso  wohl  aber,  wie  hienach  für  eine  Inmetion  trotz  der  durch- 
gängigen Möglichkeit  der  Integration  die  Fourier'sche  Reihe  nicht 
convergiren  und  selbst  ihr  Glied  zuletzt  unendlich  gross  werden  kann, 
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durch  eine  Ivigoiioructrii-dic  Reihe.  249 

—  ebenso  wohl  können  trotz  der  durchgängigen  Unmöglichkeit  der 
Integration  von  f(x)  zwischen  je  zwei  noch  so  nahen  Werthen  un- 
endlich viele  Werthe  von  %  liegen,  für  welche  die  Reihe  Sl  eonvergirt. 
Ein  Beispiel  liefert,  (nx)  in  der  Bedeutung,  wie  oben  (Art.  6.) 
genommen,  die  durch  die  Reihe 

I  {nx) 


2*? 


gegebene  Function,  welche  für  jeden  rationalen  VVerth  von  x  vorhanden 
ist  und  sich  durch  die  trigonometrische  Reihe 

wo  für  6  alle  Theiler  von  n  zu   setzen   sind,   darstellen    lässt,  welche 

aber  in   keinem  noch  so  kleinen   Grössen  intervall   zw.ifich.cn   endlichen 

Grenzen  enthalten  ist   und    folglich    nirgends    eine   Integration   zul'ässt. 

Ein  anderes  Beispiel  erhält  man,  wenn  man  in  den  Reihen 

^V c„  casnnx,    s!0*  sin«»« 

für  c(l,  c,,  Cj,,  ...  positive-  Grössen   setzt,  welehe  initiier  ahnehmen  und 

anletzt  unendlich  klein  werden,  während  Scs   mit  n  unendlich  gross 

wird.  Denn  wenn  das  Verhältniss  von  x  zu  2%  rational  und  in  den 
kleinsten  Zahlen  ausgedrückt,  ein  Bruch  mit  dem  Nenner  m  ist,  so 
werden  offenbar  diese  Reihen  coirvergiren  oder  ins  Unendliche  wachsen, 
je  nachdem 


j>  coa  nnx,       >  s: 


gleich  Null  oder  nicht  gleich  Null  sind.  Beide  Fälle  aber  treten  nach 
einem  bekannten  Theoreme  der  KreistLeilung1'')  zwischen  je  zwei  noeh 
so  engen  Grenzen  für  unendlich  viele  Werthe  von  x  ein, 

In  einem  eben  so  grossen  Umfange  kann   die  Reihe  £1  auch  con- 
vorgiren,  ohne  tlass  der  Werth  der  Reihe 

dA.n 

c  +  Aox-y^, 

welche  man  durch  Integration  jedes  Gliedes  aus   £1  erhält,  durch   ein 
noch  so  kleines  Grösseiiintcrvall  integrirt  werden  könnte. 
Wenn  man  z.  B.  den  Ausdruck 


,  pag.  636  arfc.  356.     (GauBM's;  Werke  Bd.  I.  pag.  442.) 
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^50  Sil.     Ucbcr  die  lliu'stdlbarlu'it  uinur  Function  etc. 

wo  die  Logarithmen  so  zu  nehmen  sind,  dass  sie  für  q  =  0  ver- 
schwinden, nach  steigenden  Potenzen  von  q  entwickelt  Lind  darin 
q  =  er(  setzt,  so  bildet  der  imaginäre  Theil  eine  tri u'on« metrische  Reihe, 
weicht;  zweimal  nach  x  differentiirt  112  jedem  0 rossen i  11  tervall  unend- 
lich oft  convergirt,  während  ihr  erster  Differentialquotient  unendlich 
oft  unendlich  wird, 

In  demselben  Umfange,  d.  h.  zwischen  je  zwei  noch  so  nahen 
ArgumeiiLwertheii  unendlich  oft,  kann  die  trigonometrische  Reihe  auch 
seihst  dann  convergiren,  wenn  ihre  Coefficienten  nicht  zuletzt  unend- 
lich klein  werden.  Ein  einfaches  Beispiel  einer  solchen  Reihe  bildet 
die  unendliche  Reihe  2  sin(wl  a:»),  wo  n\,  wie  gebräuchlich, 

=  1 .  2  .  3  . . .  n, 

welche  nicht  bloss  für  jeden  rationalen  Werth  von  x  eon vergilt,  indem 
sie  sich  in  eine  endliche  verwandelt,  sondern  auch  für  eine  unendliche 
Anzahl  von  irrationalen,  von  denen   die    einfachsten   sind  sin  1,  cos  1 

—  und  deren   Vielfache,  ungerade  Vielfache  von  e,     -r—  ,  11.  S.  w.(a) 
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lieschiclitc    der    Frage    über    die   Pars  tellharke.it    einer    Function    durch    eine 
trigonometrische  Reihe. 
§.  l.    Von  Euler  bia  Fouiier. 

Ursprung  der  Frage  in  dem  Streite  (in  er  lüc;  Tragweite  der  d'Alem- 
bert 'sehen  und  Ilörnouin'sehen  Losung  des  .Problems  der  schwin- 
genden Saiten  im  Jahre  1753.     Ansichten  von  Euler,  d'Alembert, 

Lagr&nge   2 

§.  2.     Von  Foufier  bis  Dirichlet. 

nichtige    Ansicht    Fouriev's,    bekämpft    von    Lagrange.      1807. 

Cauchy.     1836; 3 

§.  3.    Seit  Dirichlet. 

Erledigung  der  Frage  du/ch  Dirichlet  für   die   in   der  Natur   vor- 
kommenden Functionen.    1829.     Dirksen.    Bessel.     1839.     ...  2 
Geber  den  Begvjtt'  eine;-  besviminien  Integrals  und  dim  ricfimg  seiner  Gültigkeit, 

§.  4.     Definition   einen  bestimmt«]!  Integrals 2 

g.  5.     Bedingungen  der  Möglichkeit  eines  bestimmten   Integrals 2 

§.  6.    Besondere  Fälle 2 

Untersuchung  der   UiirstolUwivkeil-  einer  Function   durch   eine  trigonometrische 
li'oilie,  ohne  besondere  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Function. 
%.  1.     Plan  der  Untersuchung .     .     .  2 

I.  lieber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe, 

deren  Oocftici  eilten  zuletzt  unendlich   klein   werden. 

§.  3.     Beweise  einiger  für  diese  Untersuchung  wichtigen   Satze i 

§,  9.     Bedingungen  für  die  Darstellbarkeit  einer  Function    durch   oine  tri- 
gonometrische Ueihc   mil  in'«  Uncndlichi:  abnehmenden  Coeftieienteit.  t 
g.  10.  Die  Coefflcienten  der  Fourier'Bchen    Reihe   werden   zuletzt   unend- 
lich klein,  wenn   die  darzustellende    Function   durchgehend»   endlieh 
bleibt  und  eine  Integration  zulässt 2 

II.  lieber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe 
mit  nicht  in's  Unendliche  abnehmenden  Uoefticienten. 

§.  11.  Zurück  führung  dieses  Falles  auf  den  vorigen 2 

Betrachtung  besonderer  Fälle. 

§.  12.  Functionen,  welche  nicht  unendlich  viele  Ma.\iina  und  Minima  haben.  S 
it.    IM.    Functionen,   weiche   unenüiich  viel'!   Musim;;.   i;.:ii]    Mimm;;.   ha.bi ■'.  .      .    ;! 
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Anmerkungen. 

(1)   (Zu   Seite  aa8).      Diu    unter   II.   Liitf'^c  stell  teil    tiii.tze   bedürfen  einer   KrJaut.eruit;;: 
Da  die  Function  f(j:)  um  37t  periodisch   äugen omiucn  ist,  so  muss 

F{x  +  2«)  -  *{*)  -  p(a) 
ilie  Kigeusehaft  haben,  dass 

^as  +  tt  +  P)-  ?(*  +  «-  p)  -  y(a  -  «  +  0)  -f  .p(a!  —  «—  p) 

unter  der  im  Text,  ;ie  tu  achten  Vota-K^emiu;;  sich  mit  «  und  /?  der  Grenne  0 
nähert.  Es  ist  daher  g>(a;)  eine  lineare  Function  von  x,  und  folglich  lassen 
sieh  die  Coustanten  G',  A„  so  bestimmen,  dass 


eine  um  'in.  periodische  Function  von  x  ist, 

Nun  ist   über   die   Function  F(je)   weiter   die   Ve-rtuti.iseizi.iiH;   gemacht,   dass 

für  beliebige  (ircnzeai  li,  c 


W  Cf(x)  ooifi(B-o)l(a}ila 
ingang 


mit  unendlich    wachsenden*   ;t  sieb   der  Liren«!  0    nähere,    wenn.  i{j^)   den  im 
Test  angegebenen  llediiijiiutgen  gemi;;!:,   woraus   kdgt,  dass  unter  den  gleielicn 

Voraussetzungen 


üieli   der  Grenze-  o  nähert. 

Es  sei  nun  b  <  —  m,   c  >  m ,  und  man  nehme,  was   zulässig  ist,  l(x)   i 
Intervall  von  —  ir  bis  +  *  =  1  au,  so  folgt,  dass  auch: 


p  /  *{«)  coa  f»C»  ~  «)  *(*)**  +  PP  f  *M  cos  fi(a 


»;  i  (..-;.  rfj; 


■i  /  >i> 


Mf»(0-a)da 


Null    zur  Grenze    hat.     Nun  kann   man,    wenn   jt  eine   ganze  Zahl  n   ist, 
Rücksicht  auf  die  reriodioitiil  von  <f  :/,■)  für  diese  Summe  setzen: 


:l: 


p(x_.)i1(i;,Li  + 


"j*(° 


wenn    in  dem   Intervall    von   J>  -\-  2  m  bis  w  !,(#)  =  l{x  —  2m)   und   in  dem 
Intervall   von  si   bis  c  i,(.T)  =  J (js)  ist,   so    dass    iL(tc)    zwischen   den   Grenzen 
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b  -\-  t%  und  c  den  Voraussetzungen  übet  die  Function  XU)  genügt.  Demnach 
hat  da?  erste  Glied  der  obigen  Summe  für  sich  den  Gram  wert  h  0,  und  folg- 
lieh ist  auch  der  Grenzwertli  von 

+  7, 

WM    /*(*)  C08W(K-  a)da 

gleich  Null, 
(ü)  (Zu  Keito  d;lil).  TTier  seheint  für  die  Function  ':>)  die  nediugnnp'  liin/.ugeiiii;! 
werden  zu  müssen,  dass  sie  sich,  nach  dem  Intervall  2re  iicriodiseh  wiederholt, 
(die  mit  der  nachher  gemachten  Atina.hine  verträglich  ist).  In  der  That  würde 
•/..  B.  das  in  Rede  stehende  integral  nicht  sich  der  Grenze  0  nähern,  wenn 
F (t)  —  C't  —  A0  —  =  const.    und    1(()  =  (#  —  ()3    gesetzt    würde.      Dagegen 

lilsst  sich  unter  der  Voraussetzung  di-r  i'eriodieität  von  l(x)  das  Verschwinden 
dieses  Integrals  durch  Ausführung  der  Differentiation 


durch  Anwendung   dos    Sataes   8,  Art.  8.    und    eines   ähnlichen  Verfahrens  wie 
in  der  Anmerkung  (1)  leicht  darthun. 

(8)  (Zu  Seite  860)  der  Werth.  x  =  i(e—  — )   gehört,   wie   Genocehi   in   einem 

diese  Beispiele   betreuenden  Aulsat/   bemerkt  (Jntornc    ad  aleune  serie,  Torino 
1875)  nicht  zu  den  Werthen  von  x,  für  welche  die  .[leihe    J>    ?\n{n!  xn)   con- 

vergirt.    Aber  auch  für  x  =  \  [e —  — )    ist    die    Reihe   nicht,    wie    Genocchi 
lingiebt,   rnevergent. 
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XIII, 

Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Oeometrie  zu  Grunde 
liegen. 

(Ans   dem    dvfii7.olint.eii  Hände   der  Abhavi.dltingi.-ii   der   KGiii^liYlien   Oeselkdin.ft  drt- 
WisHCiiKchn.i'tcn  »n  Göttinnen.*); 

Plan  der  Untersuchung. 

Bekanntlich  setzt,  die  Geometrie  sowohl  den  Begriff  des  Raumes, 
als  die  ersten  Grundbegriffe  für  die  Oomstrucf  iunen  im  Räume  als  etwas 
Gegebenes  voraus.  Sie  giebt  von  ihnen  mir  Nomfnaldennitionen,  wäh- 
rend die  wesentlichen  Bestimmungen  in  Form  von  Axiomen  auftreten. 
Das  Verhältniss  dieser  Voraussetzungen  lileibt  dabei  im  Dunkeln;  man 
sieht  weder  ein,  ob  und  in  wie  weit  ihre  Verbindung  notli wendig, 
noch  a  priori,  ob  sie  möglich  ist. 

Diese  Dunkelheit  wurde  auch  von  Euklid  bis  auf  Legeudre,  um 
den  berühmtesten  neueren  Bearbeiter  der  Geometrie  zu  nennen,  weder 
von  den  Mathematikern,  noch  von  den  Philosophen,  welche  sich  da- 
mit besehäi'tigieu,  gehoben.  Es  hatte  dies  seinen.  Grund  wohl  darin, 
dass  der  allgemeine  Begriff  mehrfach  ausgedehnter  Grössen,  unter 
welchem  die  Raum  grossen  enthalten  sind,  ganz  unbearbeitet  blieb. 
Ich  habe  mir  daher  zunächst  die  Aufgabe  gestellt,  den  Begriff  einer 
mehrfach  ausgedehnten  Grösse  aus  allgemeinen  Grössenbegriffeu  zu 
c.onstruiren.  Es  wird  daraus  hervorgehen,  dass  eine  mehrfach  aus- 
gedehnte Grösse  verschiedener  Massverhälluisse  fähig  ist  und  der  Raum 
also  nur  einen  besonderen  Fall  einer  dreifach  ausgedehnten  Grösse 
bildet.     Hiervon    aber  ist  eine  notbw endige    Kolge,    dass  die  Sätze  der 

*J  Diese  Abhandlung   ist  am  10.  Jui 
Zweck    seiner    Habilitation    veranstaltete) 

i'';i.(?iiltiU:  ku  (ii''il.ii'i|i'n  virgidtisen   worden. 
stell  uug,    in    welch«1    die    analytischen    1 
konnten;    einige    Ausführungen    derselben    findet 
Pariser  Preisaufgabe  liehst  ilen  Anmerkungen  zu 


S54  vc 

'ii  dem  Veifasi 

!tir  bei  dem 

zum 

olloqu 

mm    mi 

t    der 

[iiiil(j!-:opIii 

sehen 

erklärt 

aichcl 

ie  Form  der 

Dm- 
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^deutet     w. 

irden 
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XIII.    Uober  die  Hypothesen,   welolie  der  <Teoin.et.rie  zu  Grunde  liegen.     255 

Geometrie  sich  nicht  aus  allgemeinen  Grössenbegriffen  ableiten  lassen, 
sondern  dass  diejenigen  Eigenschaften,  durch  welche  sieh  der  Raum 
von  anderen  denkbaren  dreifach  ausgedehnten  Grossen  unterscheidet, 
nur  aus  der  Erfahrung  entnommen  werden  können.  Hieraus  entsteht 
die  Aufgabe,  die  einfachsten  Thatsachen  aufzusuchen,  aus  denen  sich 
die  Mass  Verhältnisse  des  Raumes  bestimmen  lassen  —  eine  Aufgabe, 
die  der  Natur  der  Sache  nach  nicht  völlig  bestimmt  ist;  denn  es  lassen 
sieh  mehrere  Systeme  einfacher  Thal  Sachen  angeben,  welche  zur  Be- 
stimmung der  Mass  Verhältnisse  des  Raumes  hinreichen:  am  wichtigsten 
ist  für  den  gegenwärtigen  Zweck  das  von  Euklid  zu  Grunde  gelegte. 
Diese  Thatsachen  sind  wie  alle  Thatsachen  nicht  nothwendig,  sondern 
nur  von  empirischer  Gewissheit,  sie  sind  Hypothesen;  man  kann  also 
ihre  Wahrscheinlichkeit,  welche  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtung 
allerdings  sehr  gross  ist,  untersuchen  und  hienach  über  die  Zulässig- 
keit  ihrer  Ausdehnung  jenseits  der  Grenzen  der  Beobachtung,  sowohl 
nach  der  Seite  des  Unm es sb argrossen,  als  nach  der  Seite  des  Un- 
m  esshark  leinen  urth  eilen. 


I.     Begriff  einer  ^^faeh  ausgedehnten  Grösse. 

Indem  ich  nun  von  diesen  Aufgaben  zunächst  die  erste,  die  Ent- 
wicklung des  Begriffs  mehr  fach  au  .-gedehnter  Grössen,  zn  lösen  ver- 
suche, glaube  ich  um  so  mehr  auf  eine  nachsichtige  Beurtheilung  An- 
spruch machen  zu  dürfen,  da  ich  in  dergleichen  Arbeiten  philosophischer 
Natur,  wo  die  Schwierigkeiten  mehr  in  den  Begriffen,  als  in  der  Cou- 
struetion  liegen,  wenig  geübt  hin  und  ich  ausser  einigen  ganz  kurzen 
Andeutungen,  welche  Herr  Geheimer  Hofrath  Gauss  in  der  zweiten 
Abhandlung  über  die  biquadrati scheu  Reste,  in  den  Göttingens  clum 
gelehrten  Anzeigen  und  in  seiner  Jubiläumssehrift  darüber  gegeben 
hat,  und  einigen  philosophischen  Untersuchungen  .1  Levbart's,  durchaus 
keine  Vorarbeiten  benutzen  konnte. 

1. 
Grö ss enhe griffe  sind  nur  da  möglich,  wo  sich  ein  allgemeiner  Be- 
griff vorfindet,  der  verschiedene  Bestininmngsweisen  zulässt.  Je  nach- 
dem unter  diesen  Bestiinuiuiigsweisen.  von  einer  zu  einer  andern  ein 
stetiger  Uebergang  stattfindet  oder  nicht,  bilden  sie  eine  stetige  oder 
discrete  Mannigfaltigkeit;  die  einzelnen  Bestirtunnngsweisen  heissen  im 
erstem  Falle  Punkte,  im  letztern  Elemente  dieser  Mannigfaltigkeil.. 
Begriffe,  deren  Bestinnnuiigsweisen  eine  discrete  Mannigfaltigkeit  bil- 
den, sind  so  häufig,  dass  sieh    für   beliebig  gegebene  Dinge  wenigstens 
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256     XIII.    Uober  die  llypoÜKisen  ,  wuluiio  iler  Geometrie  zu  Grunde  liegen. 

in  den  gebildeteren  Sprachen  immer  ein  Begriff  auffinden  Jlisst,  unter 
welchem  sie  enthalten  sind  (und  die  Mathematiker  konnten  daher  in 
der  Lehre  von  den  discreten  Grössen  unbedenklich  von  der  Forderung 
ausgehen,  gegebene  Dingo  alt-  gleichartig  v.n  betrachten},  dagegen  sind 
die  Veranlassungen  zur  Bildung  von  lieg  rillen,  deren  Besthnmungs- 
weisen  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  bilden,  im  gemeinen  Leben  so 
selten,  dass  die  Orte  der  Sinnen  gegenstände  und  die  .Farben  wohl  die 
einzigen  einfachen  Begriffe  sind,  deren  Bestimmungsweisen  eine  mehr- 
fach ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden,  Hiinligere  Veranlassung  zur 
Erzeugung  und  Ausbildung  dieser  Begriffe  findet  sich  erst  in  der 
hohem  Mathematik. 

Bestimmte,  durch  ein  Merkmal  oder  eine  Grenze  unterschiedene 
Theile  einer  Mannigfaltigkeit  heissen  Quanta.  Ihre  Vergleichung  der 
Quantität  naeli  geschieht  bei  den  discreten  Grössen  durch  Zahlung,  bei 
den  stetigen  durch  Messung.  Das  Messen  besteht  in  einem  Aufeinander- 
legen der  ku  vergleichenden  Grössen;  zi.uu  .Messen  wird  also  ein  Mittel 
erfordert,  die  eine  Grösse  als  Massstab  für  die  andere  fortzutragen. 
Fehlt  dieses,  so  kann  man  zwei  Grössen  nur  vergleichen,  wenn  die 
eine  ein  Theil  der  andern  ist,  und  auch  dann  nur  das  Mehr  oder  Min- 
der, nicht  das  Wieviel  entscheiden.  Die  Untersuchungen,  welche  sieh 
in  diesem  Falle  über  sie  anstellen  lassen,  bilden  einen  allgemeinen  von 
Massbestimmuugen  unabhängigen  Theil  der  GrÖssenlehre,  wo  die  Grössen 
nicht  als  unabhängig  von  der  Lage  existirend  und  nicht  als  durch  eine 
Einheit  ausdrückbar,  sondern  als  Gebiete  in  einer  Mannigfaltigkeit  be- 
trachtet werden.  Solche  Untersuchungen  sind  für  mehrere  Theile  der 
Mathematik,  namentlich  für  die  Behandlung  der  mehrwerthigen  ana- 
lytischen Functionen  ein  Bedürfnis  geworden,  und  der  Mangel  der- 
selben ist  wohl  eine  Hauptursache,  dass  der  berühmte  Abel'sche  Satz 
und  die  Leistungen  von  Lagrange,  Pf  äff ;  Jacobi  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Differentialgleichungen  so  lange  unfruchtbar  geblieben  sind. 
Für  den  gegenwärtigen  /weck  genügt  es,  aas  diesem  allgemeinen  Theile 
der  Lehre  von  den  ausgedehnten  ( Irössen,  wo  weiter  nichts  vorausgesetzt 
wird,  als  was  in  dem  Begriffe  derselben  schon  enthalten  ist,  zwei 
Punkt«  hervorzuheben,  wovon  der  erste  die  Erzeugung  des  Begriffs 
einer  mehrfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit,  der  zweite  die  Zurück- 
führung  der  Ortsbestimmungen  in  einer  gegebenen  Marnügfall  igkeit 
auf  Quantitäi.sbestimmungen  betrifft  und  das  wesentliche  Kennzeichen 
einer  «fachen  Ausdehnung  deutlieh  machen  wird. 
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Geht  man  bei  einem  Begriffe,  dessen  B es timmimgs weisen  eine 
stetige  Mannigfaltigkeit,  bilden,  von  einer  Besthiiteungswelse  auf  eine 
bestimmte  Art-  zu  einer  andern  über,  so  bilden  die  durchlaufen en  Be- 
stimm ungs  weisen  eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  deren 
wesentliches  Kennzeichen  ist,  dass  in  ihr  von  einem  Punkte  nnr  nach 
zwei  Seiten,  vorwärts  oder  rückwärts,  ein  stetiger  Fortgang  möglich 
ist.  Denkt  man  sich  nun,  dass  diese  Mannigfaltigkeit  wieder  in  eine 
andere,  völlig  verschiedene,  übergeht,  und  zwar  wieder  auf  bestimmte 
Art,  d.  h.  so,  dass  jeder  Funkt  in  einen  bestimmten  Punkt  der  andern 
übergeht,  so  bilden  slimmtliclie  so  erhaltene  Bestinmuings  weisen  eine 
zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  In  ähnlicher  Weise  erhält  man 
eine  dreifach  ausgedehnte  ManmgüiHigkeii:,  wenn  man  sich  vorstellt, 
dass  eine  zweifach  ausgedehnte  in  eine  völlig  verschiedene  auf  be- 
stimmte Art  übergeht,  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  wie  man  diese  Con- 
strnetion  fortsetzen  kann.  Wenn  man,  anstatt  den  Begriff  als  be- 
stimmbar, seinen  Gegenstand  als  veränderlich  betrachtet,  so  kann  diese 
( ..onst.ru  ctiou  bezeichnet  werden  als  eine  Znsamnienset.za.i.ig  einer  Ver- 
änderlichkeit von  n  -j-  1  Dimensionen  aus  einer  Veränderlichkeit  von 
n  Dimensionen  und  aus  einer   Veränderlichkeit  von  Einer  Dimension. 

3. 
Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  umgekehrt  eine  Veränderlichkeit. 
deren  Gebiet  gegeben  ist,  in  eine  Veränderlichkeit  von  einer  Dimension 
und  eine  Veränderlichkeit  von  weniger  Dimensionen  zerlegen  kann. 
Zu  diesem  Ende  denke  man  sich  ein  veränderliches  Stück  einer  Mannig- 
faltigkeit von  Einer  Dimension  —  von  einem  festen  Anfangspunkte  an 
gerechnet,  so  dass  die  Werthe  desselben  unter  einander  vergleichbar 
sind  —  welches  für  jeden  Punkt  der  gegebenen  'Mannigfaltigkeit  einen 
bestimmten  mit  ihm  stetig  sieh  ändernden  Werth  hat,  oder  mit  andern 
Worten,  rna.n  nehme  innerhalb  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  eine 
stetige  Function  des  Orts  an,  und  zwar  eine  solche  Function,  welche 
nicht  längs  eines  Theils  dieser  Mannigfaltigkeit  constant  ist.  Jedes 
System  von  Punkten,  wo  die  Function  einen  constanten  Werth  hat. 
bildet  dann  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  weniger  Dimensionen, 
als  die  gegebene.  Diese  Mannigfaltigkeiten  gehen. bei  Aenderung  der 
Function  stetig  in  einander  über;  man  wird  daher  annehmen  können, 
dass  aus  einer  von  ihnen  die  übrigen  hervorgehen,  und  es  wird  dies, 
allgemein  zu  reden,  so  geschehen  können,  dass  jeder  Funkt  in  einen 
bestimmten    Punkt    der     andern     übergebt.;     die    Ausnahm  stalle,    deren 
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Untersuchung  wichtig  ist,  können  hier  unberücksichtigt  bleiben.  Hier- 
durch wird  die  Ortsbestimmung  in  der  gegebenen  1J  a  unigi.'a.l  i.igkoii  zurück- 
geführt  a-i.it'  eine  Orössenbestim.mung  und  auf  eine  Ortsbestimmung  in 
einer  minderfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.  Es  ist  nun  leicht  zu 
/.eigen,  dass  diese  Mannigfaltigkeit  n  —  1.  Dimensionen  hat,  wenn  die 
gegebene  Mannigfaltigkeit  eine  «lach  ausgedehnte  ist.  Durch  »malige 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  wird  daher  die  Ortsbestimmung  in 
einer  «fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  auf  n  Grössenbe  Stimmungen, 
und  also  die  Ortsbestimmung  in  einer  gegebenen  Mannigfaltigkeit, 
wenn  dieses  möglich  ist,  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Quantitäts- 
bestimmungen  zurückgeführt,  Ks  giebt  indess  auch  Mannigfaltigkeiten. 
in  welchen  die  Ortsbestimmung  nicht  eine  endliche  Zahl,  sondern  ent- 
weder eine  unendliche  bleibe  oder  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von 
l.irösscnbestbnmungen  er  fordert,  Solche  Mannigfaltigkeiten  bilden  z.  B. 
die  möglichen  Bestimmungen  einer  Function  für  ein  gegebenes  Gebiet, 
die  möglichen   Gestalten   einer  räumlichen  Figur  u.  s.  w. 


II.    Massvcrhältnissio,  deren  eine  Mannigfaltigkeit  von  n Dimensionen 

fähig    ist,    unter    der   Voraussetzung,    dass    die    Linien    rniHbliänejip; 

von  der  Lage  eine  Länge    besinnen,  also  jode  Linie  durch  jede 

mossbar  ist. 

Es  folgt  nun,  nachdem  der  Begriff  einer  ('.fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit construirt  und  als  wesentliches  Kennzeichen  derselben  ge- 
funden worden  ist,  dass  sich  die  Ortsbestimmung  in  derselben  auf 
ii  Grössenbestimmungen.  zurückführen  lässt,  als  /weite  der  oben  ge- 
stellten Aufgaben  eine  Untersuchung  über  die  Massverluiltnisse,  deren 
■ine  siilche  Mannigfaltigkeit  fähig  :s( .  und  über  die  Bedingungen,  welche 
zur  Bestimmung  dieser  'Massverhältnisse  hinreichen.  Diese  Massver- 
haltnisse lassen  sich  nur  in  a.bstracfen  0 rössenbegriffen  untersuchen 
und  im  Zusammenhange  nur  durch  Formeln  darstellen:  unter  gewissen 
Voraussetzungen  kann  man  sie  indess  in  Verhältnisse  /.erlegen,  welche 
einzeln  genommen  einer  geometrischen  Darstellung  fähig  sind,  und 
hiedurch  wird  es  möglich,  die  Resultate  der  Rechnung  geometrisch 
auszudrücken.  Es  wird  daher,  um  festen  Boden  /u  gewinnen,  zwar 
eine  abstraete  Untersuchung  in  Formeln  nicht  zu  vermeiden  sein,  die 
Resultate  derselben  aber  werden  sich  im  geometrischen  Gewände  dar- 
stellen lassen.  Zu  Beidem  sind  die  Grundlagen  enthalten  in  der  be- 
rühmten Abhandlung  des  Herrn  Geheimen  llofraths  Gauss  über  die 
krummen   Flüchen. 
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1. 

Massbe stimm uu gen  erfordern  eine  Unabhängigkeit  der  Grössen 
vom  Ort,  die  in  mehr  als  einer  Weise  stattfinden  kann;  die  zunächst 
sich  darbietende  Annahme,  welche  ich  hier  verfolgen  will,  ist  wohl 
die,  dass  die  Länge  der  Linien  unabhängig  von  der  Lage  sei,  also 
jede  Linie  durch  jede  messbar  sei.  Wird  die  Ortsbestimmung  auf 
Grössen  best  immun  gen.  zurückgeführt,  also  die  Lage  eines  Punktes  in 
der  gegebenen  »fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  durch  n  veränder- 
liche Grossen  xt,  %%,  jcs,  und  so  fort  bis  x„  ausgedrückt,  so  wird  die 
Bestimmung  einer  Linie  darauf  hinauskommen,  dass  die  Grossen  x  als 
Functionen  Einer  Veränderlichen  gegeben  werden.  Die  Aufgabe  ist 
dann,  für  die  Länge  der  Linien  einen  mathematischen  Ausdruck  auf- 
zustellen, zu  welchem  Zwecke  die  Grössen  x  als  in  Einheiten  ausdrück- 
bar betrachtet  werden  müssen.  Ich  werde  diese  Aufgabe  nur  unter 
gewissen  Beschränkungen  behandeln  und  beschränke  mich  erstlich  auf 
solche  Linien,  in  welchen  die  Verhältnisse  zwischen  den  Grössen  dx 
—  den  zusammengehörigen  Aeiidentngeu  der  Grössen  x  — -  sieh  stetig 
ändern;  man  kann  dann  die  Linien  in  Elemente  /.erlegt  denken,  inner- 
halb deren  die  Verhältnisse  der  Grössen  dx  als  constant  betrachtet 
werden  dürfen,  und  die  Aufgabe  kommt  dann  darauf  zurück,  für  jeden 
Punkt  einen  allgemeinen  Ausdruck  des  von  ihm  ausgehenden  Linien- 
elements  «rifs  aufzustellen,  welcher  also  die  Grössen  x  und  die  Grössen 
rix  enthalten  wird.  Ich  nehme  nun  zweitens  an,  dass  die  Länge  des 
Linien element*.  von  Grössen  zweiter  Ordnung  abgesehen,  ungeändert 
bleibt,  wenn  sämmtliche  Punkte  desselben  dieselbe  unendlich  kleine 
Ortsänderuug  erleiden,  worin  zugleich  enthalten  ist,  dass,  wenn  sämmt- 
liche Grössen  dx  in  demselben  Verhältnisse  wachsen,  das  Linienel erneut 
sieh  ebenfalls  in  diesem  Verhältnisse  ändert.  Unter  diesen  Annahmen 
wird  das  Linien  Clement  eine  beliebige  homogene  Function  ersten  Grades 
der  Grössen  dx  sein  können,  welche  ungeän.derl.  bleibt,  wenn  sämmt- 
liche Grössen  dx  ihr  Zeichen  ändern,  und  worin  die  willkürliehen 
Gonsr.a.iiteu  stetige  Functionen  der  Grössen,  x  sind.  Um  die  einfachsten 
Fälle  zu  finden,  suche  ich  zunächst  einen  Ausdruck  für  die  n  —  lfaeh 
iHtsgedelinten  Mannigfaltigkeiten,  welche  vom.  Anfangspunkte  des  Linien- 
elements überall  gleich  weit:  abstehen,  d.  h.  ich  suche  eine  stetige 
Function  des  Orts,  welche  sie  von  einander  unterscheidet.  Diese  wird 
vom  Anfangspunkt  aus  nach  allen  Seiten  entweder  ah-  oder  zunehmen 
müssen;  ich  will  annehmen,  dass  sie  nach  allen  Seiten  zunimmt  und 
also  in  dem  Punkte  ein  Minimum  hat.  Ea  muss  dann,  wenn  ihre 
ersten  und  zweiten   Dilferenfiahjuotienten.  endlich   sind,  das  Differential 
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erster  Ordnung  verschwinden  und  das  zweiter  Ordnung  darf  nie  negativ 
werden;  ich  nehme  an,  dass  es  immer  positiv  bleibt.  Dieser  Difl'erential- 
ausdruck  zweiter  Ordnung  bleibt  alsdann  conslant,  wenn  ds  constant 
bleibt,  und  wächst  im  quadratischen  Verhältnisse,  wenn  die  Grössen 
dx  und  also  auch  ds  sieh  sämmtlicli  in  demselben  Verhältnisse  ändern: 
er  ist  also  =  const.  ds2  und  folglich  ist  ds  —  der  Quadratwurzel  aus 
einer  immer  positiven  ganzen  homogenen  Function  zweiten  Grades  der 
(■rossen  d.i\  in  welcher  die  Doefücienten  stetige  Functionen  der  Grossen 
x  sind.  Für  den  Raum  wird,  wenn  man  die  Lage  der  Punkte  durch 
rechtwinklige  Coordinaten  ausdrückt,  ds  =  y~Z{dxf\  der  Raum  ist 
also  unter  diesem  einfachsten.  Falle  enthalten.  Der  nächst  einfache 
Fall  würde  wohl  die  Mannigfaltigkeiten  umfassen,  in  welchen  sich  das 
Linienelement  durch  die  vierte  Wurzel  aus  einem  Differentialausdrucke 
vierten  Grades  ausdrücken,  lässt.  Die  Untersuchung  dieser  allgemeinem 
Gattung  würde  zwar  keine  wesentlich  andere  L'rineipien  erfordern,  aber 
ziemlich  zeitraubend  sein  und  verhäitnissmlissig  auf  die  Lehre  vom 
Räume  wenig  neues  Lieht  werfen,  zumal  da  sich  die  Resultate  nicht 
geometrisch  ausdrücken  lassen;  ich  beschränke  mich  daher  auf  die 
Mannigfaltigkeiten,  wo  das  Linienelement  durch  die  Quadratwurzel  aus 
einem  D.iiierentialansdmek  zweiten  Grades  ausgedrückt  wird.  Man  kann 
einen  solchen  Ausdruck  in  einen,  andern  ähnlichen  transformiren,  in- 
dem man  für  die  n  unabhängigen  Vor  ander  liehen  Functionen  von  » 
neuen  unabhängigen  Veränderlichen  setzt.  Auf  diesem  Wege  wird 
man  aber  nicht  jeden  Ausdruck  in  jeden  transformiren  können;  denn 
der  Ausdruck  enthält  n — - —  Coef.lieienl.en,  welche  willkürliche  Functionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  sind;  durch  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher wird  man  aber  nur  n  Relationen  genügen  und  also  nur  n 
der  Coeffici enten  gegebenen  (.-'i  rossen  gleich  machen  können.  Es  sind 
dann  die  übrigen  n  — —  durch  die  Natur  der  darzustellenden  Mannig- 
faltigkeit   schon   völlig  bestimmt,   und  zur  Bestimmung  ihrer  Massver- 


Faltigkeiten,  in  welchen  sich,  wie  in  der  Ebene  und  im  Räume,  das 
Linienelement  auf  die  Form  y'ild.r'1  bringen  Iässt,  bilden  daher  nur 
einen  besondern  Fall  der  hier  zu  untersuchenden  Mannigfaltigkeiten: 
sie  verdienen  wohl  einen  besonderen  Namen,  und  ich.  will  also  diese 
ManuigCall.igkeitCH,  iu  welchen  sich  das  Quadrat  des  Linienelements 
auf  die  Summe  der  Quadrate  von  vollständigen.  l.h.U'erentialien  bringen 
lässt,  eben  nennen.  Um  nun  die  wesentlichen  Verschiedenheiten  sämmt- 
lieber  in  der  vorausge setzen  Form  darstellbarer  Mannigfaltigkeiten  über- 
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sehen  zu  können,  ist  es  nöthig,  die  von  clor  Darstcllungsweise  her- 
rührenden ku  beseitigen,  was  durch  Wahl  der  veränderlichen  Grössen 
nach  einem  bestimmten  Prineip  erreicht  wird, 

2. 
Zu  diesem  Ende  denke  man  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  aus 
das  System  der  von  ihm  ausgehenden  kürzesten  Linien,  construirt;  die 
Lage  eines  unbestimmten  Punktes  wird  dann  bestimmt  werden  können 
durch  die  Anfirngsriehtung  der  kürzesten  Linie,  in  welcher  er  liegt, 
und  durch  seine  Entfernung  in  derselben  vom  Anfangspunkte  und  kann 
daher  durch  die  Verhältnisse  der  Grössen  dx",  d.  h.  der  Grossen  dx  im 
Anfang  dieser  kürzesten  Linie  und  durch  die  Länge  s  dieser  Linie  aus- 
gedrückt werden.  Man  führe  nun  statt  dx°  solche  aus  ihnen  gebildete 
lineare  Ausdrücke  <k>  ein,  dass  der  Anfangswerth  des  Quadrats  des  Linien- 
elements gleich  der  Kumme  der  Quadrate  dieser  Ausdrücke  wird,  so  dass 
die  unabhängigen  Variabel)!  sind:  die  (irösse  s  und  die  Verhältnisse  der 
Grössen  da)  und  setze  schiiesslieh.  stall  du  solche  ihnen  proportionale 
Grössen  X^  ,  X2,  .  .  . ,  x„,  dass  die  Quadratsumme  =  sa  wird.  Führt  man 
diese  Grössen  ein,  so  wird  für  unendlich  kleine  Werthe  von  x  das 
Quadrat  des  Linienelemeiits  —  Edi?,  das  Glied  der  nächsten  Ordnung  in 
demselben  aber  gleich  einem  homogenen  Ausdruck  zweiten  Grades  der 

n  — - —  Grössen  (x1  dxt  —  %  dx^),  (a^  dx.6  —  x.^  dx^,  . . .,  also  eine 
unendlich  kleine  Grösse  von  der  vierten  Dimension,  so  dass  man  eine 
endliehe  Grösse  erhält,  wenn  man  sie  durch  das  Quadrat  des  unendlich 
kleinen  Dreiecks  dividirt,  in  dessen  Eckpunkten  die  Werthe  der  Ver- 
änderlichen sind  (0,  0,  0,  . . .),  (wt)  x2,  %s,  . . .),  (dxt,  dx2,  dxs,  ....). 
Diese  Grösse  behält,  denselben  Werth,  so  lange  die  Crossen  x  und  dx 
in  denselben  binären  Linearformen  enthalten  sind,  oder  so  lange  die 
beiden  kürzesten  Linien  von  den  "Werthen  0  bis  zu  den  Werthen  x 
und  von  den  Werthen  0  bis  zu  den  Werthen  dx  in  demselben  Flächen- 
element  bleiben,  und  hängt  also  nur  von  Ort  und  Richtung  desselben 
ab.  Sie  wird  offenbar  =  0,  wenn  die  dargestellte  Mannigfaltigkeit 
eben,  d.  h.  das  Quadrat  des  Linien  elements  auf  Ei'lr"  reducirbar  ist, 
und  kann  daher  als  das  Mass  der  in  diesem  Punkte  in  dieser  Flächen- 
richtung stattfindenden  Abweichung  der  Mannigfaltigkeit  von  der  Eben- 
heit angesehen  werden.  Multiplicirt  mit  —  f-  wird  sie  der  Grösse 
gleich,  welche  Herr  Geheimer  Hofrath  Gauss  das  Krümmungsmass 
einer  Fläche  genannt  hat.  Zur  Bestimmung  der  Massverhältnisse  einer 
»fach  ausgedehnten  in  der  vorausgesetzten  Form  darstellbaren  Mannig- 
faltigkeit wurden  vorhin  n    '  -u     ■  Functionen   des  Orts  nöthig  gefunden: 
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wenn   also  das  Krümmungsmass  in  jedem  Punkte  in  n —,-— Fläch  en- 

riehtuugen  gegeben  wird,  so  werden  daraus  die  Mass  Verhältnisse  der 
Mannigfaltigkeit  sieh  bestimmen  lassen,  wofern  nur  zwischen  diesen 
Werthen  keine  identischen  Rektionen  stattfinden,  was  in  der  That, 
allgemein  zu  reden,  nicht  der  Fall  ist.  Die  Mass  Verhältnisse  dieser 
Mannigfaltigkeiten,  wo  das  Linienelement  durch  die  Quadratwurzel  aus 
einem  Differentialausdruck  /weilen  Grades  dargestellt  wird,  lassen  sich 
so  auf  eine  von  der  Wahl  der  veränderlichen  Grössen  völlig  unab- 
hängige Weise  ausdrücken.  Ein  ganz  ähnlicher  Weg  lässt  sich  zu 
diesem  Ziele  auch  bei  den  MaimigbLltigkeiten  einschlagen,  in  welchen 
das  Linienelement  durch  einen  weniger  einfachen  Ausdruck,  z.  B.  durch 
die  vierte  Wurzel  aus  einem  Difl'e reu tialausd ruck  vierten  Grades,  aus- 
gedrückt wird.  Es  würde  sich  dann  das  Linienelement,  allgemein  zu 
reden,  nicht  mehr  auf  die  Form  der  Quadratwurzel  aus  einer  Quadrat- 
summe von  Differentialausdrüeken  bringen  lassen  und  also  in  dem 
Ausdrucke  für  das  Quadrat  des  Linienelements  die  Abweichung  von 
der  Ebenheit  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  der  zweiten  Dimension 
sein,  während  sie  bei  jenen  Mannigfaltigkeiten  eine  unendlich  kleine 
Grösse  von  der  vierten  Dimension  war,  Diese  l'UgenUii.imliehVeii  der 
letztern  Mannigfaltigkeiten  kann,  daher  wohl  Ebenheit  in  den  kleinsten 
Theilen  genannt  werden.  Die  für  den  jetzigen  Zweck  wichtigste  Eigen- 
fln'hn  lichkeit  dieser  Mannigfaltigkeiten .  derentwegen  sie  hier  allein 
untersucht  worden  sind,  ist  aber  die,  dass  sieh  die  Verhältnisse  der 
zweifach  ausgedehnten  geometrisch  durch  Flächen  darstellen  und  die 
der  mehrfach  ausgedehnten  auf  die  der  in  ihnen  enthaltenen  Flächen 
zurückführen  lassen,  was  jetzt  noch  einer  kurzen  Erörterung  bedarf. 


In  die  Auffassung  der  Flächen  mischt  sieh  neben  den  inneren 
Massverhäl Luissen,  bei  welchen  nur  die  Länge  der  Wege  in  ihnen  in 
Betracht  kommt,  immer  auch  ihre  Lage  zu  ausser  ihnen  gelegenen 
Punkten.  Man  kann  aber  von  den  äussern  Verhältnissen  abstrahireu, 
indem  man  solche  Veränderungen  mit  ihnen  vornimmt,  bei  denen  die 
Länge  der  Linien  in  ihnen  ungeilndert  bleibt,  d.  h.  sie  sich  beliebig 
—  ohne  Dehnung  —  gebogen  denkt,  und  alle  so  auseinander  ent- 
stehenden Flächen  als  gleichartig  betrachtet.  >!s  gelten  also  z.  B.  be- 
liebige cyiindriselie  oder  conische  Flächen  einer  Ebene  gleich,  weil  sie 
sich  durch  blosse  Biegung  aus  ihr  bilden  lassen,  wobei  die  irinern 
Mr.iE-sverhaltms.se  bleiben,  und  säioiritl.iehe  Sätze  über  dieselben  —  also 
die  ganze  Planimetrie  —  ihre  Gültigkeit  behalten;   dagegen  gelten  sie 
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als  wesentlich  verschieden  von  der  Kugel ,  welche  sich  nicht  ohne 
Dehnung  in  eine  Ebene  verwandeln  lässt.  Nach  der  vorigen  Unter- 
suchung worden  in  jedem  Punkte  die  Innern  Massvcrhji.ltnisse  einer 
zweifach  ausgedehnten  Grösse,  wenn  sich  das  länienelement  durch  die 
Quadratwurzel  aus  einem  Diffeixaitialausdnick  /-weiten  Grades  ausdrücken 
lässt,  wie  dies  hei  den  Flächen  der  Fall  ist,  ch  arakterisirt  durch  das 
Krümmungsmass.  Dieser  Grosse  lässt  sieh  nun  hei  den  Flächen  die 
anschauliche  Bedeutung  geben,  dass  sie  das  Produet  aus  den  beiden 
Krümmungen  der  Fläche  in  diesem  Punkte  ist,  oder  auch,  dass  das 
Produet  derselben  in  ein  unendlich  kleines  aus  kürzesten  Linien  ge- 
bildetes Dreieck  gleich  ist  dem  halben  Feberschusse  seiner  Winkel- 
summe über  zwei  Rechte  in  Theilen  des  Halbmessers,  Die  erste  De- 
finition würde  den  Satz  voraussetzen,  dass  das  Produet  der  beiden 
Krümmungshalbmesser  bei  der  blossen  Biegung  einer  Flüche  ungeäijdet't, 
bleibt,  die  zweite,  dass  an  demselben  Orte  der  Ueber schuss  der  Winkel- 
sumnie  eines  unendlich  kleinen  Dreiecks  über  zwei  .Hechte  seinem  In- 
halte proportional  ist.  Um  dem  Krümmungsmass  einer  »fach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  in  einem  gegebenen  Punkte  .und  einer  ge- 
gebenen durch  ihn  gelegten  Fiäelienrichtung  eine  greifbare  Bedeutung 
zu  geben,  rnuss  man  davon  ausgehen,  dass  eine  von  einem  Punkte 
ausgehende  kürzeste  Linie  völlig  bestimmt  ist,  wenn  ihre  Anfangs- 
riebtung  gegeben  ist.  Hienach  wird  man  eine  bestimmte  Fläche  er- 
halten, wenn  man  sämmtliche  von  dem  gegebenen- Funkte  ausgehenden 
und  in  dem  gegebenen  Fläehenelemeiit  liegendet:  Aniangsrichtimgen 
zu  kürzesten  Linien  verlängert,  und  diese  Fläche  hat  in  dem  gegebenen 
Punkte  ein  bestimmtes  Krümmungsmass,  welches  zugleich  das  Krüm- 
mungsmass der  «.fach  ausgedehuteu  Mannigfaltigkeit  in  dem  gegebenen 
Punkte  und  der  gegebenen   Flächen  rieh  tun  g  ist. 


Es  sind  nun  noch,  ehe  die  Anwendung  auf  den  Raum  gemacht 
wird,  einige  Betrachtungen  über  die  ebenen  Mannigfaltigkeiten  im  All- 
gemeinen nöthig,  d.  h.  über  diejenigen,  in  welchen  das  Quadrat  de^ 
Lmienelements  durch  eine  Quadratsumme  vollständiger  Dilferentialien 
darstellbar  ist. 

In  einer  ebenen  «fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  ist  das 
Krüminungsinass  in  jedem  Punkte  in  jeder  Richtung  Null;  es  reicht 
aber  nach  der  frühem  Untersuchung,  um  die  Massverhiiltnisse  zu  be- 
stimmen, hin  zu  wissen,  dass  es  in  jedem  Punkte  in  n  — ■-— -  Flächen- 
richtungeii,    deren    Krümmungsmasse    von    einander    unabhängig    sind; 
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Null  sei.  Die  Mannigfaltigkeiten,  deren  Krütuiiuingsinass  Überall  =0 
ist,  lassen  sich  betrachten  als  ein  besonderer  Fall  derjenigen  Mannig- 
faltigkeiten ,  deren  Krümm ungsmass  allenthalben  constant.  ist.  Der 
gemeinsame  Charakter  dieser  Mannigfaltigkeiten,  deren  Krüinmungs- 
mass  constant  ist,  kann  auch  so  ausgedrückt  werden,  dass  sieh  die 
Figuren  in  ihnen  ohne  Dehnung  bewegen  lassen.  Denn  oifenbar  wür- 
den die  Figuren  in  ihnen  nicht  beliebig  verschiebbar  und  drehbar  sein 
können,  wenn  nicht  in  jedem  Punkte  in  allen  Richtungen  das  Krüm- 
nmngsmass  dasselbe  wäre.  Andererseits  aber  siud  durch  das  Kriini- 
muugsinas.s  die  Massverlialtuis.se  der  Mannigfaltigkeit  vollständig  be- 
stimmt; es  sind  daher  um  einen  Punkt  nach  allen  Richtungen  die 
Mass  Verhältnisse  genau  dieselben,  wie  um  einen  andern,  und  also  von 
ihm  ans  dieselben  Uonstvu.ctionen  ausführbar,  und  folglich  kann  in  den 
Mannigfaltigkeiten  mit  coiistantein  Krüninuuigsinass  den  Figuren  jede 
beliebige  Lage  gegeben  werden.  Die  Ma.ssvei'häl.t.nisse  dieser  Mannig- 
fa.ltigk eilen  hängen  nur  von  dem  VVerthe  des  Krümmuiigsn.iasses  ab, 
und  in  Bezug  auf  die  analytische  Darstellung  mag  bemerkt  werden, 
dass,  wenn  man  diesen.  VVerth  durch  a  bezeichnet,  dem  Ausdruck  für 
das  Linienelement  die  Form 


gegeben  werden  kann. 


5. 


Zur  geometrischen  Krlä.uterung  kann  die  Betrachtung  der  Flächen 
mit  constant em  Kriimnmngsniass  dienen.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
sich  die  Flächen,  deren  Krümmimgsmass  positiv  ist,  immer  auf  eine 
Kugel,  deren  Radius  gleich  1  dividirt  durch  die  Wurzel  aus  dem 
Krümmungsmass  ist,  wickeln  lassen  werden;  um  aber  die  ganze  Mannig- 
faltigkeit dieser  Flächen  zu  übersehen,  gebe  man  einer  derselben  die 
Gestalt  einer  Kugel  und  den  übrigen'  die  (testalt  von  Umdrehungs- 
fläelren,  welche  sie  im  Aequator  berühren.  Die  Flächen  mit  grösserem 
Krümmungsmass,  als  diese  Kugel,  werden  dann  die  Kugel  von  innen 
berühren  und  eine  Gestalt  annehmen,  wie  der  äussere  der  Axe  ab- 
gewandte Theil  der  Oberfläche  eines  Junges;  sie  würden  sieh  auf  Zonen 
von  Kugeln  mit  kleinerem  Halbmesser  wickeln  lassen,  aber  mehr  als 
einmal  herumreichen.  Die  Flächen  mit  kleinerem  positiven  Krümmungs- 
mass wird  man  erhalten,  wenn  man  aus  Kugelfläehen  mit  grösserem 
Radius  ein  von  zwei  grössteu  Halbkreisen  begrenztes  Stück  ausschneidet 
und  die  Schnittlinien  zusammenfügt.     Die  Fläche  mit  dem  Krümmungs- 
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mass  Null  wird  eine  auf  dem  Aequator  stellende  Oylind  er  fläche  wein: 
die  Flüchen  mit  negativem  Kriimuiungsmas*  aber  werden  diesen  Gylin- 
der  von  aussen  berühren  und  wie  der  innere  der  Axe  zugewandte  Theil 
der  Oberfläche  eines  Ringes  geformt  sein.  Denkt  man  sich  diese 
Flüchen  als  Ort  für  in  ihnen  bewegliche  riüehenstücke,  wie  den  Raum 
als  Ort  für  Körper,  so  sind  in  allen  diesen  Flächen  die  Flächenstücke 
ohne  Dehnung  beweglich.  Die  Flüchen  mit  positivem  Krümmungsuiass 
lassen  sich  stets  so  formen,  dass  die  Flächen.stückc  auch  ohne  Biegung 
beliebig  bewegt  werden  können,  nämlich  y.n  Kugelflächon,  die  mit  ne- 
gativem aber  nicht.  Ausser  dieser  Unabhängigkeit  der  Flüchenstücke 
vom  Ort  findet  bei  der  Flache  mit  dem  Krümmungsina.ss  Null  auch 
eine  Unabhängigkeit  der,  Richtung  vom  Ort  statt,  welche  bei  den 
übrigen  Flächen  nicht  stattfindet. 

III.    Anwendung  auf  den  Raum. 
1. 

Nach  diesen  Untersuchungen  über  die  Bestimmung  der  Massver- 
hältnisse einer  «fach  ausgedehnten  Grösse  lassen  sieh  nun  die  Bedin- 
gungen angeben,  welche  zur  Bestimmung  der  Massverhältnisse  des 
Raumes  hinreichend  und  nothwendig  sind,  wenn  Unabhängigkeit  der 
Linien  von  der  Lage  und  Darstellbarkeit  des  Linienelements  durch  die 
Quadratwurzel  aus  einem  DuTerentialausdrucke  zweiten  Grades ,  also 
Ebenheit  in  den  kleinsten  Theilen    vorausgesetzt  wird. 

Sie  lassen  sich  erstens  so  ausdrücken,  dass  das  Kriimmungsmass 
in  jedem  Punkte  in  drei  Eläehenriehl.nngen  =0  ist,  und  es  sind  da- 
her die  Massverhültnisse  des  Raumes  bestimmt,  wenn  die  Winkel- 
suimne  im  Dreieck   allenthalben  gleich  zwei  Rechten  ist. 

SeUt  man  aber  zweitens,  wie  Euklid,  nicht  bloss  eine  von  der 
Lage  unabhängige  Existenz  der  Linien,  sondern  auch  der  Körper 
voraus,  so  folgt,  dass  das  Krümmungsniass  allenthalben  constant  ist, 
und  es  ist  dann  in  allen  Dreiecken  die  Winkels  um  nie  bestimmt,  wenn 
sie  in  Einem  bestimmt  ist. 

Endlieh  könnte  man  drittens,  anstatt  die  Länge  der  Linien  als 
unabhängig  von  Ort  und  Richtung  anzunehmen,  auch  eine  Unab- 
hängigkeit ihrer  Länge  und  Richtung  vom  Ort  voraussetzen.  Nach 
dieser  Auffassung  sind  die  Ortsänd prangen  oder  Ortsversehiedenlieiten 
complexe  in  drei  unabhängige  Einheiten  ausdrüehbare  Grössen. 


Im  Laufe  der  bisherigen  Betrachtungen  wurden  zunächst  die  Aus- 
oder Gebiets  Verhältnisse  von   den  Massverhältnissen   geson- 
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dert,  und  gefunden,  dass  bei  denselben  Ausdehnung*  Verhältnissen,  ver- 
schiedene Massverhällnisse  denkbar  sind;  es  wurden  dann  die  Systeme 
einfacher  Ma.ssbest.ini  nunigen  .aufgesucht,  durch  welche  die  Massver- 
hiUtnisse  des  Raumes  völlig  bestimmt  sind  und  von  welchen  alle  Sätze 
über  dieselben  eine  noth wendige  folge  sind;  es  bleibt  nun  die  Frage 
zu  erörtern,  wie,  in  welchem  Grade  und  in  welchem  Umfange  diese 
Voraussetzungen  durch  die  Erfahrung  verbürgt,  werden.  In  dieser  Be- 
ziehung findet  zwischen  den  blossen  Ausdehnuiigsverhiili.nissen  und  den 
Massverhältnissen  eine  wesentliche  Verschiedenheit  statt,  insofern  bei 
eratern?  wo  die  möglichen  Fälle  eine,  diserete  Mannigfaltigkeit  bilden, 
die  Aussagen  der  Erfahrung  /war  nie  völlig  gewiss,  aber  nicht  un- 
genau sind,  während  bei  letztern,  wo  die  möglichen  Fälle  eine  stetige 
Mannigfaltigkeit  bilden,  jede  Bestimmung  aus  der  Krl'ahrung  immer 
ungenau  bleibt  — ■  es  mag  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  nahe  richtig 
ist,  noch  so  gross  sein.  Dieser  Umstand  wird  wichtig  bei  der  Aus- 
dehnung dieser  empirischen  Bestimmungen  über  die  (irenzen  der  Beob- 
achtung in's  Unmessbai'grosse  und  UuinessbaTklefiie;  denn  die  letztem 
können  offenbar  jenseits  der  Grenzen  der  Beobachtung  immer  unge- 
nauer werden,  die  ersteren  aber  nicht. 

Bei  der  Ausdehnung  der  ilaiimeonstructionen  in's  Unmessbargrosse 
ist  Unbegrenztheit  und  Unendlichkeit  zu  scheiden;  jene  gehört  zu  den 
A.usdehnungsverhältmsscn,  diese  zu  den  Massvei'hältnissen.  Dass  der 
Raum  eine  unbegrenzte  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  sei,  ist 
eine  Voraussetzung,  welche  bei  jeder  Auflassung  der  Aussenwelt  an- 
gewandt wird,  nach  welcher  in  jedem  Augenblicke  das  Gebiet  der 
wirklichen  Wahrnehmungen  ergänzt  und  die  möglichen  Orte  eines  ge- 
suchten Gegenstandes  eonstruirt  werden  und  welche  sich  bei  diesen 
Anwendungen  fortwährend  bestätigt.  Die  Unbegrenztheit  des  Raumes 
besitzt  daher  eine  grössere  empirische  (■ewissheit,  als  irgend  eine 
äussere  Erfahrung.  Hieraus  folgt  aber  die  Unendlichkeit  keineswegs; 
vielmehr  würde  der  Raum,  wenn  mau  Unabhängigkeit  der  Körper  vom 
Ort  voraussetzt,  ihm  also  ein  constantes  Krümmungsmass  zuschreibt. 
notlrwendig  endlich  sein,  so  bald  dieses  Krümmungsniass  einen  noch 
so  kleineu  positiven  Werth  hätte.  Man  würde,  wenn  man  die  in  einem 
l'lächenelement  liegenden.  A.nfa.ngsriclitungeu  zu  kürzesten  Linien  ver- 
längert, eine  unbegrenzte  Fläche  mit  constantem  positiven  Krünimungs- 
niass,  also  eine  Fläche  erhalten,  welche  in  einer  ebenen  dreifach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  die  Gestalt  einer  Kugelfläche  annehmen 
würde  und  welche  folglich  endlich  ist. 
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Die  Fragen  über  das  Uninessbargrossc  sind  für  die  Naturerklärung 
müseige  Fragen.  Anders  verhält  es  sich  aber  mit  den  Fragen  über 
das  Umnessbarkleine.  Auf  der  Genauigkeit,  mit  welcher  wir  die  Er- 
scheinungen in's  Unendlichkleine  verfolgen,  beruht  wesentlich  die  Er- 
kennt-niss  ihres  Causalzusaninienhangs.  Die  Fortschritte  der  letzten 
Jahrhunderte  in  der  Erkenntnis«  der  mechanischen  Natur  sind  fast 
allein  bedingt  durch  die  Genauigkeit  der  Oonstruction,  welche  durch 
die  Erfindung  der  Analysis  des  Unendlichen  und  die  von  Archiraed, 
Galliläi  und  Newton  aufgefundenen  einfachen  Grundbegriffe,  deren 
sich,  die  heutige  Physik  bedient,  möglich  geworden  ist.  In  den  Natur- 
wissenschaften aber,  wo  die  einlachen  Grundbegriffe  zu  solchen  Con- 
struetionen  bis  jetzt  fehlen,  verfolgt  man,  um  den  Causalzusammen- 
hang  zu  erkennen,  die  Erscheinungen  in's  räumlich  Kleine,  so  weit  es 
das  Mikroskop  nur  gestattet.  Die  Fragen  über  die  Mass  Verhältnisse 
des  Raumes  im  Uiunessbarkleinen.  gehören,  also  nicht  zu  den  müssigen. 

Setzt  man  voraus,  dass  die  Körner  unabhängig  vom  Ort  existiren, 
so  ist  das  Krümmungsmass  überall  constant,  und  es  folgt  dann  aus 
den  astronomischen  -Messungen.,  dass  es  nicht  von  Null  verschieden 
sein  kann;  jedenfalls  miissle  sein  reeipvoeer  Werth  eine  Fläche  sein, 
gegen  welche  das  unsern  Teleskopen,  zugängliche  Gebiet  verschwinden 
müssto.  Wenn  aber  eine  solche  Unabhängigkeit  der  Körper  vom  Ort 
nicht  stattfindet,  so  kann  man  aus  den  Massverhältnissen  im  Grossen 
nicht  auf  die  im  Unendlich  kl  einen  scldiessen;  es  kann  dann  in  jedem 
Punkte  das  K.rünin.rungsinass  in.  drei  liie-lituii gen  einen  beliebigen  Werth 
haben,  wenn  nur  die  ganze  Krümmung  jedes  messbaren  .llauiuth.eils 
nicht  merklich  von  Null  verschieden  ist;  noch  complieirtere  Verhält- 
nisse können  eintreten,  wenn  die  vorausgesetzte  Dar.s  teil  barkeit  eines 
Linien elements  durch  die  Quadratwurzel  ans  einem  Differentialausdruel; 
zweiten  Grades  nicht  stattfindet.  Nun  scheinen  aber  die  empirischen 
Begriffe,  in  welchen  die  räumlichen  Massbesf  immun  gen  gegründet  sind, 
der  Begriff  des  festen  Körpers  und  des  Lichtstrahls,  im  Unendlich- 
kleinen ihre  Gültigkeit  zu  verlieren;  es  ist  also  sehr  wohl  denkbar, 
dass  die  Massverhältnisse  des  Raumes  im  Unendliebldcineu  den  Vor- 
aussetzungen der  Geometrie  nicht  gemäss  sind,  und  dies  würde  man 
in  der  That  annehmen  müssen,  sobald  sieb  dadurch  die  Erscheinungen 
auf  einfachere  Weise  erklären  liessen. 

Die  Frage  über  die  Gültigkeit  der  Voraussetzungen  der  Geometrie 
im  UnencIlic.lJileine.il  hängt  zusammen  mit  der  Frage  nach  dem  innern 
Grunde   der  Massverhäilnisse   des   Raumes.     Bei   dieser  Frage,  welche 
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»voll!  noch  zur  Lelire  vom  Räume  gerechnet  werden  darf,  kommt  die 
obige  Bemerkung  zur  Anwendung,  dass  bei  einer  disereten  Mannig- 
faltigkeit das  Princip  der  Massverhältnisse  schon  in  dem  Begriffe 
dieser  Mannigfaltigkeit  enthalten  ist,  bei  einer  stetigen  aber  anders 
woher  hinzukommen  muss.  Es  muss  also  entweder  das  dem  Räume 
zu  Grunde  liegende  'Wirkliche  eine  discrete  Mannigfaltigkeit  bilden, 
oder  der  Grund  der  Mas  ^Verhältnisse  ausserhalb,  in  darauf  wirkenden 
bindenden  Kräften,  gesucht  werden. 

Die  Entscheidung  dieser  fragen  kami  nur  gefunden  werden,  indem 
man  von  der  bisherigen  durch  die  Erfahrung  bewährten  Auffassung 
der  Erscheinungen,  wozu  Newton  den  Grund  gelegt,  ausgeht  und 
diese  durch  T  hat  suchen ,  die  sich  aus  ihr  nicht  erMären  lassen,  ge- 
trieben allmählich  umarbeitet;  solche  Untersuchungen,  welche,  wie  die 
hier  geführte,  von  allgemeinen  Begriffen  ausgehen,  können  nur  dazu 
dienen,  dass  diese  Arbeit  nicht  durch  die  Beschränktheit  der  Begriffe 
gehindert  und  der  Fortschritt  im  Erkennen  des  Zusammenhangs  der 
Dinge  nicht  durch  überlieferte  Vorurtheile  gehemmt  wird. 

Es  führt  dies  hinüber  in  das  Gebiet  einer  andern  Wissenschaft, 
in  das  Gebiet  der  Physik,  welches  wohl  die  Natur  der  heutigen  Ver- 
anlassung nicht  zu  betreten  erlaubt. 


Uebersicht. 

lau  der  Untersuchung 

Begriff  einer  «facti   ausgedehnten  (iressc*) 

j.  1.  Stetige  und  discrete  Mannigfaltigkeiten,  t.isstininiie  Tlicile  einer  Mau- 
uijj-l'.ilfijriiiuL  heisseu  Quantii.  iiintheilang  der  Lehre  von  den  stetiger! 
Grossen  in  die  Lehre 

1)  von  den    blossen   GebietsverhiÜhiisseii ,   bei   weicher   eine    Unab- 
hängigkeit der  Grössen  vom  Ort  nicht  vorausgesetzt  wird, 

2)  von  den  Mass  Verhältnissen.  bei  welcher  eine  solche  Unabhängig- 
keit vorausgesetzt  werden  muss 

;,  2.  Erzeugung  des  Begriifs  einer  einfach,  zweifach.  .  ,  . ,  «fach  ausgedchu- 
fen  Mamiip;t\dti;rl;eit 

j,  3.  Zuriiekführung  der  Ortsbestimmung  in  einer  gegebenen  Mannigfaltig- 
keit auf  Quant  itilbdiestimmungen.  Wesen  Hieb  es  Kennzeichen  einer 
■ii  hieb  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 

,     Massverhältnisse,   deren   eine  Mannigfaltigkeit   von   u  Dimensionen   fähig 

*)  Art.  I.  bildet  zugleich  die  Vorarbeit  für  Beitrüge  zur  analysis  sitns. 
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ist*),    unter    der   Voraussetzung;   dass   die   Linien   unabhängig   von   der 
Lage  eine  Länge  besitzen,  also  jede  Linie  durch  jede  messbar  ist.     .     .     258 
§.  1,    Ausdruck  des  Linienelements.     Als  eben    werden   solche  Mannigfaltig, 
koiten  betrachtet,   in   denen  das  Linienel.enn.mt   durch   die  Wurzel  aus 

einer  Quadrai  summe  vollständiger  Ditferentalieü  siusdrüekhar  ist  .  .  259 
§.  2.  Untersuchung  der  «fach  an.sgedch'it:"]  Maiiüigfakigkiuten,  in  welchen 
d;:.s  f.inieneiement  durch  diy  Q.usidvu.f  Wurzel  aus  einem  Dilfercnfialaus- 
druelt  zweit üii  Grades  dargestellt  werden  kann,  Mass  ihrer  Abwei- 
ehung  von  der  Ebenheit  ( Kruinniungsnusss)  in  einem  gegebenen  Punkte 
und  einer  gegebenen  Fläclumriehtung.  Zur  Uestimniung  üiroj-  Mass- 
ytrliu'il.nisse  ist  es  (unter  gewissen  Ueschränkungeiil  zulassig  und 
hinreichend,   dass   das    Kriinmumgsjnass   in   jedem  Punkte  in  «. — - — 

Flächenrichtungen  beliebig  gegeben  wird 261 

§.  3.    Geometrische  Erläuterung 263 

§.  4.  Die  ebenen  Mannigfaltigkeiten  (in  denen  das  Krümmungsmass  allent- 
halben =  U  ist)  lassen  sieb  betrachten  als  einen  besondem  Fall  der 
Afmnigfaitigkeiteu  mit-  eonslaiUeii)  Kriimmungsniass.  Diese  kennen 
mich  dadurch  delinirt  werden,  dass  in  ihnen  Unabhängigkeit  der  lil'aeh 
ausgedehnten  Grössen  vom  Ort  (Lewe^barki.  it  derselben  ohne  Dehnung) 
stattfindet 203 

Sj.  5.    Flächen   mit  tonst  sintern  Jnj)-ur_'.ingsmasse 264 

III.     Anwendung  auf'  der.   Kaum ■ 265 

%.  1.    Systeme  von  Thatsacbcn,   welche  zur  Desfiminnug  der  Massverh'altnisse 

des  Raumes,  wie  die  Geometrie  sie  voraussetzt,  hinreichen      ....     265 

§.  2.  In  wie  weit  ist  die  Gültigkeif  dieser  euijiirischen  flest-immungen  wahr- 
scheinlich jenseits  der  Grenzen  der  JleübachtuLg  im  ünmessbsirgrosseii?     -205 

%.  3.    In  wie  weit  im  Unendlich  kleinen?     Zusammenhang   dieser  Frage   mit 

der  Naturerkliirung  **)       267 

*}  Die  Untersuchung  über  die  mügiieben  Massbesl.iniinungou  einer  lifaeh  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  Lst  sehr  unvüdstündig,  itiduss  1'iir  den  gegieiuiirtigc:.» 
Zweck  wohl  sxusreiehend. 

**)  Der  5,  ,'i.  des  Art.  LI  T.  bedarf  noch  einer  Dinar  beil.  eng  und  weitem  Ausführung. 
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XIV. 

Ein  Beitrag  zur  Elektrodynamik. 

(Aus  PoggendorTa  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  CXXXI.} 

Der  Königlichen  Soeietät  erlaube  ich  mir  eine  Bemerkung  mit- 
Kutlieilen ,  welche  die  Theorie  der  J  dielt  tri  ei  tat  und  des  Magnetismus 
mit  der  des  Lichts  und  der  strahlenden  Wärme  in  einen  nahen  Zu- 
sammenhang bringt,  Jcli  habe  gefunden,  dass  die  elektrodynamischen 
Wirkungen,  galvanischer  Ströme  sich  erklären  lassen,  wenn  man  an- 
nimmt, dass  die  Wirkung  einer  elektrischen  Masse  auf  die  übrigen 
nicht  momentan  geschieht,  sondern  sich  mit  einer  constanten.  (der  Licht- 
geschwindigkeit innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtr.nigsfehler  gleichen) 
Geschwindigkeit  au  ihnen  f'ortpüanzt.  Die  DilVereniialgleichung  für  die 
Fortpflanzung  der  elektrischen  Kraft  wird  hei  dieser  Annahme  dieselbe, 
wie  die  für  die  Fortpflanzung  des  Lichts  und  der  strahlenden  Wärme. 

Es  seien  S  und  S'  zwei  von  eonstanten  galvanischen  Strömen 
durchflosseno  und.  gegen  einander  nicht  bewegte  Leiter,  a  sei  ein 
elektrisches  Massentheilehen  im  Leiter  S,  welches  sieh  zur  Zeit  t  im 
Punkte  (x,  y,  z)  befinde,  s  ein  elektrisches  Mas senthei leben  von  S' 
und  befinde  sich  zur  Zeit  t  im  Punkte  (x ,  y,  /).  Ueber  die  Bewegung 
der  elektrischen  Massentheilchen,  welche  in  jedem  Leitcrth eilchen  für 
die  positiv  und  negativ  elekti'ischen  entgegengesetzt  ist,  mache  ich  die 
Voraussetzung,  dass  sie  in  jedem  Augenblicke  so  vertu  eilt  sind,  dass 
die  Summen 

über  sämmtliehe  M/issentheilehen  der  Leiter  ausgedehnt  gegen  dieselben 
Summen,  wenn  sie  nur  über  die  positiv  elektrischen  oder  nur  über 
die  negativ  elektrischen  Massentheilchen  ausgedehnt  werden,  vernach- 
lässigt werden  dürfen,  sobald  die  Function  /'  und  ihre  Dilf'erential- 
(jiiolienieii  stetig  sind. 

Diese  Voraussetzung  kann  auf  sehr  maniiigluli  ige  Weise  erfüllt; 
werden.  Nimmt  man  •/,.  B.  an,  dass  die  Leiter  in  den  kleinsten  Theilen 
kristallinisch    sind,    so    dass    sich    dieselbe   relative    Vertliuilmig    der 
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XIV.     Ein  Beitrag  zur  Elektrodynamik.  271 

h)  le  k  tri  ci  tüten  in  bestimmten  gegen  die  Dimensionen  der  Leiter  unend- 
lich kleinen  Abständen  periodisch  wiederholt,  so  sind,  wenn  ß  die 
Länge  einer  solchen  Periode  bezeichnet,  jene  Summen  unendlich  klein, 
wie  cß",  wenn,  f  und  ihre  Derivirten  bis  zur  (n  —  l)ten  Ordnung  stetig 

sind,  und  unendlich  klein  wie  e     ? ,  wenn  sie  sämmtlieh   stetig  sind. 


Erfahrungsmässiges  G-eaetz  der  elektrodynamischen  Wirkungen. 
Sind  die  specitischeii  Ktrüiui.utensitaten  .nach  mechanischem  Mass 
zur  Zeit  t  im  Punkte  {x,  y,  z)  parallel  den  drei  Axen  u,  v,  w,  und 
im  Punkte  (x'}  y ,  s')  u,  v\  vi,  und  bezeichnet  r  die  Entfernung  beider 
Punkte,  c  die  von  Kohlrausch  und  Weber  bestimmte  (Jonstante,  so 
ist  der  Erfahrung  nach  das  Potential  der  von  S  auf  S'  ausgeübten 
Kräfte 

''  +  « 


l-SS'- 


dS  </S'. 


dieses  Integral  Über  sänimtliche  Elemente  dS  und  dS'  der  Leiter  S 
und  S'  ausgedehnt.  Führt  man  statt  der  speeifisehen  Strom  Intensitäten 
die  Producte  aus  den.  Geschwindigkeiten  in  die  speei fischen  Dichtig- 
keiten und  dann  für  die  Producte  aus  diesen  in  die  Volume] erneute  die 
in  ihnen  enthaltenen    Massen  ein.  so  ü'eht  dienet'    Ausdruck  über  in 


S£~^-^^ 


<~Ul'_  \.y-) 
dt  dl. 


wenn  die  Aenderung  von  rB  während  der  Zeit  dt,  welche  von  der  Be- 
wegung von  *  herrührt,  durch  d,  und  die  von  der  Bewegung  von  e 
herrührende  durch  d'  bezeichnet  wird. 

.Dieser  Ausdruck  kann  durch  Hinwegnahme  von 

dl 
welches  durch  die  Snnimiruiig  nach  c  verseil  windet    in 


und  dieses  wieder  durch  Addition  von 


d  l        d  I 


welches  durch   die  Sinu.matiou  nach  e'  Null  wird,  in 
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XIV.     Ein   fiüimug  zur  Eluktroilviiamili. 


verwandelt  worden. 


Ableitung  dieses  Gesetzes  aus  der  neuen  Theorie, 
Nach    der  bisherigen  Annahme  über   die  elektrostatische  Wirkung 
wird    die    Potential  t'undion    /.'  beliebig  vertlieilier    elektrischer  Massen, 
wenn    q   ihre  Dichtigkeit   im   Punkte   (x,  y,  z)    bezeichnet,    durch   die 
Bedingung 

und  durch  die  Bedingung,  dass  l'  stetig  und  in  unendlicher  Entfernung 
von  wirkenden  Massen  eonstant  sei,  bestimmt.  Ein  parti ciliares  Tute- 
gral  der  Gleichung 

welches  überall  ausser  dem  Punkte  (Y,  y',  e)  stetig  bleibt,  ist 
ß*? 

und    diese    Eunction    bildet    die    vom   Punkte    (x,  y ,  z)   aus    erzeugte 

.r'otentialf'uncti.on,  wenn  sich  in  demselben  zur  Zeit  /  die  Masse  — /'(() 
befindet. 

Statt  dessen  nehme  ich  nun  an,  dass  die  Potential  Function  JJ  durch 
die  Bedingung 

d*U  (da-U  .   da-U  .    d-u\    .         .  „ 

w~  aK  W  +  w  +  m  +  tta4stQ  = 

bestimmt  wird,  so  dass  die  vom  Punkte  (V,  y,  s)  aus  erzeugte  Po- 
tentialfunction,  wenn   sich  in   demselben   zur   Zeit  t  die  Masse  —  f(t) 

befindet. 

wird. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  der  Masse  s  zur  Zeit  t  durch 
x,,  %jt,  st,  und  die  der  Masse  s  zur  Zeit  t'  durch  a£,  y',-,  z't,  und  setzt 
zur  Abkürzung 

((*,  -  x,f  +  (p,  -  gif  +  (s,  -  •;)')- ''  -  ~(1  -  F(t,  l) , 

so  wiril  nach  dieser  Annahme  das  Potential  von  s  auf  e   zur  Zeit  t 

—  --  itlit—  '  ,l). 
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XIV.     Ein  Beitrag  ™r  Ulektrotlyaamik.  2715 

Das  Potential  der  von  sänimtlicheu  Massen  s  des  Leiters  S  auf 
die  Massen  f'  des  Leiters  S'  von  der  Zeit  0  bis  zur  Zeit  t  aussei!  Wen 
Kräfte  wird  daher 


P=  —   l  SZss'Fi 


(«-£.«)< 


diu  Summen  über  summt]] che  Massen  beider  Leiter  ausgedehnt. 

Da  die  Bewegung  für  entgegengesetzt  elektrische  Massen  in  jedem 
Leitertheilchen  entgegengesetzt  ist,  so  erlangt  die  Function  F(t,  t') 
durch  die  Derivation  nach  t  die  Eigenschaft,  mit  e,  und  durch  die 
Derivation  nach  t'  die  Eigenschaft,  mit  t  ihr  Zeichen  zu  ändern.  Bei 
der  vorausgesetzten  Vertheilung  der  El  ek  (.riet  tüten  wird  daher,  wenn 
man  die  Derivationen  nach  t  durch  obere  und  nach  t'  durch  untere 
Accente  bezeichnet,  -ESea'F^''  fr,  %),  über  siimmtliehe  elektrische  Massen 
ii.ur-gedehnt,  nur  dann  nicht  unendlich  klein  gegen  die  über  die  elektri- 
schen Massen  einer  Art  erstreckte  Summe,  wenn  n  und  n  beide  un- 
gerade sind. 

Man  nehme  nun  an,  dass  die  elektrischen  Massen  während  der 
Fortpihrnzungszeit  der  Kraft  von  einem  Leiter  zum  anderen  nur  einen 
sehr  kleinen  Weg  zurücklegen,  und  betrachte  die  Wirkung  während 
eines  Zeitraums,  gegen,  welchen  die  Eortiiiliuizungszeit  verschwindet. 
In  dem  Ausdrucke  von   P  kann  man  da.nn  zunächst 


)—./>(. 


ersetzen,   da   21£es"F(jt,  r)   vernachlässigt    werden   darf.     Ma.n   erhält 
dadurch 


=  CdzSSEE    i'F'it  —  a,  x) 


<J(i. 


oder   wenn    man    die    Ordnung   der    Integrationen    umkehrt   und   %  -\-  c 
für  x  setzt, 


£Zn£  Cde  fdtF'fx,  x  +  ff). 


Verwandelt  mau  die  Grenzen   des  innern  Integrals  in  0  und  t, 

wird  dadurch  au  der  obern  Grenze  der  Ausdruck 
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XIV.     Ein  üätvag  zur  .iClcktrodyniiiiiil;. 


S(t)  =  ££ss'  ('da  j'thl<"(t  -\-r,  t  +  t+«) 

liinznget'i'igt,  und  an  der  untern  Grenze  der  Werth  dieses  Ausdrucks 
für  t  =  0  himv-eggeiioimri™.     Man  hat  also 

P=  fdtSSss'   fäaF(t,t  +  ff)  -  H(t)  +  ff(0). 

In  diesem  Ausdruck  kann  man  F'(f,  u+ff)  durch  J*"(r,  r  +  ff)  ~  J"(t,t) 
ersetzen,  da 

S-Ese' -£- -£"(*,  t) 

vernachlässigt  werden  darf.  Man  erhält  dadurch  als  Factor  von  es 
einen  Ausdruck,  der  sowohl  mit  s  als  mit  s  sein  Zeichen  lindert,  so 
dass  sich  bei  den  Sumniationen  die  Glieder  nicht  gegen  einander  auf- 
heben, und  unendlich  kleine  J.h-uehtlieile  der  einzelnen  Glieder  vernach- 
lässigt werden  dürfen.     Es  ergie'bt,  sieh   daher,  indem  man 

det  (-■) 
F-(z,  t  +  ff)  -  F'(v,  t)  durch  ö-^ 

ersetzt    und    die   Integration    nach    ff   ausführt,    bis   auf  einen   zu   ver- 

iiM.ehlitssigeiiden   Hrnclitlieil 

r  rr   dd'(v) 

V=J  Z2BB'£^-1^d*  -  H(t)  +  ff(0). 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  H(t)  und  -ff(0)  vernachlässigt,  werden 
dürfen;  denn  es  ist 

/.-((  +  ,.. /  +  ,  +  .)  — ^;'+  -yt  +  -^(t  +  „)  +  ..., 

folglich: 

/,■,-''(-,-)     .■•<<"(t)     ,-"'(t)      \ 

Hierin  aber  ist  nur  das  erste  Glied  des  Factors  von  ia'  mit  dem 
Factor  in  dem  ersten  J.Sestandtheile  von  /'  von  gleicher  Ordnung,  und 
dieses  liefert  wegen  der  Summation  nach  e  nur  einen  zu  vernach- 
lässigenden Bruchtheil  desselben. 

Der   Werth    von    P,    welcher   sich    aus    unserer   Theorie   ergiebt, 
stimmt  mit  dem  erfahrungsmiiss 
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XIV.     Ein  Beitrag  mir  Wektrodynamik.  275 

/■  rr'W'(f) 

iiberein,  wenn  man  acc  =  \cc  annimmt. 

Nach  der  Bestimmung  von  Weber  und   Konirausch  ist 
o-  439460. 10«  ^5S*! 

Secunde 
woraus  sieh  a  zu  41P40  <;'cot;Tsi]i]ii*clioii  Meilen  in  der  Secunde  ergiebt, 
wahrend    für    die    l/ie.litg'esclnvhK[igl;ei.t-    von    Busch    aus   Bradley's 
Aberrationsbeobachtungen  41094  Meilen,  und  von  Fizeau  durch  directe 
;  41882  Meilen  gefunden  worden  sind. 


Dieser  Aufsatz   wurde   von   Riemann   der  Königl.    Gesellschaft   der   Wissen- 
schaften zu  Göttingen  am  10.  Februar  1858  überreicht,   wie  aus   einer   dem  Titel 

ilcs  Manuscrirrtes.  biiiKügefügten  Bemerkung  tl (.'s  damaligen  Heereti-lrs  der  Gesell- 
schaft hervorgeht,  später  aber  -wieder  ku rückgezogen.  Nachdem  der  Aufsatz  nach 
Rieraann'ä  Tode  veröffentlicht  worden  war,  wurde  er  durch  Clausius  (Pe™en- 
dorffs  Annalen  Bd.  CS.XXV  p.  (Joe;  einer  Kritik  unteru'os -Jen ,  deren  weseutliebst.er 
Einwand  in  Folgendem  besteht: 

XtK-li   dci.  Yov<iii^et?uiigeu  tn.it  die  Summe: 


"/"•"(* 


einen  versch windend  kleinen  U'erth.  Die  Opei/at.ion,  vermöge  deren  spiiier  für  die- 
selbe ein  nicht  versch  wind  ein!  kleiner  Wci'th  gefunden  wird,  muss  datier  einen 
Trrthum  enthalten,  ilen  Clausius  in  der  Ausführung  eine:-  unberechtigten  Um- 
lii-hruug  der  .Inte^r.itüii^.felge  rindet. 

Der  Einwand  scheint  mir  begründet  und  ich  bin  mit  Clausius  der  Meinung, 
dass  Riemann  sich  denselben  selbst  gemacht,  uiul  deshalb  die  Arbeit  vor  der 
Publication  zurückgezogen  hat. 

Obwohl  damit  der  wesentlichere  Inhalt  der  .Riein;i.iiu"iehen  Deduction  dahin- 
l'n.llen  würde,  liabe  ich  midi  doch  zur  Aufrahme  dieses  Aufsatzes  in  die  vorliegende 
Sii.!.iimLi:njg  iiiitsehlusseu,  weil  ich  nicht  kii  entscheid  et)  wagte,  üb  er  nicht  doch 
noch  Keime  zu  weiteren  fruchtbaren  Gedanken  über  diese  höchst  interessante 
Frage  enthält.  W. 
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XV. 

licwcid  des  Satzes,,  dass  eine;  einwerthige  mehr  als  2»  fach 
periodische  Function  von  n  Veränderlichen  unmöglich  ist.*) 

■Auf    Horch  aidls  -loni'iiM.]    fi'U'   reine   und   LUi^'i-wii.ndte   MutliL'iuatilc,   lfd.    71.1 

. .  .  Den  Beweis  des  Satzes,  auf  welchen  Sie  neulich  die  Unterhal- 
tung lenkten,  dass  eine  einwei-thige  nioln'  als  2jri'ach  periodische  Function 
von  «Veränderlichen  unmöglich  ist,  habe  ich  im  Gespräch  wohl  nicht 
ganz  klar  ausgedrückt,  auch  um*  die  Grundgedanken  angegeben;  ich 
theile  ihn  Ihnen  daher  hier  noch  einmal  mit. 

Es  sei  /'  eine  2«  fach  periodische  Function  von  n Veränderlichen 
xv,  xi;  .  .  .,  xu  und  —  ich  darf  wohl  meine-  Ihnen  bekannten  Benen- 
nungen gebrauchen  —  der  l'eriodieitäbniodul  von  x,.  für  die  jtte  Periode 
ar.     Es  lassen  sich  dann  bekanntlich  die  Crossen  x  in  die  Form 


■2U 


für  v  =  1,  2, . 


setzen*'*),  so  dass  die  (Grössen  äj  reell  sind.  Lässt  man  nun  die  Grössen 
|  die  Werfche  von  0  bis  1  mit  Ausschluss  eines  von  diesen  Grenz- 
werthen  durchlaufen,  so  hat  das  dadurch  entstellende  2»  lach  ausge- 
dehnte Grössengebiet  die  Eigenschaft,  dass  jedes  System  von  Werthen 
der  «Veränderlichen  einem  und  nur  einem  Werth Systeme  innerhalb 
dieses  Grössengebiets  nach  den  ~2n  Modulsystemen  congruent  ist.  Ich 
werde,  um  mich  später  kürzer  ausdrücken  zu  können,  dieses  Gebiet 
„das  bei  diesen  2  u  Mod  als  v  steinen  periodisch  sich  wiederholende  Grösscn- 
gehiet"  -nennen. 

Hat  die  Function  nun   noch  ein  2n-\-ltes  Modulsystem,  welches 
sich  nicht  aus  den  2n  ersten  Modul  syst  einen,  zusammensetzen  lässt,  so 

*)  Auszug-  ans  einem  Hehi-eibeti  Kieniunns  an  Hm.  Weierstrass. 
**)  Dies   ist   nicht  immer    der  Fall,   sondern   nur,   wenn   die   Hm  Gleich  nngen, 

durch  welche  die  ti  rossen  i,  bestimmt  werden,  von  einander  imiibkilngig  sind;  die 
A\isnalimoii  sind  aber  leicht  zu  behandeln. 
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kann  man  die  einem  GrÖssensy  steine  nach  diesem  Modulsysteme  con- 
gruenten  Grössensy  steine  auf  innerhalb  dieses  Gebiets  liegende  nach 
den  2m  ersten  Modulsystemen  ihnen  congrueiite  zurück  rühren  und  da- 
durch offenbar  beliebig  -viele  innerhalb  diese*  Gebiets  liegende  und 
nach  den  2»-f-l  Modulsystemen  einander  congrueiite  Grösscnsyslenie 
erhalten,  wenn  nicht  zwei  von  den  nach  dem  2m-f-lten  Modulsysteme 
congruente  Grössensysteme  auch  nach  den  2«  ersten  M.odulsystemen 
congment  sind.  Jn  diesem  Falle  würden  zwischen  den  2m  -j-  1  Modul- 
sysl.emeu  n  Gleichungen  von  der  Form 


'2h< 


=  0, 


worin  die  Grössen  m  ganze  Zahlen  wären,  stattfinden,  und  folglich. 
wie  ich  spliter  zeigen  werde,  die  2m  +  1  Modul  Systeme  sieh  ans  2n  Mo- 
dulsystemen zusammensetzen  lassen. 

Man  theile  nun  für  jede  der  Grossem  §  die  Strecke  von  0  "bis  1 
in  <i  gleiche  Theile,  wodurch  das  bei  den  2m  ersten  Modulsysteiuen 
periodisch  wiederkehrende  Gebiet  in  </"  Gebiete  j: erfüllt,  in  deren  jedem 
sich  die  Grossen  %  nur  um  —  ändern.  Offenbar  müssen  dann  von 
mehr  als  q-"  nach  den  2n  -f-  1  Modulsystemen  einander  eongruenten  und 
in  jenem  Gebiete  liegenden  GrÖssensystemeu  nol.li wendig  zwei  in  dasselbe 
Theilgebiet  fallen,  so  dass  sieb  die  Werlhe  derselben.  Grösse  §  in  bei- 
den keinesfalls  um  mehr  als  von  einander  unterscheiden.  Die 
Function  bleibt  also  dann  ungeändert,  während  keine  der  Grössen  {; 
um  mehr  als  geändert  wird,  und  ist  folglich,  da  q  beliebig  gross 
genommen  werden  kann,  wenn  sie  stetig  ist,  eine  Function  von  we- 
niger als  n  linearen  Ausdrücken  der  Grössen  x. 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dass  sich  2n-\- 1  Modulsysteme,  zwi- 
schen denen  die  n  Gleichungen 

%V  in,  =  0 

stattfinden,  aus  2m  Modulsystemen  zusammensetzen  lassen. 

Man  kann  zunächst  leicht  beweisen,  dass  sich  zu  einem  Modul- 
systeme 


worin    die    Grössen    vi  ganze    Zahlen    ohne    genieitiscbüftliclien    Theiler 
sind,  immer  2n  —  1  andere  Modulsysteme  '(>.,.  hir  .  .  ,.!*2,i  so  finden  lassen. 
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dass  Congruenz  nach  den  Modulsystemen  o  mit  Congruenz  nach  den 
Modulsystetnen  h  identisch  ist.  Es  seien  8t  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  von  mi  und  mt  und  a,ß  zwei  der  Gleichung 

ßmt  —  kw»3  =  6t 
genügende  gtui/,0  Zahlen.     Setzt  man  dann 

ß'i  ,wi  +  ßj  %  =  cl  Hi 
und 

so  hat  man 

»'.-K-ff&L,  <--«<  +  7-K,- 

Es  lassen  sich  also  auch  umgekehrt  die  Modulsysteme  aA  und  o,2  aus 
den  Modulsystemen  b2n  und  c1  zusammensetzen,  und  folglich  ist  Con- 
gruenz nach  jenen  mit  Congruenz  nach  diesen  gleichbedeutend.  Man 
kann  daher  die  Modulsysteme  a,  und  a%  durch  die  Modulsysteme  e, 
und  &3„  ersetzen.  Auf  dieselbe  Weise  kann  man  nun,  wenn  03  der 
grösste  gemeinschaftlich*!  Theiler  von  6,  und  m3  ist,  die  Modul  Systeme 
tj  und  as  durch  das  Modulsystem 

und  durch  ein  Modulsystem  £>3„— 1  ersetzen.  Durch  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  erhält  man  offenbar  den  zu  beweisenden  Satz.  Der  Inhalt 
des  periodisch  sich  wiederholenden  Gebiets  ist  für  die  neuen  Modul- 
systeme b  derselbe  wie  für  die  alten. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich  in  den  n  Gleichungen 


Vo'ffl^O 


die  2n  ersten  Modulsysteme  so  durch  2n  neue  6,.  b.,,  ...,  hm  ersetzen, 
dass  diese  Gleich un gen.  die  Form 

Pbl  —  9ös»+i  —  ° 
annehmen,  worin  p  und  q  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
sind.     Sind  nun  y;  d  zwei  der  Gleichung 
pS  -f  qy  =  1 

genügende  ganze   Zahlen,    so   lassen  sich   offenbar   die   beiden  Modul- 
systeme hx  und  Ö3„-fi  durch  das  eine  Modulsystem 
av  b" 

I     1      I  2(1+1  p  t£ 

ersetzen.    Sämnitliciie  Mudiilsvsteme;  welche  sich  aus  den  Mod.nlsystenien 
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ö,,  o,,  . . .,  fl-2,1  +  1  zusammensetzen  lassen,  können  also  auch  aus  den- 
in  Modulsystemen  ■-- ,  bt,  bs,  ...,  bi„.  zusammengesetzt  werden,  und 
umgekehrt.  Der  Inhalt  des  periodisch  wied erkehrenden  Gebiets  be- 
trügt für  diese  in  Modulsysteme  mir  —  von  dem  für  die  in  ersten 
Modulsysteme  a.  Hat  die  Function  nun  ausser  diesen  Modulsystemen 
noch  ein  durch  ähnliche  ganz/.ahtige  (Hei  dum  gen  mit  ihnen  verbun- 
denes, so  lassen  sich  wieder  in  neue  Modulsysteme  finden,  aus  wel- 
chen sich  alle  diese  Modulsysteme  zusammensetzen  lassen,  und  der  In- 
halt des  periodisch  sich  wiederholenden  Gebiets  wird  dabei  wieder  auf 
einen  aliquoten  Theil  reducirt.  Wenn  dieses  Gebiet  unendlich  klein 
wird,  so  wird  die  Function  eine  Function  von  weniger  als  n  linearen 
Ausdrücken  der  Veränderlichen  und  zwar  von  n—  1  oder  n  — 2  oder 
n  —  m,  jenachdem  nur  eine,  oder  zwei  oder  m  Dimensionen  dieses 
Grössengebiets  unendlich  klein  werden.  Soll  dies  aber  nicht  eintreten, 
so  muss  die  Operation  schliesslich  abbrechen,  und  man  wird  also  zu 
in  Modulsystemen  gelangen,  aus  welchen  sich  sitmmtliebe  Modul- 
systeme der  Function  zusammensetzen  lassen. 

Göttingen,  den  26ten  October  1859. 
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XVI. 

Estratto  di  ,una  lettera  scritta  in  lingua  Italiana  il  di 
21  Gennaio  1864  al  Sig.  Professoro  Enrico  Betti. 

(Annali  di  Maiwmatica,  Ser.  I.  T.  VII.) 

Carissirao  Amieo 
. .  .  Per  trovare  VaLtraxirmc  di  un  cilindro  omogeneo  retto  ellissoi- 
dale  qualuQ(|U(!,  io  coiisidero,  introduccudo  c-ormliiiitti:  rrttj.ntgol.a.ri  x,  y,  2, 
il   t.ilunlro  inCmito  limilulo  delln.  diseguaglianza: 


ripieno  di  massa  di  densitä  costante  +  1,  se  s  <  0,  e  di  densitä 
—  1,  se  g  >  0.  Allora  se  poniamo,  come  e  solito,  il  potenziale  nel 
punto  x,  y,  g  eguale  a  V  e 

|Z_X,  «I_r,  "-z, 

dm  oy  'es  ' 

si  ha  per  z  =  0,   V=  0,  X  =  0,  Y=  0. 

Z  b  eguale   a.l   poton/iale   rlell'   ellisse: 

1  -  ;!■  -  Jf  >  0 

colhi  densitä  2,  e  si  trova  co]  metodo  di  Dirichlet,  se  denotia.mo  con 
ö  la  radice  maggiore  doli'  ecpiazione: 


i/(>+:.)  (>+^. 

con  Z>: 

4   j'VWds 

X  ed   Y  si  possono  determinare   dalle  equazioni: 
ÖS         gx  '   'dß         dy 
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ß  dalle  condizioni: 

x  =  o,  r=o 

per  s  =  0. 

Per  effettuare  quosta  detenninazione  convieue  di  sontituire  inveee  di 

4    /  ,  2    I    esteso  per  il  contorno    intero  tli  un  pezzo   del  Piano  degli 

s,  che  eontiene  il  valore  ß  senza  contenere  verun  altro  valore  di   dira- 
mazione  o  di  diseontinuiU  della  funzione  sotto  il  segno  integrale.    Se 
denotiamo   le    radici    di  F=0  in    ordine    di    graudezza   con  ff,  a'}  ff", 
questi  valori  sono  tutti  reali  e  in  ordine  di  grandezza: 
ff,  0,  ff',  —  ¥,  ff",  - 


in  modo  che: 

Posto 

<5>0>ff'>-&a>ö"> 

J-— <  — y 

viene 

z=2  fVto=*  da 

y;.        _  y« 

flts-i')  *äM  —  j'(l-e)  tdi—jfö  —  l)  !<Jlog£, 

81  , 

^^  -  -  2«j*  («■  h-  «)-*(*■ + »r*  *«  -  jüH-ii  y?H  ■ 

Dunque  si  trova  per  integi'av.ionu  parzialu: 

Se  si  prende  la  via  dell'  integrazione  come   nella  espressione  dl  Z  il 
valore   dell*  integrale  sodisfa  seinpre  alla  condizionc: 


ma  puö  differire  di  funzioni  di  x  e  di  y,  la  funzione  sotto  segno  in- 
tegrale essendo  discontinua  anche  per  t  =  0.  Dunque  oecorre  una 
determinazione  olterioro  della  via  dell'  integrazione, 
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Nella  eapressione  di  -g—  =  -?— -  la  f'unzione  sotto  segno  integrale 
e  continua  per  s  =  0;  dimque  il  pezzo  del  piano  degli  s,  per  il  cui 
conto rno  1' integrale  e  esteso,  dove  contenere  s  =  ff  e  puö  contenere 
o  nos=0,  ma  nessuno  altro  dei  valori  sopra  notati.  Nella  esprea- 
sione  di  X  questo  pezzo  deve  essere  doturminato  in  modo  che  Xsia  =  0 
per  $  =  0;  e  affinche  ciö  avvenga,  dovendo  contenere  s  =  ö,  deve  anclie 
contenere  In  maggiore  radice  di  ts  =  0  (la  quäle  e  la  maggiore  radice 
di  t  =  0,  se 

i-S-*<o, 


ma  nessun  altra  radice  di  ts  =  0.  Perche  per  g  =  0  le  radici  di 
F  =  0  coiueiclono  colle  radici  di  ts  =  0,  e  se  la  via  dell'  integrazione 
passasse  tra  due  valori  di  discontinuitä,  che  coincidono  per  z  =  0, 
doverehbe  per  z  =  0  passare  per-questo  valore  in  modo  che  l'iutegrale 
nella  espressione  di  X  diverrebhe  infinito  ed  il  valore  nono staute  il 
fattore  z  rimarrebbe  finito,   — 

Vostro  äff"10  Amico  Riemann. 
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XVII. 

Ueber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener 
Begrenzung.*) 

1. 
Eine  Flüche  lässt  sieh  im  Sinne  der  analytischen  Geometrie  dar- 
stellen, indem  man  die  rechtwinkligen  Coordmaten  x,  y,  z  eines  in  ihr 
beweglichen  Punktes  als  eindeutige  Functionen  von  zwei  unabhängigen 
veränderlich™  Grössen  p  und  <j  anhiebt.  Nehmen  dann  p  und  q  be- 
stimmte eonstante  Werthe  an.,  so  entspricht  dieser  einen  Combination 
immer  nur  ein  einziger  Punkt  der  Fläche.  Die  unabhängigen  Variabein 
p  und  q  können  in  sehr  mannigfacher  Weise  gewählt  werden,  Für 
eine  einfach  zusammenhängende  Flüche  geschieht  dies 
wie  folgt.  Man  lässt  die  Fläche  längs  der  ganzen  '. 
nehmen  um  einen  F  lachen  streifen,  dessen  lärmte  überall  unendlich  klein 
in  derselben  Ordnung  ist.  Durch  "Wiederholung  rlieses  Verfahrens  wird 
die  Fläche  fortwährend  verkleinert,  bis  sie  in  einen  Punkt  übergeht. 
Die  hierbei  der  Reihe  nach  auftretenden  Begrenzungscurven  sind  in 
sich  zurücklaufende,  von  einander  getrennte  Linien.  Man.  kann  sie 
dadurch  unterscheiden,  dass  man  in  jeder  von  ihnen  der  Grosse  p 
einen  besondern  constanten  Werth  beilegt,  der  um  ein  rjjieiKllichkJein.es 
zu-  oder  abnimmt,  je  nachdem  man  zu  der  benachbarten  umschliessen- 
rten  oder  umschlossenen  Curve  übergeht.  Die  Function  p  hat  dann 
einen  constant.cn  Maximalwert!!  in  der  Begrenzung  der  Fläche  und 
einen  Minimal  werth  in  dein  einen  Punkte  im  Innern,  in   welchen  die 

"■)  Dieser  Abhandlung  liegt  ei»  Mamiscnpi  Riemann's  zu  Grunde,  welches 
nach  der  eigenen  Aeusserung  dü-a  Yeviiiasyrs  in  den  Juliren  18G0  und  1861  ent- 
stunden ist.  Dieses  Munuscript,  welches  in  gedingter  Kürze  nur  die  Jj'on-uolii 
und  keinen  Test  eutlui.lt,  wurde  mir  von  Iiiemann  im  April  ISfifi  zur  Hearhi.atuiig 
anvertraut.  Ks  ist  daraus  e.ie  .Abhiiudkiiig  1h:t\  iiryo^i'.nyeii,  welehe  ich  am 
6.  Januar  18(17  il i = l-  KüniijUoh-!:  fiese'lseluiit  der  Wh- sei: hi;1:;i  i'iüii  zu  ( -■  ö r t : r. ii -;■  rr  ein- 
gereicht habe,  und  welche  im  i:i.  Hand  der  Abband  Li  mgeit  dieser  Gesellschaft  ab- 
gedruckt  ist.      Diese   Abhandlung-  Uominl.    liier    in   sorgfältiger   Ocbera.rl.ieititng   Mira 

zweiten  Haie  zum  Abdruck.  K,  Hatten  dorff, 
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al  Im  Üblich  abnehmende  Flüche  zuletzt  zusammenschrumpft.  Don  Uober- 
gang  von  einer  Begrenzung  der  abnehmenden  Fläche  zur  nächsten 
kann  man  dadurch  hergestellt  denken,  das«  man  jeden  Punkt  der  Curve 
(ji)  in  einen  bestimmten  unendlich  nahen  Punkt  der  Curve  (p  +  dp) 
übergehen  lässt.  Die  Wege  der  einzelnen  Punkte  bilden  dann  ein 
zweites  System  von  Curven,  die  von  dem  Punkte  des  Minimal  werthes 
von  p  strahlenförmig  nach  der  Begrenzung  der  Fläche  verlaufen.  In 
jeder  dieser  Curven  legt  man  q  einen  besondern  constanten  Werth  bei, 
der  in  einer  beliebig  gewühlten  Anfangvseurve  am  kleinsten  ist  und 
von  da  beim  Uebergange  von  einer  Curve  des  zweiten  Systems  zur 
andern  .stetig  wächst,  wenn  man.  zum  /weck  dieses  (Teberganges  irgend 
eine  Curve  (p)  in  bestimmter  Richtung  durchlauft.  Reim  Febergange 
von  der  letzten  Curve  (q)  zur  Anfangscurve  ändert  sich  q  sprung- 
weise um  eine  endliche  Constante. 

Um  eine  mehrfach  zusaiimietihüiigcmle  .fläche  ebenso  zu  behan- 
deln, kann  man  sie  zuvor  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende zerlegen. 

Irgend  ein  Punkt  ilev  Fläche  lässt  sich  hiernach,  als  Durch  schnitt 
einer  bestimmten  Curve  des  Systems  (p)  mit  einer  bestimmten  Curve 
des  Systems  ('])  auffassen.  Die  in  dem  Punkte  (p,  <■/)  errichtete  Nor- 
male verläuft  von  der  Fläche  aus  in  zwei  entgegen  gesetzten  liicbtnngen, 
der  positiven  und  der  negativen.  Zu  ihrer  Unterscheidung  hat  man 
über  die  gegenseitige  Lage  der  wachsenden  positiven  Normale,  der 
wachsenden  p  und  der  wachsenden  q  eine  Bestimmung  zu  treffen.  Ist 
nichts  anderes  festgesetzt,  so  mögt:,  von  der  positiven  x-Axq  aus  ge- 
sehen, die  positive  y-Axe  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  positive 
g-Axe  übergeführt  werden  durch  eine  Drehung  von  rechts  nach  links. 
Und  die_  Richtung  der  wachsenden  positiven  Normale  liege  zu  den 
Richtungen  der  wachsenden  p  und  der  wachsenden  q,  wie  die  positive 
X-A.S.G  zur  positiven  ?/-Axe  und  zur  positiven  s-Axe.  Die  Seite  der 
Flüche,  auf  welcher  die  positive  .Normale  liegt,  soll  die  positive  Seite 
der  Fläche  genannt  werden. 

2. 
Ueber  das  Gebiet  der  Flüche  sei  ein  Integral  zu  erstrecken,  dessen 
Element  gleich  ist  dem  Element  dpäq  multiplicirt  in  eine  Function al- 
determinante,  also 

zur  Abkürzung  geschrieben  werden  soll 

J'jWd'j)- 


m 
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Denkt  man  sich  /'  und  g  als  unabhängige  Variable  eingeführt,  so 
geht  das  Integral  über  in  ff  elf  dg,  und  es  lässt  sieh  die  Integration 
nach  /'  oder  nach  g  ausführen.  Die  wirkliche  Einsetzung  von  /'  und  g 
als  unabhängigen  Variabein  verursacht  aber  Schwierigkeiten  oder 
wenigstens  weithin!  ige  Cnt.ers.eh  ei  (.hingen,  wenn,  dieselbe  Werthecom- 
bination  von  f  und  g  in  mehreren  Punkten  der  J'lilclie  oder  in  einer 
Linie  vorhanden  ist.  Sie  ist  ganz  unmöglich,  wenn  f  und  g  com- 
plex  sind. 

Es  ist  daher  zweckmässig,  zur  Ausführung  der  Integration  nach 
/'oder  g  das  Verfahren  von  Jacobi  (Crelle's  Journal  Bd.  27  p.  208) 
anzuwenden,  bei  welchem  p  und  q  als  unabhängige  Variable  beibe- 
halten werden.  Um  in  Beziehung  auf  f  zu  integriren,  hat  man  die 
Functionaideterminante  in  die  Form  zu  bringen 

'('%)    4fe) 

dp  v  <i 


und   erhält  zuniielist 


MD 

dg. 


dq  =  0, 


f- 


weil  die  Integration  durch  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie  erstreckt 
wird.     Dagegen  ist 

in  der  Richtung  der  wachsenden  p  zu  nehmen,  d.  h.  von  dem  Minimal- 
punkte im  Innern  durch  eine  Ourve  (q)  bis  zur  Begrenzung.  Man  er- 
hält f .-'  ■  und  zwar  den  Werth,  den  dieser  Ausdruck  in  der  Begrenzung 
annimmt,  da  an  der  untern  Grenze  des  Integrals  -,■■  =  0  ist.  Folg- 
lich wird 

und  das  einfache  Integral  rechts  ist  in  der  Richtung  der  wach  senden 
5  durch  die  Begrenzung  erstreckt.  Andererseits  hat  man  nach  der 
eingeführten  Bezeichnung  (df'dg)  = —  (dg  (ff),  und  daher 

ffW»)  --ffVädf)  --fgdf, 

wobei  das  einlache  Integral  rechts  ebenfalls  in  der  Richtung  der  wach- 
senden q  durch  die.  Begreimmg  der  Flüche  zu  nehmen  ist. 
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3. 

Die  Flüche,  deren  Punkte  durch  die  Curven Systeme  (p),  (g)  fest- 
gelegt sind,  soll  in  der  folgenden  Weise  auf  einer  Kugel  vom  Radius  1 
abgebildet  werden.  Im  Punkte  (p,  q)  der  Fläche,  dessen  rechtwinklige 
Coordinaten  x,  y,  z  sind,  ziehe  man  die  positive  Normale  und  lege  zu 
ihr  eine  Parallele  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel.  Der  Endpunkt 
dieser  Parallelen  auf  der  Kugelober  fläche  ist  die  Abbildung  des  Punktes 
(x,  y,  g).  Durchläuft  der  Punkt  (x,  y,  g)  auf  der  stetig  gekrümmten 
Fläche  eine  zusammenhängende  Linie,  so  wird  auch  die  Abbildung 
derselben  auf  der  Kugel  eine  zusammenhängende  Linie  .sein.  Auf  die- 
selbe Weise  erhält  man  als  Abbildung  eines  Fluchens tücks  ein  Flächen- 
stuck, als  Abbildung  der  ganzen  Fläche  eine  Fläche,  welche  die  Kugel 
oder  einen  Tbeil   derselben  einlach   oder  mehrfach  bedeckt. 

Der  Punkt  auf  der  Kugel,  welcher  die  .Richtung  der  positiven 
x-Axe  angiebt,  werde  zum  Pol  gewählt  und  der  Anfang smeridi an  durch 
den  Punkt  gelegt,  welcher  der  positiven  i/-A.xe  entspricht.  Die  Ab- 
bildung des  Punktes  (x,  y,  z)  wird  dann  auf  der  Kugel  festgelegt 
durch  ihre  Poldistanz  r  und  den  Winkel  tp,  welchen  ihr  Meridian  mit 
dem  Anfangsmeridian  einsehliesst.  Für  das  Vorzeichen  von  <p  gilt  die 
Bestimmung,  dass  der  der  positiven  0-Axe  entsprechende  Punkt  die 
Coordinaten     r  =  — ,   tp  =  +  -■-  haben  soll. 


Hiernach  erhält  man  als  DiHerPiitial-trleicluLiig  der  Fläche 
(1J  cosrdx  -\-  sinr  costpdy  -f-  sinr  smq>dg  =  0. 

Sind  y   und   z   die    unabhängigen    Varia.beln,    so    ergeben    sich  für 
r  und  <p  die  Gleichungen 


±yi 

+<K>' 

+  (§f)' 

sinr 

cos  tp  = 

=+]A 

8y 

W 

sin« 

■  sin  a>  = 

dx 

8z 

*y>+ (!)■+©' 


in   welchen   gleichzeitig    entweder    die   oberen    oder   die   unteren   Vor- 
zeichen gelten. 
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Ein  Parallelogramm  auf  der  positiven  Seite  der  Flüche,  begrenzt 
von  den  Curvcn  (p)  und  (p  -[-  dp),  (q)  und  (q  +  dq),  projicirt  sieh 
auf  der  3/2-Ebene  in  einem  Flüchenelemento,  dessen  Inhalt  gleich  dem 
absoluten.  Werthe  von  (dyde)  ist.     Das  Vorzeichen  dieser  Functional- 

determinante  ist  verschieden,  je  nachdem  die  im  Punkte  (p,  '/)  errichtete 
positive  Normale  mit  der  positiven  ,'c-Axe  einen  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel  einsehliesst.  In  dem  ersten  Falle  liegen  nenilich  die  Pro- 
jeetionen  von  dp  und  dq  in  der  yg-  Ebene  ebenso  zu  einander  wie  die 
positive  y-Axe  zur  positiven  £-Axe,  im  zweiten  Falle  umgekehrt.  Daher 
ist  die  Func.tidiial.deterjiiiiiante  ■  im  ersten  Falle  positiv,  im  zweiten 
negativ.     Und  der  Ausdruck 

—  (dy  de) 

ist  immer  positiv.  Er  gieltt  den  Inhalt  des  unendlich  kleinen  Parallelo- 
gramms auf  der  Fläche.  Um  also  den  Inhalt  der  Fläche  selbst  zu 
erhalten,  hat  man  das  Doppel  integral 

s-//sb  (<'?"") 

über  die  ganze  Fläche  zu  erstrecken. 

Soll  dieser  Inhalt  ein  Minimum  sein,  so  ist  die  erste  Variation 
des  .Doppelintegra.ls  —  0  zu  setzen.     Man  erhält 


./:/, 


c_x  edsr,     ,    ex  ei$:c 
dy    dy      '    du    gs 


(äyde)  =  0, 


und  es  gilt  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  vor  der  Wurzel,  je 
nachdem  (dyde)  positiv  oder  negativ  ist.  Die  linke  Seite  lässt  sich 
schreiben 

/  /  w-  ( —  sin  r  ces  <p  Sx)  (dy  de) 

+  /  /  Tj-( —  sinr  sin<p  3x)  (dyde) 

—  /  f  8%  g-  ( —  sin  v  eos  q>)  (dy  dz) 

—  /  I  dx  -«-  ( — ■  sinr  sintp)  (dyde). 

Die  beiden  ersten  Integrale  reduciren  sich  auf  einfache  Integrale,   die 

in  der  Richtung  der  wachsenden  q  durch  die  Begrenzung  der  Fläche 
zu  nehmen  sind,  nemlich 

j  Ös;  ( —  sin  r  cos  q>  de  -f-  sin  r  sin  <p  dy). 
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Der  Werth  ist  =  0,  da  in  der  Begrenzung  dz  =  0  ist.    Die  Bedingung 
des  Minimum  lautet  also 

Sie  wird  erfüllt,  wenn 

(2)  —  sinr  sinipdy  -(-  sin»'  cos (p dz  =  dl 
ein  vollständiges  Dilferential  ist, 

5. 

Die  Ooordinaten  r  und  <p  auf  der  .Kugel  lassen  sich  ersetzen  durch 
eine  complexe  Grösse  ij  =  ig  ■■-  C",  deren  geometrische  Bedeutung 
leicht  zu  erkennen  ist.  Legt  man  neinlich  an  die  Kugel  im  Pol  eine 
Tangentialebene,  deren  positive  Suite  von  der  Kugel  ab gekehrt  ist,  und 
zieht  vom  Gegenpol  eine  Gerade  durch  den  Punkt  (r,  <p),  so  trifft 
diese  die  Tangentialebene  in  einem  Punkte,  der  die  complexe  Grösse 
2  h  repräsentirt.  Dem  Pol  entspricht  i\  =  0,  dem  Gegenpol  t\  =  oo. 
Für  die  Punkte,  welche  die  Kiel  mm  gen  der  positiven  y-  und  der  posi- 
tiven 2-Axe  angeben,  ist  ij  =  +  1  un<l  resp.  =  -f-  i. 

Führt  man  noch  die  eomplexen  Grossen 

v  =  ty  ä  e~H'\ s  =  y  +  %h  $'  =  y  —  ai 

ein,  so  gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  über  in  folgende: 

(1*)  (1  —  ifjj')  dx  -\-  tf  ds  -\-  ij  ds'  =  0, 

(2*)  (1  +  vn")  äii  —  t]'  ds  +  n  äs  =  0. 

Diese    lassen   sieh   durch  Addition   und    Suhtraction    verbinden.      Dabei 

werde 

i  +  jj  =  21,  x—  ri  =  2X' 
gesetzt,  so  dass  umgekehrt  #  =  X  -|=-  X'  ist.    Das  Problem  finde!,  dann 
seinen  analytischen  Ausdruck  in  den  beiden  Gleichungen 

(3)  äs  —  tjäX  -f  -,  dX  =  0, 

(4)  ds'  +  -  c/X  —  i)'t?X'  =  0. 

Betrachtet  man  X  und  X'  als  unabhängige  Variable  und  stellt 
die  Bedingungen  dafür  auf,  dass  ds  und  d-s  vollständige  Diifemitialc 
sind,  so  findet  sieh 

£^=0    ^1  =  0 

d.h.  es  ist  v{  nur  von  X,  ij'  nur  von  X'  abhängig,  und   deshalb  um- 
gekehrt X  eine  Function  nur  von  ij,  X'  eine  Function  nur  von  ij'. 
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Hiemach  ist  die  Aufgabe  darauf  zurikd;:  geführt,  1}  als  Function  der 
eomplexeu  Ya.riabeln  X  oder  umgekehrt  X  als  Function  der  eoiriploxeu 
Varia  belli  rj  so  zu  bestimmen,  dass  zugleich  den  Grenzbedingmigen 
Geniige  geleistet  werde.  Kennt  man  jj  als  Function  von  X,  so  ergiebl. 
sich  daraus  if,  indem  man  in  dem  Ausdrucke  von  ?j  jede  complexe 
Zahl  in  die  eonjugirte  verwandelt.  Alsdann  hat  man  nur  noch  die 
(ihk-bmigen  (J'i)  und  (4)  zu  hitegrireu,  um  die  Ausdrücke  für  s  und  s 
zu  erlangen.  Aus  diesen  erhält  man  endlich  durch  Elimination  von  r, 
eine  Gleichung  zwischen,  x,  y,  s,  die  Gleichung  der  Minimalfläche. 


Sind  die  Gleichungen  (p)  und  (4)  integrirt,  so  lässt  sich  auch  der 
Inhalt  der  Mininialft  liehe  selbst  leicht  angeben,  nemlich 

Die  Funetiona.ldeterminante  (ßyäü)  formt  sich  in  folgender  Weise  ura 

-4(<!säs') 

*    /      ,  1  \  dxZx  ..     .  ,. 

JJ(2  +  „'  +  ^)|f|f(<i,1i,') 

Zur  weiteren  Umformung  dieses  Ausdruokes  kann  man  y  aus  T 
und  Y',  2  aus  ü  und  Z'  ebenso  zusammensetzen  wie  x  aus  X  und  X'. 
so  dass  die  l.ileiehungeu  gelten 


Danach  erhält 

2iS  — 


•fn1*-  x'-fwdv'' 

•  n  —  x  +  T,  rj  —  x-x', 

9-T+  T,   t,i-Y-  T, 

i—z  +  z;  ii  —  z  —z'. 
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Alsdann  erhält  man  schliesslich 

(5)  S  =  —  iff[(dXdX')  +  (dFdF)  -f-  (äZdZ')] 

=  i  ff  [(***$  +  («)  +  (<*^ä)J- 


Die  Minimalfläche  und  ihre  Abbildungen  auf1  der  Kugel  wie  in 
den  Ebenen,  deren  Punkte  resp.  die  complexen  Grössen  17,  X,  Y,  Z 
reprüsentiren ,  sind  einander  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich.  Man 
erkennt  dies  sofort,  wenn  man  das  Quadrat  des  Linearelementes  in 
diesen  Flächen  ausdrückt.  Dasselbe  ist 
auf  der  Kugel  sin  t*  d  log  t]  d  log  r/, 

in  der  Ebene  der  13  di\  drj' 

in  der  Ebene  der  X  ■■—  -^  dti  dt{, 

6 1\  &r\      '     " 

in  der  Ebene  der  Y  — -  ■^-.dtidvi, 

in  der  Ebene  der  Z  —  ^4  (?ij  djj', 

in  der  Minimalfläche  selbst 
d£-  +  <Ü4/a  +  de*  =  (dX  +  dZ')8  +  (ßT  +  dY'f  +  (d2  +  ilZ'f 

—  2(dXdX'  +  dFtsr  +  <iz<iz') 

o /Sic    2a!    ,    dy  By     .    de    dz\    7     ,  - 

_  2fe  ■  N  +  R  ä?  +  <h  5?J  ^ Ä' ' 

Es  ist  nemlich  nach  den  Gleichungen  (;>)  und  (4),  wenn  man  darin  7/ 

und  jj'  als  im  abhängige    Variable  ansieht: 


1  Ti 

3ij 

=   —  S] 

H> 

,dX' 

1  W 

3s' 
~8? 

—  —  n 

dX<  +  dY° 

+  dZ* 

=  0, 

äX'*-\ 

-ff'' 

+  dZf' 

—  0. 

Das  Verhältniss  von  irgend  zwei  der  obigen  quadrirten  Lincarelemente 
ist  unabhängig  von  dt]  und  drf,  d.  h.  von  der  Richtung  dos  Elementes, 
und  darin  beruht  die  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbildung. 
Da  die  Liiiearvurgriissenmg  bei  der  Abbildung  in  irgend  einem  Punkte 
nach  allen  Richtungen  dieselbe  ist,  so  erhält  man  die  Flächenver- 
grösserung  gleich  dem  Quadrat  der  Linearvergrösserung.  Das  Quadrat 
des  Linearelementes  in  der  Miuimalrläche  ist  aber  gleich  der  doppelten 
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Summe  der  Quadrate  der  entsprechenden.  Linctirelemente  in  den  Ebenen 
der  X,  der  Y  und  der  Z.  Daher  ist  auch  das  Flächenelement  in  der 
Minimalfläche  gleich  der  doppelten  Summe  der  entsprechenden  Flächen- 
elemente in  jenen  Ebenen.  Dasselbe  gilt  von  der  ganzen  Fläche  und 
ihren  Abbildungen  in  den  Ebenen  der  X,   Y,  Z. 


Eine  wichtige  Polgerung  lnsst  sieh  noch  ans  dem  Satze  von  der 
Aelinlichkeit.  in  den  kleinsten  T  heilen  ziehen,  wenn  man  eine  neue 
complcxe  Variable  ifc  dadurch  einführt,  dass  man  auf  der  Kugel  den 
Pol  in  einen  beliebigen  Punkt  (i)  =  a)  verlegt  und  den  Anfangs  in  eridian 
beliebig  wühlt.  Hat  dann  %  für  das  neue  (.■oardiiialen-iysleiu  dieselbe 
Bedeutung  wie  ij  für  das  alte,  so  kann  man  jetzt  ein  unendlich  kleines 
Dreieck  auf  der  Kugel  sowohl  in  der  Ebene  der  ij  als  in  der  der  ij, 
abbilden.  Die  beiden  Bilder  sind  dann  auch  Abbildungen  von  ein- 
ander und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlieh.  Für  den  Fall  der  directen 
Aelinlichkeit  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass  -j1  unabhängig  ist  von 
der  Eichtung  der  Verschiebung  von  ij,  d.  h.  dass  ?;,  eine  Function  der 
complexen  Variahein  jj  ist.  Den  Fall  der  invorsen  (symmetrischen) 
Aelinlichkeit  kann  man  auf  den  vorigen  zurückführen,  indem  man  statt 
jj1  die  eonjngirte  complexe  Grosse  nimmt.  Um  nun  tj1  als  Function 
von  t[  auszudrücken,  hat  man  zu  beachten,  dass  %  =  0  ist  in  dem 
einen  Punkte  der  Kugel,  für  welchen  7}  =  et,  und  ijj  =  oo  in  dem  dia- 
metral gegenüberliegenden  Punkte,  d.  h.  für  y  =  ■ '-,■    Danach  ergiebt 

sich  ijj  =  c  y  f-  ■  Zur  Bestimmung  der  Constanton  c  dient  die  Be- 
merkung, dass,  wenn  %  =  ß  ist  für  ij  =  0,  daraus  %  =  —  „t  gefunden 
wird  für  ij  =  oo.  Es  ist  also  ß  =  —  cec  und  — -_  y  = —,-,  d.  h. 
ß—  —  ■-, -■  Hieraus  ergiebt  sich  cc  =  1  und  daher  c  =  e  l  für  ein 
reelles  6.  Die  Grössen  cc  und  0  können  beliebige  Werthe  erhalten: 
a  hängt  von  der  Lage  des  neuen  Pols,  ö  von  der  Lage  des  neuen 
Anfangsmeridians  ab.  Diesem  neuen  Ooord  in  atensy  stein  auf  der  Kugel 
entsprechen  die  Eichtungen  der  Axen  eines  neuen  rechtwinkligen 
Systems.  Es  mögen  in  dem  neuen  System  xlf  s},  s\  dasselbe  be- 
zeichnen wie  x,  s,  s'  in  dem  alten.  Dann  erlangt  man  die  Transfor- 
ntalioiisibrmeln 
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*h' 


i  +  «'ti 


(6)  (1  +  aa')x,  =   (1  -  ««>  +  «'s  +  as', 

(1  +  ««')  sL  e~9i  =       —    2ux  -f     s  —  «V, 
(l  +  ««»('     =       — ■    2«x-a'is  +      s. 


Aus  den  Tvansformaiioiisi'oi'mo.ln  ((>')  berechnen  wir 

\'lr}  J     drj,  i\    dt} 

oder 

Hiernach  empfiehlt  es  sieh,  eine  neue  eomplexe  Grösse  «f   einzuführen, 
welche  durch  die  Gleichung  definirt  wird 


-die 


und    die   von    der   Lage    des    Ooordina.teusysteins    (x,  y,  £)   ' 

ist.     Gelingt  es  dann,  u  als  Function  von  i\  zu  bestimmen,   so  erhält 

man 

(8)  «  —  if(jg$  älo„  +  -ij"(äl^-.)Vlog,'. 

x  ist  der  Abstand  des  zu  v\  gehörigen  Punktes  der  Mmimalfläche  von 
einer  Ebene,  die  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  rechtwinklig 
zur  Richtung  ij  =  0  gelegt  ist.  Man  erhält  den  Abstand  desselben 
Punktes  der  Miiiiniidllüclie  von  einer  durch  den  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten gelegten  Ebene,  die  rechtwinklig  auf  der  Richtung  ij  =  a 
steht,  indem  man  in  (8)  -ß±-?-  e  '  statt  9)  setzt.  Speciell  also  für 
u  =  1  und  «  =  i 

(9)  >  —  ±f(i£i)'{'>-\)'»°sv 

— m^'("+^" 
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Die  Grösse  u  ist  als  Function  von  v)  zu  bestimmen,  d.  h.  als  ein- 
werthige  Function  des  Ortes  in  derjenigen  Fläche,  welche,  aber  die 
ij-Ebene  ausgebreitet,  die  Minimal  fliehe  in  den  kleinsten  Theiten  ähn- 
lich abbildet.  Daher  kommt  es  vor  allen  Dingen  auf  die  Unstetig- 
keiton  und  Verzweigungen  in  dieser  Abbildung  an.  Bei  der  Unter- 
suchung derselben  hat  man  Punkte  im  Innern  der  Fläche  von  Be- 
grenzungsp unkten   m  unterscheiden. 

Handelt  es  sich  um  einen  Punkt  im  Innern  der  Mini  mal  fläche,  so 
lege  man  in  ihn  den  Anfangspunkt  des  Ooordiiii'iLensvstcms  (x,  y,  z), 
die  Axe  der  positiven  x  in  die  positive  Normale,  folglich  die  2/5-Ebene 
tangential.  Dann  fehlen  in  der  Entwicklung  von  x  das  freie  Glied 
und  die  in  y  und  n  multiplicirten  Glieder.  Durch  geeignet  gewühlte 
Richtung  der  ;/-Axe  und  der  s-Axe  kann  man  auch  das  in  yz  multipli- 
cirte  Glied  verschwinden  lassen.  Die  partielle  Diil'erentialgluic.hung  der 
.MiuhnaHläche  reducirt  sich  unter  dieser  A,roruussetzung  für  unendlich 
kleine  Werthe  von  y  und  e  auf  ~  +  -s-^  =  0.  Das  Krümmungsmass 
ist  also  negativ,  die  Haupt-Krümmungsradien  sind  einander  entgegen- 
gesetzt gleich.  Die  Tangentialebene  tbeilt  die  Fläche  in  vier  Quadran- 
ten, wenn  die  Krümmungshalbmesser  nicht  oc  sind.  Diese  Quadranten 
liegen  abwechselnd  über  und  unter  der  Tangentialebene.  Beginnt  die 
Entwicklung  von  x  erst  mit  den  Gliedern  rater  Ordnung  (n>2),  so 
sind  die  Krümmungsradien  ^.  und  die  Tangentialebene  tlfeiit  die  Fläche 
in  2n  Sectoren,  die  abwechselnd  über  und  unter  jener  Ebene  liegen 
und  von  den   Krürnniungslinien  halbirt  werden. 

Will  man  nun  X  als  Function  der  complexen  Variabein  Y  an- 
sehen, so  ergiebt  sich  in  dem  Falle  der  vier  Sectoren 

log  X  =  2  log  Y  +  funet.  eont, 
in  dem  Falle  der  2n  Sectoren 

logX  =  «logF+f.  c. 

Und  da  nach  i'JS'i  und   i'!)'i  ~  = --'■-  ist,    sc    beginnt;   die    Entwiek- 

•■  '  K  '  dY        1  —  jjtj        '  ° 

lung   von   ij    im    ersten   Falle   mit   der    ersten,    im    «weiten   mit   der 

(w  —  l)ten  Potenz  von  Y.    Umgekehrt  wird  also,  wenn  Yak  Function 

von  tj  angesehen  werden  soll,   die  Entwicklung  im   ersten  Falle   nach 

ganzen  Potenzen  von  r\,  im  zweiten  nach  ganzen  Potenzen  von  r\"~ 1 
fortschreiten.  D.  h.  die  Abbildung  auf  der  ij-Ebene  hat  an  der  be- 
treffenden Stelle  keinen  oder  einen  (n  —  2)fachen  Verzweigungspunkt, 

je  nachdem  der  erste  oder  der  zweite   Fall  eintritt. 
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Was  u  betrifft,  so  ergiebt  sieh    y,      ,,  =    ,,-        ,-,— -s,,  also  mit 
Hülfe  der  Gleichung  (9) 

/    du   \*  __  __  9 .  <ty     y     /d-ny  y^ 
yd  log  r)  D         dy  i  —  ii»\dY)  7,'' 

Demnach    ist   in    einem   (n  —  2)fachen  Verzweigungi-punkte   der   Ab- 
bildung auf  der  Tj-Ebcne 

1°ejT^T-TI°gr'+t-c- 

oder 


1°gÄ=(f-1)losF+f'c' 


11. 

Die  weitere  Untersuchung  -soll  zunächst  auf  den  Fall  beschränkt 
werden,  dass  die  gegebene  Begrenzung  aus  geraden  Linien  besteht. 
Dann  lässt  sich  die  Abbildung  der  Begrenzung  auf  der  17- Ebene  wirk- 
lich herstellen.  Die  in  irgend  welchen  Punkten  einer  geraden  Be- 
grenzungslinie errichteten  Normalen  liegen  in  parallelen  Ebenen,  und 
daher  ist  die  Abbildung  auf  der  Kugel  ein  grosstcr  Kreis. 

Um  einen  Punkt  im  Innern  einer  geraden  Begrenzungslinie  zu 
untersuchen,  legt  man  wie  vorher  in  ihn  den  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten,  die  positive  x-kxe  in  die  positive  Normale.  Dann  fällt  die 
ganze  Begrenzungslinie  in  die  j/^-Ebene.  Der  reelle  Theil  von  X  ist 
demnach  in  der  ganzen  Begrenzungslinie  =  0.  Geht  man  also  durch 
das  Innere  der  Minimalfläche  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
herum  von  einem  vorangehenden  bis  zu  einem  nachfolgenden  Begreuzungs- 
punkte,  so  mnss  dabei  der  Arcus  von  X  sich  ändern  um  nn,  ein  gan- 
zes Vielfaches  von  st.  Der  Arcus  von  Y  ändert  sich  gleichzeitig 
um  %.     Man  hat  also,  wie  vorher 

logX  =  »log  F -ff.  c. 

log  jj    b=  (n  —  1)  log  Y  -f-  f.  c. 

losÄ-(iL-1)losr  +  t'0' 

Dem  betrachteten  Begrenzungspunkte  entspricht  ein  («  —  2)facher  Ver- 
/iveigungspunkfc  in  der  Abbildung  auf. der  17-Ebene.  In  dieser  Ab- 
bildung macht  das  auf  den  Punkt  folgende  Begrenzung-stück  mit  dem 
ihm  vorhergehenden  den  Winkel  (n  —  1)  %. 

12. 

Bei  dem  Uebergange  von  einer  Begrenzung« linie  zur  folgenden  hat 
man    zwei  Fälle    bu    unterscheiden.     Entweder  treffen  sie   zusammen  in 
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einem  im  Endlichen  liegenden  ^clinittpiojkte,   oder  sie  erstrecken  sich 
ins  Uuendliehe. 

Im  ersten  Falle  sei  an  der  im  Innern  der  Minimalfläche  liegende 
Winkel  der  beiden  Begrenzungslinien.  Legt  man  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  in  den  zu  untersuchenden  Eckpunkt,  die  positive 
&-Axe  in  die  positive  Normale,  so  ist  in  beiden  Begmmmgslmien  dev 
reelle  Theil  von  X  =  0.  Beim  Uebergange  von  der  ersten  Begrenzung* 
linie  zur  folgenden  ändert  sieh  also  der  Arcus  von  X  um  m%,  ein 
ganzes  Vielfachen  von  ;r,  der  Arcus  von  Y  um  ax.     Man  hat  daher 

*   logX  =  logr+f.  c. 

(l-~)logX  =  log?  +f.c. 

Erstreckt  sieh  die  Fläche  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Begrenzungsgeraden  ins  Unendliche,  so  lege  man  die  positive  .t-Ase 
in  ihre  kürzeste  Verbindungslinie,  parallel  der  positiven  Normalen  im 
Unendlichen.  Die  Lange  der  kürzesten  Verbindungslinie  sei  A,  und 
an  der  Winkel,  welchen  die  Projectioii  der  Minimalfläche  in  der  yz- 
Ebene  ausfüllt.  Dann  bleiben  die  reellen  Theile  von  X  und  s'logij 
im  Unendlichen  endlieh  und  stetig  und  nehmen  in  den  begrenzenden 
Geraden  constante  VVerthe  an.    Hieraus  ergiebt  sieh  (für  ?/  =  oo,  g  =  oc) 

"  =  V ä^ lüg  v  +  f'  Cl 

r=      4i  1   +f.  c. 

Legt  man  die  ^-Axe  eines  Coordinatensvstems  in  eine  begrenzende 
Gerade,  die  y^-Axe  eines  andern  Systems  in  die  zweite  begrenzend*' 
Gerade  u.  s.  f.,  so  ist  in  der  ersten  Linie  Iogjjj,  in  der  zweiten  logi?., 
u.  a.  f.  rein  imaginär,  da  die  Normale  zu  der  betreffenden  Axe  der  xu 

der  x<,  u.  a.  f.  senkrecht  steht.     Es  ist  also  i  .—  '—   in  der  ersten  Be- 
ä  3  log  jj, 

grenzungslinie  reell,  i  -.  x'*      in  der  zweiten  u.  s.  f.     Da  aber  auch  für 
ein  beliebiges  Co  ordinal ensystem  (x,  yt  d)  immer 


l/%,8^  ««logl  -  Y~>  f^;  <Hog%  -  Y'-f^dloS  •).■■• 
ist,  so  findet  sich,  dass  in  jeder  geraden  Be< 
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¥      «Jlogij        &  ' 
entweder  reelle  oder  rein  imaginäre  Werthe  besitzt. 

13. 
Die  Minimal  fluche  ist   bestimmt,  sobald  man  eine  der  Grössen  w, 
1\,  X,   Y,  Z  durch  eine  der  übrigen  ausgedruckt  hat.     Dies  gelingt  in 
vielen  Fällen.     Besondere  Beachtung  verdienen  darunter  diejenigen,  in 

welchen  ■-,■"■■     eine  idgebriusdie   Function   von   v  ist.     Da7.11  ist  lintliisi 

d  log  q  °  ' 

und  hinreichend,  duss  die  Abbildung  auf  der  Kugel  und  ihre  symmetri- 
schen und  congruenten  Fortsetzungen  eine  geschlossene  Flüche  bilden, 
welche  die  ganze  Kugel  einfach  oder  mehrfach  bedeckt. 

Im  Allgemeinen  aber  wird  es  schwierig  sein,  direct  eine  der 
Grossen  u,  tj,  X,  Y,  Z  durch  eine  der  übrigen  auszudrücken.  Statt 
dessen  kann  man  aber  auch  jede  vou  ihnen  als  Function  einer  neuen 
zweckmässig  gewählten  unabhängigen  Variablen,  bestimmen.  Wir  führen 
eine  solche  unabhängige  Variable  t  ein,  dass  die  Abbildung  der  Flüche 
auf  der  (-Ebene  die  halbe  unendliche  Ebene  einlach  bedeckt,  und  zwar 
diejenige  Hälfte,  für  welche  der  imaginäre  Theil  von  t  positiv  ist.  In 
der  That  ist-  es  immer  möglich,  t  als  Function  von  u  (oder  von  irgend 
einer  der  übrigen  Grössen  r\,  X,  Y,  Z)  in  der  Flache  so  zu  bestimmen, 
dass  der  imaginäre  Theil  in  der  Begrenzung  =  0  ist,  und  dass  sie  in 
einem  beliebigen  riegvei.r/.inigs [Hinkte  (u  =  li:  unendlich  von  der  ersten 
Ordnung  wird,  d.  h. 

,        const.     .     r.  ,  ,-. 

f  —  ^T&  +  f-  c-  C«  =  &)- 

Der  Arcus  des  Factors  vou  ^_  ist  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt, dass  der  imaginäre  Theil  von  t  in  der  Begrenzung  =  0,  im 
Innern  der  Fläche  positiv  sein  soll.  Es  bleibt  also  in  dem  Ausdrucke 
von  t  nur  der  Modul  dieses  Factors  und  eine  additive  Constante  will- 
kürlich. 

Es  sei  t  *=  aL,  a21...  für  die  Verzweigungspunkte  im  Innern  der 
Abbildung  auf  w-v  ?;-Ebene,  t  =  bL,  bi}  ..  .  für  die  Verzweigungspunktc 
in  der  Begrenzung,  die  nicht  Eckpunkte  sind,  t  =  Cu  c2,  ...  für  die 
Eckpunkte,  t  —  e1;  <%,  ...  für  die  ins  Unendliche  sich  erstreckenden 
Sectoren.  Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die 
sämmtlichen  Grössen  a,  b,  c,  e  im  endliehen  Gebiete  der  tf-Ebene 
liegen. 
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Dann  hat  man 

fllrf-a  log*"-(|-l)log(f-»)  +  lc, 
„  t-b  log  §J  -  (f  -  l)  log  ((-&)+ f.  o., 
»  >-'  logS-(f-l)l"g(«-=)  +  f-«., 
„    t-e  „_"j/|i"l0g(,_e)  +  f.c. 

Man  kann  die  Untersuchung  auf  den  Fall  n  =  3,  m  =  1  be- 
schranken, d.h.  auf  einfache  Verzweigungspunkte,  und  ilmi  allgemeinen 
Fall  ans  diesem  dadurch,  ableiten,  dass  man  mehrere  einfache  Ver- 
zweigungspunkte zusammenfallen  las  st. 

Um  den  Ausdruck  für  -  zu  bilden,  hat  man  zu  beachten,  dass 
längs  der  Begrenzung  dt  reell,  du  entweder  reell  oder  rein  imaginär 
ist.  Demnach  ist  (y-J  reell,  wenn  t  reell  ist.  Diese  Function  kann 
man  Über  die  Linie  der  reellen  Werthe  von  t  hinüber  .stetig  fortsetzen, 
indem  man  die  Bestimmung  trifft,  dass  für  conjagirte  Werthe  t  und  t' 
der  Variabein  auch  die  Function  conjugirte  Werthe  haben  soll.  Als- 
dann ist  Itt]  für  die  ganze  i-Ebene  bestimmt  und  zeigt  sieh  ein- 
werthig. 

Es  seien  a\,  a'.i:  ...  die  eonjugirten  Werthe  zu  alt  a,,  . . :,  und 
das  Product  (t  —  a^  {t — ög)  ...  werde  mit  11  (t  —  ä)  bezeichnet. 
Alsdann  ist 

(11)       .  -  conri.  +f)/S£^  "  y-J^  ""  ~  "  nt-%  ■ 

Die  Constanten  a,  b,  c  etc.  müssen  so  bestimmt  werden,  dass  für 
t-e    „_]/gl„g((-e)  +  f.c 

wird.  Damit  u  für  alle  Werthe  von  t  ausser  a,  b,  c,  e  endlich  und 
stetig  bleibe,  muss  für  die  Anzahl  dieser  letztgenannten  Werthe  eine 
Relation  bestehen.  Es  muss  die  Differenz  der  Anzahl  der  Eckpunkte 
und  der  in  der  Begrenzung  liegenden  Veiv.weigungspunkte  um  4  grösser 
sein  als  die  doppelte  Differenz  der  Anzahl  der  innern  Verzweigungs- 
punkte  und  der  ins  Unendliche  verlaufenden  Sectoren.  Setzt  man  zur 
Abkürzung 

n(t  —  a)  n{t  —  a)  n(t  —  b)  =  <p(t), 
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^  =  const,l/^ 
dt  V   %{t) 

so  ist  die  ganze  Function  <p(t)  vom  Grade  v  ■ — 4,  wenn  %(t)  vom 
Grade  v  ist.  Hier  bedeutet  v  die  Anzahl  der  Eckpunkte  vermehrt  um 
die  doppelte  Anzahl  der  ins  Unendliche  verlaufenden  Sectoren. 

14. 

Es  ist  noch  y  als  Function  von  t  auszudrucken.  Direct  gelangt 
man  dazu  nur  in  den  einfachsten  Fällen.  Im  Allgemeinen  ist  der  fol- 
gende Weg  einzuschlagen.  Es  sei  v  eine  noch  näher  zu  bestimmende 
Function  von  t,  die  als  bekannt  vorausgesetzt  wird.  In  den  Gleichungen 
(8),  (9),  (10)  kommt  es   wesentlich  an  auf  y, ,    wofür   man    auch 

schreiben  kann   -T-    . ,       -.     Der    letzte    Factor    lilsst    sieh    ansehen    als 
dv  d  log  ij 

Product  der  beiden  Faetoren 

die  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  gentigen 

(13)  ^-*>%-l< 

sowie  der  üill'cn?iilialgleieh.i.iiig  zweiter  Ordnung 

fii\  1    d?1c,  ___  1    d*S, 

^     '  ht   dv'1         fca  dv'1 

Gelingt   es    also,   die    eine    oder    die    andere   Seite    dieser   letzten 

(.üeiclmng  als  Function  von  t  auszudrücken ,  so  lilsst  sieh  eine  homogene 
lineare  Difterentuilgleiehung  zweiter  Ordnung  herstellen,  von  welcher 
\  und  k2  particulüre  Integrale  sind.  Es  sei  k  das  vollständige  Inte- 
gral.    Wir  ersetzen  -=- 1  durch  das  ihm  gleichbedeutende 

dv  d"-h        dh  dsv 
dt  dt2         dt  dta 


und  erhalten  für  k  die  Differentialgleichung 

-|j->  dv  d'k        d2v  die         /dv\8    f  1    d?kt)    ,  ,. 

{-  ■>  ~di  dt?  ~  3t»    dt  ~  \di)     \J,   dö*]      ~ 

Von   der    Gleichung   (15)   seien   zwei   von   einander   unabhängige 

purticuläre  Integrale  Ji^  und  K.,  gefunden,  deren   Quotient  K%  ;  Kt  =  H 
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ein  von  Bügen  grösster  Kreide  begrenztes  Abbild  der  positiven  t  Halb- 
ebene an f  d.er  Kugeliiäclie  liefert.     Dasselbe  leistet  dann  jeder  Ausdruck 
von  der  Form 
(16) 


T>  ™  ü       l  +  a-H  ' 
worin  9  reell  und  a,  k    conjugirte  complexe  Grössen  sind. 

Die  Function  v  ist  so  zu  wählen,  dass  für  endlielie  WerÜie  von  t  die 
Un Stetigkeiten  von  y  -^  nicht  ausserhalb  der  Punkte  a,  d,  b,  c,  e 
liegen. 

Setzt  man 

'Tt~  Vv<MW~  V/PT 
so  wird  die  Function  -r-  -p  im  Endlichen  unstetig  nur  für  die  Punkte 
a,  d,  I),   c,  und  zwar   für  jeden   unendlich   in  erster   Ordnung.     Man 
erhält  nemlich  für  t  =  c 

__      _  2j/i  —  c 
V'~     Wie) 
■H  — -  j)„  =■  const.  (t  —  c)y. 


<~V¥r 


const,  (v  —  Va) 


und  hieraus: 


Entsprechende  Ausdrücke  erhält  man  für  (  =  a;  d,  h,  in  denen  c  resp. 
durch  ß,  o',  b,  und  y  durch  2  zu  ersetzen  ist. 

Eine    ähnliche    Betrachtung   lehrt,    dass    für    l  =  e   die   Function 

-,-  T-l  stetig  bleibt. 

Für  t  =  oo  ergiebt  sich 

iw-v-i+'Mi-i)'" 

Demnach  lautet  der  Ausdruck  für  j  -=-n  w'e  folgt: 

£  äv*       *^j        ((-3)        t^«1 
Die   Summe   bezieht   sich    auf   alle   Punkte   (j  =  a,   d,  b,  c,   und   bei 
«,  d,  b  ist  2   statt  y  zu   setzen.     -F(0   ist   eine   ganze  Function  vom 
Grade  (2v  —  6),  in  der  die  ersten  beiden  Coefficienten  sich  folgender- 
maßen  bestimmen.      Man  bringe  dv  in  die  Form 
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XVT1.     üebei 

äv  =  — -. 

V 

er  =  k  dvj. 

i  ergiebt  sich  du 

W  l\dv)      j  = 

■  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt 
-r  +  4    dt 

oder  kürz 

Dill).! 

d* 
dv* 

ujic'lidi 

f(t)  (-••  +  * 

■'di    Dnl'u-retitititioii 

vv  (fcf  LW,/    J  &  <^°  d«a  ' 

oder 

Die  Function  auf  der  linken  Seite  ist  endlich  für  t  =  oo.  Folg- 
lich   hat   man    rechts  in  der  Entwicklung  von  £—   '       -f  (0  wnd   von 

ft"'   j-'-j  -  die  Coeffieienten  von  l2  und   resp.  von   i  einander  gleich  zu 
setzen.     Die  Entwicklung  von  « ~  — p»-  giebt  nach  einfacher  Rechnung 

Hiernach  bleiben  in  -F(f)  noch  2v  —  7  unbestimmte  Coeffieienten, 
Es  ist  aber  wichtig  zu  bemerken,  dass  dieselben  reell  sein  müssen. 
Denn  wir  haben  in  §.  12  gefunden,  dass  du  reell  oder  rein  imaginär 
ist  in  allen  geraden  Regrpnzmigslinien  der  MiniHialniicbe  und  folglich 
auch  an  jeder  Stelle  in  der  Begrenzung  der  Abbildungen.  Vermöge 
der  Gleichung  (17)  gilt  dasselbe  von  äv.  Daraus  liisst  sich  beweisen, 
dass  für  reelle  Werthe  von  i  die  Function  --  -— ~  nothwendigerweise 
reelle   Werthe  besitzt. 

Um  diesen  Beweis  zu  führen,  betrachten  wir  die  Abbildung  auf 
der  Kugel  vom  Radius  1  und  nehmen  irgend  einen  Tlieil  der  Begren- 
zung, also  den  Bogen  eines  gewissen  grosstrn  .Kreises.  Im  Pole  dieses 
grössten  Kreises  legen  wir   die  Tangential-Fbene   an  und  bezeichnen 
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sie  als  die  Ebene  der  %.  Dann  lassen  sieh  die  constanten  Grössen 
aly  a\,  6j  so  bestimmen,  dass 

=  6,t     H  —  a, 

'*h~e     14. «;  h 

ist,  und  wir  erhalten  zwei  Functionen  h\  =  1/  —  ^"^  ':i  ™  1i  l/-  "-  j 
die  particuläre  Integrale  der  tlifferentialglek'hurig  <vtö)  sind.  Folglich 
haben  wir 


Der  eben  betrachtete  Theil  der  Begrenzung  bildet  sich  in  der 
ij, -Ebene  ab  durch  die  Gleichung 

Vl  =  «*', 
und  wenn  man  dies  in  h]  einführt,  so  erkennt  man  leicht,  dass  in  dem 
fragliehen  Begrenzungstheile  ■-.-  -—}  reell  ausfallt,  folglich  gilt  das- 
selbe von-y  -=-5,  und  da  diese  Betrachtung  für  jedes  einzelne  Begren- 
/Aingssfiick  angestellt,  werden  kann,  so  ist  -.7-  y-3  reell  in  der  ganzen 
Begrenzung. 

Nun    fällt   aber  bei    einem   reellen  oder  rein   imaginären  dv   die 

Function  -,-  -~  auch  dann  reell  aus,  wenn  man  allgemeiner 

setzt  und  den  Modul  p1  eonstant  nimmt.  Damit  also  die  Axe  der 
reellen  t  sich  auf  der  Kugel  vom  Radius  1  wirklich  in  Bögen  gross ter 
Kreise  abbilde,  muss   für   jeden  Begrenzungstheil   p2  =  1  sein.     Dies 

liefert  ebenso  viele  Bedinguugsgleichungen.  ah  einzelne  Begrenzung*- 
linien  gegeben  sind. 

Bei  dieser  Untersuchung  ist,  wie  schon  im  vorigen  Paragraphen, 
vorausgesetzt,  dass  die  Werthe  u,  b,  c,  e  sänmitlieh  endlieh  seien.  Trifft 
dies  nicht  zu,  so  bedarf  die  Betrachtung  einer  geringen  Mo  diu  Vitien. 

Anmerkung.  Die  Aufgabt  ist  hiermit  vollständig  formulirt.  Im.  einzelnen 
Falle  kommt  es  nur  darauf  an,  die  Dirt'ercntialgkucluiuL''  (Inj  wirklich  aufzustellen 
und  ku  integriren.  Uebrigens  ist  es  nicht  unwichtig,  zu  bemerken,  dass  die  An- 
zahl der  in  der  Losung  auftretenden  willkürlichen  reellen  Constanten  ebenso  gross 
ist  wie  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichuiige.n,  welche  vorinöjjo  der  Natur  der 
Aufgabe  und  vermöge  der  Daten  dos  l'roVuems  erfüllt  sein  müssen.  Wir  bezeich- 
nen die  A.nxahl  der  Punkte  a,  b,  c,  e  reap.  mit  A,  B,  C,  E  und  beachten,  dass 
2A  +  B  +  l  =  C-}-2E  =  v  ist.  In  der  Differentialgleichung  (15)  treten 
2A  -\-  B  -|-  iC  -)-  bE  —  10  willkürliche  reelle  Constanten  auf,  ncmlich:  die  Win- 
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kel  y,  deren  Anzahl  C  ist;  die  2j>  —  7  Constani.eu  der  Function  l''{t)\  die  reellen 
Grössen  b,  e,  e,  -von  denen  man  dreien  beliebige  U'erthe  geben  kann,  indem -man 
für.  t  eine  lineare  Substitution  mit  reellen  OoefiieicntcTi  macht.  Zu  diesen  willkür- 
lichen Constanten  kommen  bei  der  Integia.tion  noch  10  hinzu,  nemlich  6  reelle 
Constautcn  in  ij,  ein  Factor  von  du  und  je  eine  additive  Constante  in  den  Aus- 
drücken für  ,r,  ;/,  n.  Die  Lösung  enthalt  also  %A  -j-  B  -\-  4C-L  ttü  reelle  Con- 
stanten von  unbestimmtem  Werthe. 

Die   Daten   des  J.Yüijlems   bestell in   den   Cooniinaten   der  Eckpunkte   und 

den  Winkeln,  welche  die  liiehtungen  der  ins  Unendliche  verlaufenden  Begrcu- 
/ungsümi'n  festlegen.  Dirse  Haren  sprechen  sich  in  HC  -\-  -Vi''  liieichungen  a.us. 
Dazu  kommen  0 -\-  K  ne(.]iuguugso-]eiehuu;:en,  die  erfüllt  n:i;i  müssen,  damit  die 
Axe  der  reellen  t  sich  auf  der  Kugel  vom  Radius  1  in  (.*-[■-  /'.'  Bögen  grösster 
Kreise  abbilde.  Wenn  also  die  Zahl  der  Uedinginigs^icicbiingen  ebenso  gross  sein 
soll  wie  die  Zahl  der  unbestimmten  Constanten,  so  leiden  noch  ebenso  viele  Glei- 
chungen, wie  Punkte  it,  a,  b  vorhanden  sind.  Nun  ist  aber  die  Diflerentiul- 
glciehung  (1  h)  so  beschaffen,  dass  in  der  Umgebung  jedes  dieser  Punkte  das  in- 
tegral einen  Logarithmus  enthalten  kann.  Ein  solcher  ist  nach  der  Natur  der 
Aufgabe  nicht  zulässig,  und  damit  er  nicht  auftrete,  ist  für  jeden  der  genannten 
Punkte  Eine  Bedingungsgleichung  zu  erfüllen. 

In  der  Tbat  ist  hiernach  die  Anzahl  der  liedingungsgleiehimgen  ebenso  gross 
v.ie  die  Anzahl  der  unbestimmten   (Jen  stauten  m   de;'  T.-i'i-ung. 

Beispiele. 
15. 

Die  Begrenzung  bestehe  aus  zwei  unendlichen  geraden  Linien, 
die  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Ihre  kürzeste  Verbindungslinie  habe 
die  Länge  A,  und  es  sei  an  der  Winkel,  welchen  die  Protection  der 
Fläche  auf  der  recht  wink!  ig  gegen  jene  Verbindungslinie  gelegten 
Ebene  ausfüllt. 

Nimmt  man  die  kürzeste  "Verbindungslinie  zur  %-Axe,  so  hat  in 
jeder  der  beiden  Begrenzungs geraden  x  einen  constanten  Werth. 
Ebenso  ist  rp  in  jeder  der  beiden  Begreu^migsgeraden  eonstant.  In 
unendlicher  Entfernung  ist  die  positive  Normale  für  den  einen  Sector 
parallel  der  positiven,  für  den  andern  Sector  parallel  der  negi 
axÄxe.  Die  Tiegrenzuug  bildet  sieb  mit'  der  Kugel  in  zwei  ; 
Kreisen  ab,  die  durch  die  Pole  t]  =  0  und  tj  =  oo  gehen  und  den 
Winkel  an  einschliessen. 

Hicniaeb    hat  man 


x  =  -  ik los ri 

iA     /  1\ 

•--is(i-7) 

iA     (\  ,\ 
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folglich  x==_i*hi,(X). 

0)  =  _  .  _A_  ,        /       _s_\ 

worin  man  die  Gleich  im  £  der  Schraubenfläche  erkennt. 

Der  Inhalt  der  Fläche  ist  unendlich  gross.  Soll  also  von  einem 
Minimum  die  Rede  sein,  so  ist  dies  so  zu  verstehen.  Der  Inhalt  jeder 
andern  Flüche  von.  derselben  Begrenzung  ist  ebenfalls  unendlich  gross. 
Aber  wenn  man  den  Inhalt  der  ScIiranbeirMäelie  ab/.ieht,  so  kann  die 
Differenz  endlich  sein,  und  die  Seh  rauben  fläche  hat  die  Eigenschaft, 
dass  diese  endliche   Di  Heren/   positiv  ausfallt. 

In  demselben  Sinn  hat  man  die  Minima] -Eigenscbal't:  Immer  auf- 
zufassen, wenn  die  Fläche  unendliche  Sectoren  besitzt. 

16. 

Die  Begrenzung  bestehe  ans  drei  geraden  Linien,  von  denen  zwei 
sich  schneiden  und  die  dritte  zur  Ebene  der  beiden  ersten  parallel  läuft. 

Legt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaton  in  den  Schnittpunkt 
der  beiden  ersten  Geraden,  die  positive  a;-Axe  in  die  negative  Nonnale, 
so  bildet  jener  Schnittpunkt  auf  der  Kugel  sich  ab  im  Punkte  tj  =  oo. 
Die  Abbildung  der  beiden  ersten  Geraden  sind  grussle  Halbkreise,  die 
von  7j  =  oo  bis  ij  =  0  laufen.  Ihr  Winkel  sei  v.%.  Die  Abbildung 
der  dritten  Linie  ist  der  Bogen  eines  gross ten  Kreises,  der  von  i)  =  0 
ausgeht,  an  einer  gewissen  Sfelle  umkehrt  und  in  sich  selbst  bis  zum 
Punkte  ij  =  0  zurückläuft.  Dieser  Bogen  bilde  mit  den  beiden  ersten 
grössten  Halbkreisen  die  Winkel  —  |Sjt  und  yit,  so  dass  ß  und  y  ab- 
solute Zahlen  sind  und  ß  +  y  =  a  sich  ergiebt.  Um  die  Abbildung 
auf  der  halben  r-Ebene  zu  erhalten,  setzen  wir  fest,  dass  t  =  oo  sein 
soll  für  -q  =  oo,  dass  dem  unendlichen  Sector  zwischen  der  ersten  und 
dritten  Linie  tf  =  b,  dem  unendlichen  Seetor  /wischen  der  zweiten  und 
dritten  Linie  t  =  C,  dem  Umkchrpunkte  der  Kormalen  auf  der  dritten 
Linie  t  =  a  entsprechen  soll.  Dabei  sind  a,  ~b,  c  reell  und  c>  a  >  b. 
Diesen  Bestimmungen  entspricht  -q  —  (t — bf  (t — c'f.  Der  Werth  a 
hängt  von  h  und  c  ab.     Man  hat  nemlich 

^  1  =  (LP  -  c>  +-V 1*  =l!> 
dt  (t  —  b)  {(  —  e) 

und  dieses  muss   für  den  Umkehrpunkt  =0  sein,  also  a  =  ^x~ 

Man  hat  weiter  nach  Art.  12.  und  13. 

,/„  _  i/M^-'b)  iß  +  r)    (t  -  ")4  dt 
ÜH—   V      """        2S  (f-b)<f-Q> 


/Google 


304  XVII.     lieber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt. 

oder  wenn  man  c  —  b  =  — r-  annimmt. 

au        YR-ry  (ß-b){t  —  e) 
_du      =  ^  1 

dloglj    ^Yiß+y)  ((-«)' 

/    du    \3    , ,  dt 

\pSft)    rfto«fl  =  (*- 6)  (*-«)■ 
Folglich 

=  __  ■  P         dt      _  ,   .  r d^_ 

^—      *J  (t_6)((_C)  +  *J  (*' -*) (*' -^ .' 

i     /■  (c  _  if  (f  _  ef  _  (C       6)-  (*  (C       c)-  v 

+  yj —       '  c*'-*x*'-s) -  f"> 

/--  (t  -  6/  (t  -  cy  +  g  -  6)~  '*  (t  -  er  •'    , 

.  /*(*'  -  »>*  (*'  -  c>r  +  «'  -  sr**  («'  -  «r1-  ,7.- 

17. 
Die  Begrenzung  bestehe  aus  drei  einander  kreidenden  geraden 
Linien,  deren  kürzeste  Abstünde  A,  B,  <.'■  sein  mögen.  Zwischen  je  zwei 
begrenzenden  Linien  erstreckt  sich  die  Fläche  ins  Unendliche.  Es 
seien  kjt,  ßit,  y%  die  Winkel  der  Itichtungen ,  in  welchen  die  Grenz- 
linien des  ersten,  des  zweiten,  des  dritten  Sectors  in's  Unendliche  ver- 
laufen. Setzt  man  fest,  dass  für  die  drei  Sectoren  der  Mininmilliiclie 
im  Unendlichen  die  tJ rosse  t  resp.  =  0,  co,  1  sein  soll,  so  erhält  man 

du  Y<f>(t) 

dt        ((1  —  t)  ' 

ip  (f)  ist  eine   ganze  Function   zweiten  Grades.     Ihre  Coefficienten 
bestimmen  sich  daraus,  dass 

für  (  =  oo  _l^^l/Il 

dlogt         V    Vit 

für  t  =  1  *L  _  _  =  yö? 

diog(i  —  t)       h« 

sein  muss. 

Danach  ergiebt  sieh 
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»(o-£ci-«>+£«-?*<ci-o. 

Je  nachdem  die  Wurzeln  der  Gleichung  rp(t)  =  0  imaginär  oder 
reell  sind,  hat  die  Abbildung  auf  der  Kugel  einen  Verzweigungspunkt 
im  Innern  oder  zwei  Umkehrpunkte  der  Normalen  anf  der  Begrenzung. 

Die  Functionen  7^  =  y-ß-  und  ?c2  =  ij  y -f-  werden  nur  für 
die  drei  Soctoren  unstetig,  wenn  man  ~jr  =  <p(t)  nimmt.  Und  zwar 
ist  die  Unstetigkeit  von  A',  der  Art,  dass 

für  t  =  0  t~T  +  TJc1 

_2_£- 
für  t  =  oü  t    a      a  h, 

für  £=1  (l  —  t)~"2+Y\ 

einändrig  und  verschieden  von  0  und  00  wird,  fc,  und  A-a  sind  particu- 
läre  Integrale  einer  homogenen  linearen  Difl'u.iTittinigl.eidivmg  zweiter 
Ordnung,  die  sich  ergiebt,  wenn  man  ,--  ~-J  suis  seinen  Unstetigkeiten 
als  Function  von  t  darstellt  und  t  statt  v  als  unabhängige  Variabio  in 
jA  einführt.  Hat  man  das  particuläre  Integral  7e1  gefunden,  so  ergiebt 
sieh  hs  aus  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(•)  *.£-*§-*«• 

Das  vollständige  Integral  der  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  werde  mit 


\  2   ~   2  2   ~   2         2^2        J 

bezeichnet.  Diese  Function  genügt  wesentlich  denselben  Bedingungen, 
die  in  der  Abhandlung  über  die  Gauss'sebe  Reihe  F(a,  ß,  y,  jr)  als 
Definition  der  P-Function  ausgesprochen  sind  *).  Sie  weicht  von  der 
P-Function  darin  ab,  dass  die  Summe  der  Exponenten  —  1  ist,  nicht 
-J-  1  wie  bei  P, 

Man  kann  die  Function  Q  mit  Hülfe  einer  Function  P  und  ihrer 
ersten   Dern-iri.cn  ausdrücken.     Zunächst  ist  nemlicli 


*)  Beitrüge  zur  Theorie   der  durch   die  0- ausstehe  Reihe  F(a,  ß,  ; 
atellbaren  Functionen.     (S.  G2  dieser  Sammlung.) 
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Setzt  man  nun 


so  lassen  sieh  die  Const&nten  a,  b,  c  so  bestimmen,  dass 

(«)      i,ri(i^i)^v(H«)«+.i(i-(i|) 

wird.  In  der  That  hat  man  nur  diesen  Ausdruck  in  die  Ditt'ereiitial- 
gleichung  (c)  einzusetzen  und  die  DinereiitiLilgleicliLüig  /.weiter  Ordnung 
für  ö  zu  beachten,  um  zu  der  Gleichung  zu  gelangen 

9(0  -  «-"(1  -<)'-'(«,§-«. &)*■(*). 

,F(<)  —  ii  (o  +  <sc)  (1  —  t)  +  (o  +  6)  (<i  +  5  —  CJ<)  t 

_  ((1  _  0  (,  _  -  ttoz! .)  (,  -  ^l+l_-_> .). 

Vermöge  ilur  EigenKehuften  der  Function  ö  kaim  mau  setzen 

und  folglich  muss  F(t)  =  tp(t)  sein.  Hieraus  ergeben  sich  drei  Be- 
dingungsgleichungen für  a,  b,  C,  die  eine  sehr  einfaehe  Form  an- 
nehmen, wenn  man 

a  +  ~  c  =  p,     b  —  —-  g  ~ ■-  c  =  q,     a  +  b  —  ~  c  =  —  r 

setzt.     Die  Bediiiguugsgleichungen  lauten  dann 

ßj)  —  k«  (p  -f  2  +  rf  =  -™, 

aa-WCp  +  a  +  ^-fJ» 

,.,.    _    yy    ( 

Mit  Hülfe  der  Function 

f_  ß  _  ?     £_Z 

i-P  2  2        2  2 

I     «      1    ii  r 

l         2"  2        2   "T"   2 

deren  Zweige  kl  und  X2  der  Diilercinisil^lcichung  geniigen 
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kann  man  };■  noch  einfacher  ausüriieken,  nemlich 

Es  würde  nicht  schwer  sein,  die  einzelnen  Zweige  der  Function  k 
in  der  Form  von  bestimmten  Integralen  herzu  stell  tu  i  .  Der  Weg  dazu 
ist  in  art.  VII.  der  Abhandlung  über  die  Function  P  vorgezeieknet. 

In  dem  besonder«  Falle,  dass  die  drei  begrenzenden  geraden  Linien 
den  Coordiviiiteiuixen  parallel  laufen,  ist  a  =  ß  —  y  =  — .  Dann  er- 
hält man 

'-*(;r.i  jo-c-^)i<  -j  so- 

Der  Zweig  ^  dieser  Function  ist 

—  (^T1)*  V **  +  (* —  *)*  conat., 
und  daraus  ergiebt  sieh 

Mit  Hülfe-  dieser  beiden.  l-'unefiotieu  lassen  sieh  dX,  dY,  dZ  folgend  er- 
massen  ausdrücken 

^-  -4  (*;+*!)  ..(i^- 

iX  -  (i>  +  t  -  r)'  y^C  +  (_  j,  +  s  +  r)'}A=i 

+  i (P  +  3 ?  +  <■)(!>  -S  +  r)  log '-r^1^ , 

(„)     i  r  _  _  (,,  _ ,  +  ,f  (S  _  (_  p  +  e  + ,).  (-s 
- 1 0  + 1  +  »0  Ci>  +  s— 0  lo8~5. 

'■Z  -  (p  -  9  +  »■)■  (1  -  <)*  +  O  +  5  -  «■)'  (1  -  «)-* 
+  5(3))  +  ü  +  ')  (-J  +  ä  +  ')  log  j-±|=. 


/Google 


308  XVII.     Heber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt 

Wenn  p;  q,  r  reell  sind,  so  geben  die  doppelten  Coefficienten  von 
i  in  den  drei  Grössen  rechts  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines 
Punktes   der  Flüche. 


Die  Begrenzung  bestehe  aus  vier  sich  schneidenden  geraden  Linien, 
die  man  erhält,  wenn  von  den  Kanten  eines  beliebigen  Tetraeders 
zwei  nicht  zus am menstos sende  weggelassen  werden.  Die  Abbildung 
auf  der  Kn  gel  ob  er  fläche  ist  ein  sphärisches  Viereck,  dessen  Winkel 
a%,  ßit,  yit,  ö%  sein  mögen.     Es  ergiebt  sich 

Cdt  Cdt 


eilt  = 


YW^  «)  {t  -  6)  ((  —  c)  (t  —  d)        VA  (t) 
wenn  die  reellen  Werthe   t =  a,  b,  c,  d  die  Punkte  der  i-Ebene   be- 
zeichnen, in  welchen  sieh  die  Eckpunkte  des    Vierecks  abbilden. 

Soll  die  in  §.  14  entwickelte  Methode  zur  Bestimmung  von  t] 
angewandt  werden,  so  hat  man  hier  speciell  <p(t)  =  1,  %(t)  =  A(t), 
folglich  v  =  -fr  un^ 

.  i  /äv  ,  i  /dv 

Die  Functionen  ft,  und  \  genügen  der  Differentialgleichung 
7,  dk3       ,    dk,  _  1 

und  sind  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

h    äv»-~~  t  —  a  >  t  —  h 

(yy  -  i)  A'(c)  {SS  -  j)  X(ä)         , 

H t=~c r r=~d r  *• 

Die  Function  F(t)  des  §.  14  ist  hier  vom  zweiten  Grade,  aber  die 
Coefficienten  von  t2  und  von  t  sind  gleich  Null,  also  h  eine  Constante. 
In  der  letzten  Gleichung  hat  man  auf  der  linken  Seite  i  als  unab- 
hängige Variable  einzuführen  und  erhält 

(ÖC       j) A»     ,    tfp-4)A'(6)    ,     (yy  -4)A'(«)     ,    (W-4)A'(d)     ,    , 

f^ H t=b '  +  "  ~~t=l  i  i^~J~~  +  h 

als  die  DüferctnialglcicliLuig  zweiter  Ordnung,  welcher  /;  Genüge  leisten 
muss. 

Sind  x,  y,  z  als  Functionen  von  t  wirklich  ausgedrückt,  so  treten 
in  der  Lösung  noch  16  unbestimmte  reelle  (Jons Unten  auf,  nemlich 
die  vier  Grössen  a,  b,  c,  d,  von  denen  wie  oben  drei  beliebig  ange- 
nommen werden   können,  die   vier  Grössen  ß,  ß,  y,  Sr  die   Grösse  h, 
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ferner  6  reelle  Constanten  in  dem  Ausdrucke  für  rj,  ein  constanter 
Factor  in  du  und  je  eine  additive  Constante  in  x,  y,  s.  Zur  Bestim- 
mung dieser  16  Grössen  sind  16  l^i.bng  Ausgleichungen  vorhanden. 
nemlich  4  Gleichungen,  welche  ausdrücken,  dass  die  vier  Begreniinigs- 
linien  in  der  Ebene  der  i\  sich  auf  der  Kugel  in  gr'össten  Kreisen  ab- 
bilden, und  12  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass  x,  y,  z  in  den  4 
Eckpunkten  gegebene  Werthe  haben. 

In  dem  speciellen  Falle  eines  regulären  Tetraeders  ist  die  Abbil- 
dung auf  der  Kugel  ein  regelmässiges  Viereck,  in  welchem  jeder  Winkel 
=  \ %.  Die  Diagonalen  halbireu  sieb  und  stehen  rechtwinklig  auf  ein- 
ander. Die  den  Eckpunkten  diametral  gegenüberliegenden  Punkte  der 
Kugeloberfläche  sind  die  Ecken  eines  congruenten  Vierecks.  Zwischen 
beiden  liegen  vier  dem  ursprünglichen  ebenfalls  eongruente  Vierecke, 
■die  je  zwei  Eckpunkte  mit  dem  ursprünglichen,  zwei  mit  dem  gegen- 
überliegenden gemein  haben.     Diese    sechs  Vierecke    füllen   die  Kugel- 

oberfläche  einfach  aus.  Es  wird  also  -y -,--'--  eine  algebraische  Function 
von  jj  sein. 

Man  kann  die  gesuchte  Minimalfläche  über  ihre  ursprüngliche 
Begrenzung  dadurch  stetig  fortsetzen,  dass  man  sie  um  jede  ihrer 
Grenzlinien  als  Drehungsaxe  um  180°  dreht.  Längs  einer  solchen 
Grenzlinie  haben  dann  die  ursprüngliche  Fläche  und  die  Fortsetzung 
gemeinschaftliche  Normalen.  Wiederholt  man  die  Construction  an  den 
neuen  Fl äch entheilen ,  so  lässt  sich  die  ursprüngliche  Flüche  beliebig 
weit  fortsetzen.  Welche  t'ortsetzung  man  aber  auch  betrachte,  immer 
bildet  sie  sich  auf  der  "Kugel  in  einem  der  seclis  congruenten  Vierecke 
ab.  Und  zwar  haben  die  Abbildungen  von  zwei  Fläehentheilen  eine 
Seite  gemein  oder  sie  liegen  einander  gegenüber,  je  nachdem  die 
Flächentheile  selbst  in  einer  Grenzlinie  an  einander  stossen  oder  an 
gegenüberliegenden  Grenzlinien  eines  mittleren  Flächentbeils  gelegen 
sind.  In  dem  letzteren  Falle  können  die  betreffenden  Flächentheile 
durch  parallele  Verschiebung  zur  Deckung  gebracht  werden.  Daher 
muss  I  ,.  U     )     unverändert  bleiben,  wenn  vi  mit vortäuscht  wird. 

Legt  man  den  Pol  (y\  =  0)  in  den  Mittelpunkt  eines  Vierecks, 
den  Anfangs] neridia.n  durch  die  Mitte  einer  Seite,  so  ist  für  die  Eck- 
punkte dieses  Vierecks 

und 

,     c        |/3~  l 
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Punkte,  denen  entgegengesetzte  Werfche   von  r\  angehören,  haben  die- 
selbe x- Co ordinate.    Es  muss  also  \-^= )    bei  der  Vertauschung  von 

r]  mit  —  ij  unverändert  bleiben.     Hiernach  erhält  man 

/_£_Y-__4 

Die  Constante  6\  muss   reell  sein,  damit  dii1  in  der  Begrenzung 
reelle  Werthe  besitze. 

Zu   demselben    Resultate    gelaugt    mau    au!    dem    folgenden   Wege. 
Die  Substitution 

f  if  +  iT'-aVa 


f  „'  +  „— -gysi  i  >  =  /t*  -  ty 


liefert  auf  der  f-Ebene  eine  Abbildung,  die  von  einer  geschlossenen 
überall  stetig  gekrümmten  Linie  begrenzt  wird.  Die  Rechnung  zeigt, 
dass  tflog/  in  der  Begrenzung  rein  imaginär  ist.  Folglich  ist  die 
Abbildung  der  Begrenzung  in  der  /-Ebene  ein  Kreis  um  den  Mittel- 
punkt t  =  0.     Der  Radius  dieses  Kreises  ist  =  1.     Den  Eckpunkten 


entspricht  t  =  ■{•  1,  den  Eckpunkten 

n  =  ±  tff  y  «  * 

Mitspricht  t  =  +  j.  Geht  man  an  irgend  einer  dieser  vier  Stellen 
durch  das  Innere  der  ilinima.lfläche  von  einer  Grenzlinie  zur  folgenden, 
so  ändert  sich  dabei  der  Arcus  von  dt  um  n.  Daher  kann  man,  wie 
in  g.  13.,  auch  hier  setzen 

du  = C\ 

dt  —  yip  _  1){t>  +  1}> 

und  es  muss  C\  rein  imaginär  sein,  damit  du1-  in.  der  Begrenzung  reell 
ausfalle.     Es  findet  sich  Cx  =  %-fi>C\%. 

Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  vorher  aufgestellten  für  (-tt )  . 

Zur  weitern  Vereinfachung  nehme  man 


(MT 


und  beachte,  dass 

(<n<5  „)°  d  losi  -  (ji)*  rak ""' 

Dann  ergiebt  eine  sehr  einfache  Rechnung 
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J  V'«V      s         Ji'.(i-,.)(i-,'.)' 

wenn  p  =  —  —  (1  —  ^1^3)  eine  dritte  Wurzel  der  Einheit  bezeichnet, 
Die  reelle  Oonstante  C  =  -^-  Ct  bestimmt  sich  aus  der  gegebenen  Lange 
der  Tetraederkanten. 

19. 

Endlieh  soll  noch  die  Aufgabe  der  Minimiilfläche  für  den  Fall 
behandelt  werden,  dass  die  Begrenzung  aas  zwei  beliebigen  Kreisen 
besteht,  die  in  parallelen  Ebenen  liegen.  Dann  kennt  man  die  Richtung 
der  Normalen  in  der  Begrenzung  nicht.  Daher  liisst  sich  diese  auch 
nicht  auf  der  Kugel  abbilden.  Man  gelangt  aber  zur  Lösung  der 
Aufgabe  durch  die  Annahme,  dass  alle  zu  den  Ebenen  der  Grenzkreise 
parallel  gelegton  ebenen  Schnitte  Kreise  seien.  Und  es  wird  sich  zeigen, 
dass  unter  dieser  Annahme  der  MinimallHHlingmig  Genüge  geleistet 
werden  kann. 

Legt  man  die  %-kxß  rechtwinklig  gegen  die  Ebenen  der  Greuz- 
kreise,  so  ist  die  Gleichung  der  Schnitteurve  in  einer  parallelen  Ebene 
(i)  F-y'  +  ^+2u!,  +  2ß,  +  y-0, 

und  et,  ß,  y  sind  als  Functionen  von  x  zu  bestimmen.  Zur  Abkürzung 
werde 


gesetzt,  so  dass 

cF       .  8F        .         .  dF 

cos  r  =  m  tt—  ,  Bin  r  cos  rp  —  n  -g— ,    sm  r  sm  q>  =  «  s- 

ist.    Dann  lässt  sich  die  Bedingung  des  Minimum  in  die  Form  bringen 
8(„ffl       sU_f)       8(W) 

dz-         '  dy         '  dz 

oder  nach  Ausführung  der  Differentiation 

is^(F+  «■  +  (S>  -  ,)  +  4|f  g_4|f  l  (F  +  „>  +  ?-  r) 

+  4,-2(F+«'  +  IP-y)-0. 

Schreibt  man  a?  -j-  ß2  —  <y  —  —  q  und  beuchtet,  dass  F  =  0  ist, 
so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 
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v  >  a  dx1         dx  dx    '       ± 

und  giebt  nach  einmaliger  Integration 

?   ^T    J    1   ^ 
Die  Integrationseonstante  ist  von  x  unabhängig.     Nimmt  man  anderer- 
seits  I  —  unabhängig  von  y  und  z,  so  muss  die  Integrationseonstante 

eine   lineare   Function  von  y  und  s  sein,  weil  —  -*—   eine    solche   ist. 
Mau  hat  also 

-  H  +  8  /*—  +  2a«/  +  26*  +  const.  =  0. 

Vergleicht  man  damit  das  Resultat  der  direkten  Differentiation  von  F, 

tic-inlich 

dx  a dx    '         dx    '    dx 

so  ergiebt  sich 

da  da  , 

n  =  ~ °«'  35  —  *« 

und.  wenn  man  jqäx  =  «  setzt: 

«  =  —  am  -\-  d,  ß  =  —  bm  -\-  e. 

Hiernach  hat  man 

3.F  f.  ,.,         ,    dy 

-s~  —  —  *a'l!l  —  2oqz  -f-  j-, 


und  diese  Ausdrücke  sind  in  die  Gleichung  (!)  eiimduhreti.     Nach  ge- 
höriger Hebung  erhält  man 


eine  Gleichung,  die    sich    weher  vereinfacht,  wenn  man  beachtet,  dass 

y  =  g  +   ««  +   f  =  g   +f  O)   =  *5   _|_  /'(W()  , 

/'(*»)  =  (a2  +  ¥)  m*  —  2  (ad  +  &e)  m  +  tf2  +  es. 
Nimmt  man  hieraus  -^  und  -^4,  so  geht  die  Differentialgleichung, 
welche  die  Bedingung  dys  Minimum  ausdrückt,  über  in  folgende: 

W  2S-(Ä)'  +  2J  +  2  ("'  +  »')  2"  -"• 

Zur  Ausführung  der  Integration  setze  man  -^  =  p  und  betrachte 
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<l  als  unabhängige    Variable.     Dadurch  erhall:  man  i'ür  jr  als  Function 
von  q  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  nemlich 

Y  3  ^  -  J1  +  2«  +  2  („■  +  S>) ,/  _  0 

oder 

'•■><■''>-•>•*<■'■>  _  -  (*  +  4  («■  +  !,*))  <lj. 

Das  Integral  lautet 

(»)  g-{-4(o'  +  i!)s  +  8«. 

Darin  ist  für  p  wieder  ~  zu  setzen,  wodurch  man  erhalt 


ih:  = 


21/9  +  2CSs-(«a  +  &'J)g3' 

_  S  Vi  +  2o«s-^(a»+6*)äa 
Also  ergiebt  sich 

x=   C-  d(l 

J2VTH 


Co) 


JsvT+^i 


y  =■  off»  —  d  +  Y —  q  cos  $, 

B  =  btn  —  a  -f-  ]/ — ■  2  sin  */». 
Man  hat  demnach  x,  y,  2  als  Functionen  von  zwei  reellen  Variabeln 
q  und  ^  ausgedrückt.  Die  Ausdrücke  sind,  abgesehen  von  algebrai- 
schen Gliedern,  ellipti-ilu.'  Integrale  mit  der  obern  Grenze  q.  Nach 
der  oben  entwickelten,  all  gern  ei  neu  Methode  hätte  man  x,  y,  z  erhalten 
als  Summen  von  zwei  conjugirten  Functionen  zweier  conjugirten  com- 
plexen  Variabein.  Danach  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  diese 
complesen  Ausdrücke  mit  Hülfe  der  Additionstheoreme  der  elliptischen 
Functionen  sich  je  in  einen  einzigen  l.iite^ralauüdL'uck  mit  der  Varia- 
bein q  zusammenziehen  lassen. 

Und  dies  ist  leicht  zu  bestätigen.     Man  hat  nemlich  aus  den  For- 
meln für  die  itiehtungseoordmaten  r  und  (p  der  Normalen 
dF    ,    dF. 

v  _   a<pi Sy  "*"  dt     _  y  +  ei  +  a  +  ßi  __    ay-i 

v        °  W_ZF-       y-gi  +  *  —  pi 

dy        du 

Verbindet  man  damit  die  Definilionsjileicliuiig  von  q,  nemlich: 

(y  +  .i+i  +  ßiXg-ri  +  a-fä  —  q, 
so  ergiebt  sich. 
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(j +  „■)  +  («  + W_(_g)l,*,-t, 
(j,_„-)  +  («_W_(_g)*,-tVt. 
Ferner  hat  man 

eotgr--.— is|£=fs=__>./1_  (,,_  2«s  (,,  +  „)- 26«  O  +  ß! 

oder 

^Lj  -  Yw  =  — V— F-  =  ^=  Ü'  -  8«2(»  +  «)  ~  2&ff(*+Ä) 
^1  sin— ms--  V—  9 

2  2 

Auf  der  rechten  ^cite  sind  für  y  +  ß  und  .3  +  ß  die  eben  gefundenen 
Ausdrücke  in  tj  und  ?/  einzuführen.  Dadurch  geht  die  Gleichung  über 
in  folgende: 

f -<-*>*  [>  +  »<>(#*+ (.-«>&)*] 
+  c-s)-*(yi?-^). 

Quadrirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  und  setzt  für  ~  seinen 
Wertli  aus  (m),  so  ergiebt  sich  nach  geli  iiriger  Jleduetion 

w  (-*t-+»o(^-c-»fl&),,]'+Fa [^+yt?I 

-  8c- 2(«  + M)  (<T —)->(■•- »0(l—f)- 

Die  so  gefundene  Gleichung,  welche  den  Zusammenhang  von  q,  -rj,  >]' 
angiebt,  kann  man  als  Integral  einer  Differentialgleichung  für  «  und  jj' 
ansehen  und  q  als  Integrationseonstante  auffassen.  Die  Diiferuntial- 
gleichung  ergiebt  sich  durch  unmittelbare  Differentiation  in  folgender 
Form 

i    LV—  a\  VvvJ 

-y=7((.  +  »o  ($»-<.  _*>£)«)], 

11   Ly—  s\  kii/ 

+  V=i  (fr +  »o@)*-c. -»oft)*)]. 

Mit  Hülfe   der  primitiven  Gleichung  (/>)  hissen  sieh  aber  die  Factoren 


dq 


anders  ausdrücken.     Man  braucht  nur  die  linke  Seite 
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von  (j>)  in  zweifacher  Weise  zu  einem  vollständigen  (Juadrat  zu  er- 
gänzen, indem  man  das  fehlende  doppelte  Pralltet  das  oine  mal  positiv, 
das  andere  mal  negativ  hinzufügt.     Dadurch  erhält  man 

-  +  2  Y\2ö  +  (a  +  U)  I  -(«-  M),], 

7M^  +  i£f)--*ri((*  +  *°VT-('-K)V5) 


2  "[/[2c  +  (o 


-M)-i,-(o  +  5,),-]- 


Nimmt  man  die  Quadratwurzeln  mit  gleichen  Vorzeichen,  so  geht  die 
Differentialgleichung  über  in 


(?) 

+  - 


Ihr  Integral  in  algebraischer  Form  ist  in  der  Gleichung  (j>)  ausgesprochen 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in  den  beiden  Gleichungen 

|?i=  (1  +  w)  =  VV  [(«  +  &0  +  2er,  _(a-M)ifl 


—  ]/i)[(a  —  6*)  +  2ci)'—  (a+6»)i/a]. 
In  transscendentcr  Form  lautet  das  Integral 


const. 


-fi 


Vn  Ufl  +  &*)  +  2  cij  —  (a  -  bi)  ifl 


(*) 

2  yyj(a  _  » j)  +  2  ctf  -  (a  +  H?]  ' 

und  die   Integra  (Jon  seotistante  liisst  sich   ausdrücken 

const,  =    /  — , -_ -^ - —  , 

J   aya[l  +  2e?-C«'  +  I.»)g"]' 

was  aus  der  Gleichung  (V)  leicht  hervorgeht,  wenn  man  j?  oder  tf  con- 

stant  und  zwar  =  0  nimmt.     Man  erkennt  darin  da?  Additkmstheorem 

der  elliptischen  Integrale   erster  Gattung. 
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Mechanik  des  Ohres. 

(Aus  Henlo  und  Pfeuffer's  Zeitschrift  für  rationelle  :Vledicrn,  dritte  Ifeihe,  IM,  29.)*) 

1.  lieber  die  in  der  Physiologie  der  feineren  Sinnesorgane  anzuwen- 
dende Methode. 

Für  die  Physiologie  eines  Sinnesorganes  sind  ausser  den  allge- 
meinen Naturgesetzen  zwei  besondere  Grundlagen  nötliig,  eine  psycho- 
physische,  die  erfahrungsgemässe  Feststellung  der  Leistungen  des 
Organes,  und  eine  anatomische,  diu  Erforschung  seines  Baues. 

Es  sind  demnach  zwei  Wege  möglich,  um  zur  Kenntniss  seiner 
Functionen  zu  gelangen.  Man  kann  entweder  vom  Baue  des  Organes 
ausgehen  und  hieraus  die  Gesetze  der  Wechselwirkung  seiner  Theile 
und  den  Erfolg .  äusserer  Einwirkungen  zu  bestimmen  suchen, 

oder  man  kann  von  den  Leistungen  des  Organes  ausgehen  und 
diese  zu  erklären  versuchen. 

Bei  dem  ersten  Wege  sehliesst  man  von  gegebenen  Ursachen  auf 
die  Wirkungen,  bei  dem  zweiten  sucht  man  zu  gegebenen  Wirkungen 
ilie   Ursachen. 

Man  kann  mit  Newton  und  Herhart  den  ersten  Weg  den  syn- 
thetischen, den  zweiten  den  i 


Synthetischer  Weg. 
Der  erste  Weg  liegt  dem  Anatomen  am  nächsten.     Mit  der  Unter- 
suchung der  einzelnen  Bestandteile   des  Orgaus  beschäftigt,   fühlt  er 

*)  Der  grosse  ^iaihematiker,  den  ein  iviiher  Tod  unserer  Hochschule  und  der 
Wissenschaft  entriss,  beschäftigte  sieh,  augerojjf.  durch  die  von  Heimholte  be- 
gründete neue  Lehre  von  den  Toeemviiindungeri,  i:i  seinen  letxteu  Bebensmonalon 
mit  der  Theorie  des  G oliörorgans.  Was  sieh  darüber  aufgezeichnet  in  seinen  Pa- 
pieren vorfand  und  liier  mitgethodt  wird,  berührt  allerdings  mir  einen  kleinen  und 
minder  wesentlichen  'l'lieil  der  Aulgabe;  doch  rechtfertigt  sieh  ohne  Zweifel  die 
Ve-roireutliehung  dieses  Fragments  durch  die  I  ledeuting  des  Verfassers  und  durch 
den  Werth  seiner  Aussprüche,  wie  seines  Beispiels  für  die  methodische  Bei i and 
Iuris1  d«3  Gegenstandes.  Den  ersten  Abselmitt  und  den  grö'ssren  Tlieil  des  zweiten 
hat  der  Verf.  in  Reinschrift  hinterlassen;  der  Seiilnss  des  /.weiten,  vom  letzten  Ab- 
sätze auf  S.  336  an,  wurde  aus  zerstreuten  Blattern  und  Sätzen,  in  welchen  II. 
seine  ersten  Entwürfe  niederzulegen  pflegte,  zusammengestellt.  Die  Bemerkung, 
in  welcher  er  sich  .gegen  die  Helm hollz'sehe  Theorie  von  den  Bewegungen  des 
Ohres  erklärt,  würde  erst  durch  seine  eigene  Ausführung  vci>;tii.iidlici:  geworden 
sein;  Riemann's  gesi.iriicbsweise  Aeusserungen  lassen  vermuthen,  dass  die  Ver- 
schiedenheit, der  beiderseitigen  Ansichten  erst  bei  dem  Problem  der  Üeberti  aguug 
der  Schallse'hwingurgen  auf  die  Organe  der  Schnecke  hervorgetreten  sein  würde, 
und  dass  R.  das  dabei  zu  lösende  mathematische  Problem  als  ein  hydraulisches 
aaifgefaast  habe.  Schering.    Henle. 
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sich  veranlasst,  bei  jedem  einzelnen  Theile  hu  fragen,  welchen  Einftuss 
er  auf  die  Thätigkeit  des  Organs  haben  möge.  Dieser  Weg  würde 
auch  in  der  Physiologie  der  Sinnesorgane  mit  demselben  Erfolg  ein- 
geschlagen werden  können,  wie  in  der  Physiologie  der  Bewegungs- 
organe,  wenn  die  physikalischen  Eigenschaften  der  einzelnen  Theile 
sich  bestimmen  Hessen.  Die  Bestimmung  dieser  Eigenschaften  aus  den 
Beobachtungen  bleibt  aber  bei  mikroskopischen  Objeeten  immer  mehr 
oder  weniger  ungewiss  und  jedenfalls  im  höchsten  Grade  ungenau. 

Man  Ist  daher  zu  einer  Ergänzung  nach  Gründen  der  Analogie 
oder  Teleologie  genöthigt,  wobei  .die  grösste  Willkür  unvermeidlich  ist, 
und  aus  diesem  Grunde  führt  das  synthetische  Verfahren  in  der  Phy- 
siologie der  Sinnesorgane  selten  zu  richtigen  und  jedenfalls  nicht  zu 
sichern  Ergebnissen. 

Analytischer  Weg, 

Bei  dem  zweiten  Wege  sucht  man  zu  den  Leistungen  des  Organes 
die  Erklärung. 

Das  Geschäft  zerfällt  in  drei  Theile. 

1.  Das  Aufsuchen  einer  Hypothese,  welche  zur  Erklärung  der 
Leistungen  genügt. 

2.  Die  Untersuchung,  in  wie  weit  sie  zur  Erklärung  noth- 
wendig  ist. 

3.  Die  Vergleichung  mit  der  Erfahrung,  um  sie  zu  bestätigen 
oder  zu  berichtigen. 

I.  Man  muss  das  Instrument  gleichsam  imcherlbi.den  und  in  so 
fem  die  Leistungen  des  Organs  als  Zweck,  seine  Schöpfung  als  Mittel 
zu  diesem  Zweck  betrachten.  Aber  der  Zweck  ist  kein  vermutheter, 
sundern  ein  durch  die  Erfahrung  gegebener,  und  wenn  man  von  der 
Herstellung  des  Organs  absieht,  kann  der  Begriff  der  Endursachen  ganz 
ausser  dem  Spiele  bleiben. 

Zu  den  thatsäehlieheii  Leistungen  des  Organs  sucht  man  in  dem 
Baue  des  Organs  die  Erklärung.  Bei  dem  Aufsuchen  dieser  Erklärung 
hat  man  zuvörderst  die  Aufgabe  des  Organs  zu  analysiren;  hieraus  wer- 
den sich  eine  Reihe  von  seeundären  Aufgaben  ergeben,  und  erst  nach- 
dem man  sich  überzeugt  hat,  dass  sie  gelöst  sein  müssen,  sucht  man 
die  Art  und  Weise,  wie  sie  gelost  sind,  aus  dem  Baue  des  Organs 
zu  seh  Hessen. 

II.  Nachdem  aber  eine  Vorstellung  gewonnen  worden  ist,  welche 
zur  Erklärung  des  Organs  ausreicht,  darf  man  nicht  unterlassen  zu 
untersuchen,  in  wie  weit  sie  zur  Erklärung  nothwendig  ist.  Man 
muss  sorgfältig  unterscheiden,  welche  Voraussetzungen  unbedingt  oder 
vielmehr  in  Folge  unbez  weif  elter  Naturgesetze  nothwendig   sind,  und 
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welche  Vorstcllungsarten  vielleicht  durch  andere  ersetzt  werden  können, 
das  ganz  willkürlich  Hinzugedachte  ah  er  ausscheiden.  Nur  auf  diese 
Weise  können  die  na.chth eiligen  holten  der  Benutzung  von  Analogien 
bei  dem  Aufsuchen  der  Frklärung  beseitigt  werden,  und  auf  diese 
Weise  wird  auch  die  Prüfung  der  Erklärung  an  der  Erfahrung  (durch 
Aufstellung  von  zu  beantwortenden  Kragen)   wesentlich  erleichtert. 

III.  Zur  Prüfung  der  Erklärung  an  der  Erfahrung  können  theils 
die  Folgerungen  dienen,  die  sich  aus  ihr  für  die  Leistungen  des  Organs 
ergeben,  theils  die  bei  dieser  Erklärung  vorauszusetzenden  physikali- 
schen Eigenschaften  der  Bestandtheile  des  Organs.  Was  die  Leistungen 
des  Organs  betrifft,  so  ist  eine  genaue  Vergleichung  mit  der  Erfahrung 
äusserst  schwierig,  und  man  muss  die  Prüfung  der  Theorie  meist  auf 
die  Frage  beschränken,  ob  kein  Ergebniss  eines  Versuchs  oder  einer 
Beobachtung  ihr  widerspricht.  Was  dagegen  die  Folgerungen  über  die 
physikalischen  Kigeus-ch.ii.ften  der  iJestandthcile  betrifft,  so  können  diese 
von  allgemeiner  Tragweite  sein  und  /.n  .1' drisch  ritten  in  der  Erkenntniss 
der  Naturgesetze  Anlass  geben,  wie  dies  z.  B.  bei  dem  Aufsuchen  der 
Erklärung  der  Achromasie  des  Auges  durch  Euler  der  Fall  war. 

Für  die  beiden  eben  einander  gegenübergestellten  Forschungsweisen 
gelten  übrigens  die  Bezeichnungen  synthetisch  und  analytisch  nur  a 
potiori.  Genau  genommen  ist  weder  eine  rein  synthetische,  noch  eine 
rein  analytische  Forschung  möglich.  Denn  jede  Synthese  stützt  sich 
auf  das  Ergebniss  einer  vorausgehenden  Analyse  und'  jede  Analyse 
bedarf  zu  ihrer  Bestätigung  oder  Berichtigung  durch  die  Erfahrung 
der  nachfolgenden  Synthese.  Bei  dem  ersten  Verfahren  bilden  die  all- 
gemeinen Bewegungsgesetze  das  vorausgesetzte  l'lrgebniss  einer  früheren 
Analyse.  

Das  erste  vorzugsweise  synthetische  Verfuhren  ist  für  die  Theorie 
der  feinern  Sinnesorgane  deshalb  zu  verwerfen,  weil  die  Voraus- 
setzungen für  die  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  zu  unvollständig  er- 
füllt sind,  die  Ergänzung  der  Voraussetzungen  durch  Analogie  und 
Teleologie  hier  aber   völlig  willkürlich  bleibt. 

Bei  dem  zweiten  vorzugsweise  analytischen  Verfuhren  kann  die 
Hülfe  der  Teleologie  und  Analogie  zwar  auch  nicht  ganz  entbehrt, 
wohl  aber  bei  ihrer  Benutzung  die  Willkürlich  keit  vermieden  werden, 
indem  man 

1)  die  Anwendung  der  Teleologie  auf  die  Krage  beschränkt,  durch 
welche  Mittel  die  thatsächlichen  Leistungen  des  Orgaus  au.sgelührt 
werden,  nicht  aber  bei  den  einzelneu  Bestandtheilen  des  Organs  die 
Kragt*  nach  dem  Nutzen  aufwirft: 
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2)  die  Anwendung  von  Analogien  (das  „Dichten  von  Hypothesen") 
sich  zwar  nicht,  wie  Newton  will,  gänzlich  versagt,  aber  hinterher 
die  Bedingungen,  die  zur  Erklärung  der  Leistungen  des  Organs  erfüllt 
sein  müssen,  heraushebt,  und  die  zur  Erklärung  nicht  nöthigen  Vor- 
stellungen, welche  durch  Benutzung  der  Analogie  herbeigeführt  worden 
sind  ?  davon  absondert. 

Nach  diesen  Prhicipieu  müssen  nun  für  unseni  Zweck  zuvörderst 
die  Leistungen  des  Gehörorgans  festgestellt  werden.  Mit  welcher 
Schärfe,  Feinheit  und  Treue  das  Ohr  die  Wahrnehmung  des  Schalles, 
seines  Klanges  und  Tones,  seiner  Stärke  und  Richtung  vermittelt, 
dieses  muss  durch  Beobachtung  und  Versuch  so  genau,  wie  irgend 
möglich,    bestimmt  werden. 

Ich  setae  diese  Thatsaehen  als  bekannt  voraus.  In  dem  Buche 
„die  Lehre  von  den  Tonempfindungen  als  physiologische'  Grundlage 
für  die  Theorie  der  Musik"  von  Helmholtz,  findet  man  die  Fort- 
schritte zusammengestellt,  welche  in  der  so  äusserst  schwierigen  Er- 
mittelung der  Thatsaehen,  die  die  Wahrnehmung  der  Töne  betreffen, 
in  neuester  Zeit  gemacht  worden  sind  und  zwar  vorzüglich  von  Helm- 
holtz selbst. 

Da  ich  den  Folgerungen,  welche  Helmholtz  aus  den  Versuchen 
und  Beobachtungen  zieht,  entgegen  zu  treten  vielfach  genöthigt  bin, 
so  glaube  ich  um  so  mehr  gleich  hier  aussprechen  zu  müssen,  wie 
sehr  ich  die  grossen  Verdienste  seiner  Arbeiten  über  unseni  Gegenstand 
anerkenne.  Sie  sind  aber  meiner  Ansicht  nach  nicht  in  seinen  Theorien 
von  den  Bewegungen  des  Ohres  zu  suchen,  sondern  in  der  Verbesserung 
der  erfahrungsniässigen    Grundlage   für  die  Theorie  dieser  Bewegungen. 

Ebenso  muss  ich  auch  den  Bau  des  Ohres  hier  als  bekannt  voraus- 
setzen, und  bitte  den  geneigten  Leser,  nÖthigeni'alls  ein  mit  Abbildungen 
versehenes  Handbuch  der  Anatomie  zur  Hülfe  zu  nehmen.  Die  Er- 
gebnisse der  neuesten  Forschungen  über  den  Bau  der  Schnecke  und 
des  Ohres  überhaupt  findet  man  dargestellt  in  der  vor  Kurzem  er- 
schienenen dritten  Lieferung  des  zweiten  Bandes  von  Henle's  Hand- 
buch der  Anatomie  des  Mensehen. 

Ich  betrachte  es  hier  allein  als  meine  Aufgabe,  jene  psychophysi- 
schen  Thatsaehen  aus  diesen  anatomischen  That suchen  zu   erklären. 

Die  Theile  des  Ohres,  die  für  unsern  Zweck  in  Betracht  kommen, 
sind  die  Paukenhöhle  und  das  Labyrinth,  welches  aus  dem  Vorhofe, 
den  Bogengängen  und  der  Schnecke  bestellt.  Wir  verfahren  nun  so, 
dass  wir  zunächst  aus  dem  Baue  dieser  Theile  zu  schliessen  suchen, 
was  jeder  derselben  zu  den  Leistungen  des  Ohres  beitragen  möge,  dann 
aber  bei  jedem  einzelnen  Theile  wieder  von  der  durch  ihn  zu  lösenden 
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Aufgabe   ausgehen   und    zunächst   die   Bedingungen   aufsuchen,    deren 

LM'iilhiijg  zu   einer  genügenden  Lösung  der   Aufgabe   erforderlich  ist. 

2.    Paukenhöhle. 

Man  hat  längst  erkannt,  dass  der  Apparat  in  der  Paukenhöhle 
die  Wirkung  hat,  den  Druck  der  Luft  auf  das  Labyrinth wassor  ver- 
stärkt zu    übertragen. 

Nach  den  oben  entwickelten  Principien  müssen  wir  nun  aus  den 
in  der  Erfahrung  gegebenen  Leistungen  des  Organs  die  Bedingungen 
ableiten,  welche  bei  dieser  IT  Übertragung  erfüllt  werden  müssen.  Es 
ergeben  sieh  diese  vorzüglich  aus  der  Feinheit  des  Ohres  in  der  Wahr- 
nehmung des  Klanges  und  aus  der  grossen  Scharfe,  welche  das  Ohr, 
zumal  das  un verkümmerte  Ohr  des  Wilden  und  des  Wüstenbewohners, 
besitzt.  Versteht  man  unter  Klang  die  Beschaffenheit  des  Sehalles, 
welche  von  Starke  und  Richtung  desselben  unabhängig  ist,  so  wird 
diese  offenbar  durch  den  Apparat  völlig  treu  mitgetheilt,  wenn  er  die 
Druckänderung  der  Luft  in  jedem  Augenblick  in  constantem 
Verhältniss  vergrössert  auf  das  Labyrinthwasser  überträgt. 

Es  ist  unverfänglich,  dies  als  Zweck  des  Apparats  anzusehen, 
wenn  man  nur  dabei  nicht  unterlasse,  zugleich  aus  den  Leistungen  des 
Ohres  zu  bestimmen,  wie  weit  man  durch  die  Erfahrung  berechtigt  d.  h. 
genöthigt  ist,   die   wirkliche  Erfüllung   dieses   Zwecks   vorauszusetzen. 

Wir  wollen  dies  sogleich  thun,  vorher  jedoch  für  die  Beschaffen- 
heit der  Druekänderung,  von  welcher  der  Klang  abhängt,  einen  mathe- 
matischen Ausdruck  suchen.  Die  Curve,  welche  die  Geschwindigkeit 
der  Druckänderung  als  Function  der  Zeit  darstellt,  bestimmt  die  Schall- 
welle vollständig  bis  auf  ihre  Richtung,  also  auch  Stärke  und  Klang 
des  Schalles.  Nimmt  man  nun  statt  dieser  Geschwindigkeit  den  Loga- 
rithmus von  dieser  Geschwindigkeit,  oder  wenn  man  lieher  will,  von 
deren  Quadrat,  so  erhält  man  eine  Curve,  deren  Form  von  Richtung 
und  Stärke  des  Schalles  unabhängig  ist,  die  aber  den  Klang  vollständig 
bestimmt  und  dalier  ,,  Klangcurve"  heissen  möge. 

Löste  der  Apparat  seine  Aufgabe  vollkommen,  so  würden  die 
Klangcurven  des  Labyrinth w assers  mit  den  Klangcurven  der  Luft  völlig 
übereinstimmen.  Durch  die  Feinheit  des  Ohres  in  der  Wahrnehmung 
des  Klanges  halten  wir  uns  nun  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  die 
Klangcurve  durch  die  Uebertragung  nur  sehr  wenig  geändert  werde 
und  also  das  Verhältnis*  zwischen  den  gleichzeitigen  Druckänderungen 
der  Luft  und  des  Labyrinth wassers  während  eines  Schalles  sehr 
nahe  constant  bleibe. 

Eine  langsame  Veränderlichkeit  dieses  Verhältnisses  ist  damit  sehr 
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wohl  vereinbar  und  wahrscheinlich.  Sie  würde  nur  eine  Veränderlich- 
keit des  Ohres  in  der  Schätzung  der  Schallstärke  zur  Folge  haben,  deren 
Annahme  die  Erfahrung  durchaus  nicht  verbietet.  Würde  die  Klang- 
eurve  merklich  geändert,  so  scheint  eine  solche  Feinheit  des  Gehörs, 
wie  sie  sich  z.  B.  in  der  Wahrnehmung  geringer  Verschiedenheiten  der 
Aussprache  zeigt,  mir  kaum  denkbar.  Die  unmittelbare  Beurtheilung 
der  Feinheit  der  Klangwahrnehmungen  und  besonders*  die  Schätzung 
der  den  Klang  Verschiedenheiten  entsprechenden  Verschiedenheiten  der 
K lim gevir ve  bleibt,  .freilich  immer  sehr  subjeetiv. 

Die  Verschiedenheit  des  Klanges  dient  uns  aber  auch,  die  Ent- 
fernung der  Schallquelle  zu  schätzen.  Von  dieser  Klang  Verschiedenheit 
können  wir  die  mechanische  Ursache,  die  Veränderung  der  Klangcurve  hei 
der  Fortpflanzung  des  Sehalles  in  der  Luft  durch  Rechnung  bestimmen, 
Wir  können  indess  dies  hier  nicht  weiter  verfolgen  und  wollen 
von  dem  Uebertragungsapparat  nur  fordern,  dass  er  keine  groben  Ent- 
stellungen des  Klanges  bewirke,  obgleich  wir  glauben,  dass  seine  Treue 
viel  grösser  ist,  als  man  gewöhnlich  annimmt. 

I.  Der  Apparat  in  der  Paukenhöhle  (im  unverkümmerten  Zu- 
stande) ist  ein  mechanischer  Apparat  von  einer  Empfindlichkeit,  die 
Alles,  was  wir  von  Empfindlichkeit  mechanischer  Apparate  kennen, 
himmelweit  hinter  sich  lässt. 

In  der  That  ist  es  durchaus  nicht  unwahrscheinlich,  dass  durch 
denselben  Schal Ibewe^ui igen  treu  mitgetheilt  werden,  die  so  klein  sind, 
dass  sie  mit  dem  Mikroskop  nicht  wahrgenommen  werden  könnten. 

Die  mechanische  Kraft  der  schwächsten  Schälle,  welche  das  Ohr 
noch  wahrnimmt,  lässt  «ich  freilich  kaum  direct  schätzen;  aber  man 
kann  mit  Hülfe  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  Stärke  des  Schalles 
bei  seiner  Verbreitung  in  der  Luft  abnimmt,  zeigen,  dass  das  Ohr 
Schälle  wahrnimmt,  deren  mechanische  Kraft  Millionen  Mal  kleiner  ist, 
als  die  der  Schälle  von  gewöhnlicher  Stärke. 

In  Ermangelung  anderer  von  Fehlerquellen  freier  Beobachtungen 
berufe  ich  mich  auf  die  Angabe  von  Nicholson,  nach  welcher  das 
Rufen  der  Schildwachen  von  Portsmouth  4  bis  5  englische  Meilen  weit 
zu  Eide  auf  der  Insel  Wight  bei  Nacht  deutlich  gehört  wird.  Wenn 
man  erwägt,  welche  Vorrichtungen  Colladon  nothig  hatte,  um  die 
Verbreitung  des  Schalles  im  Wasser  wahrzunehmen,  so  wird  man  zu- 
geben, dass  von  einer  erheblichen  Verstärkung  des  Schalles  durch  Fort- 
pflanzung im  Wasser  nicht  die  Rede  sein  kann  und  dass  hier  in  der 
That  die  mechanische  Kraft  des  Schalles  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrat  der  Entfernung  und  wahrscheinlich  noch  schneller  abnimmt. 
Da  die  Entfernung  von  4  bis  5  Meilen  etwa  2000   Mal   so   gross  ist 
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als  die  Entfernung  von  8  bis  10  Fuss,  so  ist  die  mechanische  Kraft  der 
das  Trommelfell  treffenden  Schallwellen  hier  vier  Millionen  Mal  kleiner, 
als  in  der  Entfernung  von  8  bis  10  Fuss  von  der  Schildwache  und  die 
Bewegungen  sind  2000  Mal  kleiner.  Man  tnuss  zugeben,  dass  bei  den 
Seh  all- Empfindungen  durchaus  nichts  von  Verhältnissen,  wie  1  zu 
1000  Millionen  oder  1  zu  Tausend  bemerkt  wird.  Nach  den  neueren 
Untersuchungen  über  das  Verhältniss  der  psychischen  Schätzung  der 
Schallstärken  /um  physischen  oder  mechanischen  Mass  der  Behallstärke 
bildet  dies  jedoch  durchaus  keinen  Einwand  gegen  die  eben  erhaltenen 
Resultate.  Wahrscheinlich  ist  flies  Abhängigkeit*  verhältniss  gerade  so, 
wie  das  unserer  Schätzung  der  Lichtstärke  oder  Grösse  der  Fixsterne 
zu  der  mechanischen  Kraft  des  uns  von  ihnen  zugesandten  Lichtes. 
Hier  hat  man  bekanntlich  aus  den  Stern -Aichungen  geschlossen,  dass 
die  mechanische  Kraft  des  Lichte*  im  genmetri  sehen  Verhältnisse  ab- 
nimmt, wenn  die  Grösse  des  Fixsternes  in  arithmetischer  Reihe  steigt. 
Theilte  man  dem  analog  die  Schälle,  von  denen  von  gewöhnlicher 
Stärke  bis  zu  den  eben  noch  wahrnehmbaren,  in  Schälle  von  der  ersten 
bis  zur  achten  Grösse,  so  würde  die  mechanische  Kraft  für  die  Schälle 
zweiter  Grösse  etwa  */10,  für  die  dritter  ,/,(l0,  . .  . .,  für  die  achter 
Yioiooooooj  den  zehn  Millionten  Theil  so  gross  sein,  als  für  die  Schälle 
erster  Grösse,  und  die  Weite  der  Bewegungen  würde  für  die  Schälle 
erster,  dritter,  fünfter,  siebenter  Grösse  sieh  wie  1  :  yi0  :  Y100  :  yi0(M  ver- 
halten. 

Ich  habe  oben  bei  der  Betrachtung  der  das  Ohr  treffenden  Schall- 
wellen vor  dem  Trommelfell  Halt  gemacht.,  weil  Einige  eine  Dämpfung 
der  stärkeren  Schälle  (durch  Spannung  des  Trommelfells?)  annehmen. 
Ich  muss  jedoch  gestehen,  dass  mir  diese  Meinung  als  eine  völlig  will- 
kürliche Vermnthung  erscheint.  Es  mögen  allerdings,  wenn  ein  star- 
ker Knall  die  Membranen  des  Labyrinths  zu  verletzen  droht,  Schutz- 
vorrichtungen wirksam  werden;  aber  ich  finde  in  der  Beschaffenheit 
der  Gehörs  ein  drücke  durchaus  nichts  Analoges  mit  dem  Beleuchtungs- 
grad des  Gesichtsfeldes  beim  Auge,  und  wüsste  durchaus  nicht,  was 
eine  fortwährend  veränderliche  Heilexthärigkeit  des  M.  tensor  tympani 
für  das  genaue  Auffassen  eines  Musikstücks  nützen  sollte.  Meiner  An- 
sicht nach  hat  man  durchaus  keinen  Grund,  hei  dem  Schalle  in  10  Fuss 
Entfernung  von  der  Schildwache  ein  anderes  Verhältnis*  zwischen  den 
Bewegungen  der  Luft  vor  dem  Trommelfell  und  den  Bewegungen  der 
Steigbügelplatte  anzunehmen,  als  in  der  Entfernung  von  20,000  Fuss: 
aber  selbst  wenn  man  eine  ziemlich  starke  Veränderlichkeit  der 
Spannung  des  Trommelfells  annimmt,  werden  unsere  Schlüsse  dadurch 
nicht  beeinträchtigt.     Wenn  nun  die  Bewegungen  der  Steigbügelplatte 
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in  der  Entfernung  von  10  Fhss  von  der  Schildwache  wahrscheinlich 
zu  den  eben  mit  blossen  Augen  noch  wahrnehmbaren  gehören,  so  wer- 
den die  Bewegungen  in  der  Entfernung  von  20,000  Fuss  bei  einer 
2000faehen  "VergrÖsserung  eben  wahrnehmbar  sein. 

IL  Soll  der  Paukenapparat  so  kleine  Bewegungen  treu  mittheilen, 
wie  er  es  der  Erfahrung  nach  thut,  so  müssen  die  festen  Körper,  aus 
denen  er  besteht,  an  den  Stellen,  wo  sie  auf  einander  wirken  sollen. 
völlig  genau  auf  einiinder  sehliessen;  denn  offenbar  kann  ein  Körper 
einem  anderen  eine  Bewegung  nicht  mittheilen,  sobald  er  um  mehr 
als  die  Weite  der  Bewegung  von  ihm  absteht. 

Es  wird  ferner  nur  ein  kleiner  Theil  der  mechanischen  Kraft  der 
Schallbewegung  durch  anderweitige  Arbeit,  wie  Spannung  von  Gelenk- 
kapseln und  Membranen,  für  das  Labyrinth  verloren  gehen  dürfen. 

Ein  solcher  Verlust  wird  vermieden  durch  die  äusserst  geringe 
Breite  des  freien  Bandes  der  Membran  des  Vorhofsfensters.  Wäre 
dieser  Rand  breiter,  so  würden  die  Schwingungen  der  Steigbügelplatte 
beinahe  ganz  durch  Schwingungen  dieses  Randes  ausgeglichen  werden, 
und  auf  die  Membranen  der  Schnecke  und  des  Schneekenfensters  nur 
eine  geringe  Wirkung  stattfinden. 

Die  Wirkung  dieses  Membranenrandes  auf  die  Steigbügelplatte 
wird  wegen  der  geringen  Breite  des  Randes  für  die  verschiedenen 
Lagen  der  SleigbiigeJulatie  während  der  Schallbewegung  sehr  verschie- 
den sein.  Man  muss  daher,  wenn  sie  den  Klang  nicht  entstellen  soll, 
annehmen,  dass  die  Elastieität  der  Membran  sehr  gering  ist,  und  die 
Steigbügel  platte  nicht  durch  sie,  sondern  durch  andere  Kräfte  in  die 
richtige  Gleichgewichtslage  gebracht  wird. 

III.  Da  die  Theile  des  Paukenap parates,  um  die  erfahrungs- 
gemässe  Schärfe  des  Ohres  möglich  zu  machen,  fortwährend  mit  mehr 
als  mikroskopischer  Genauigkeit  in  einander  greifen  müssen,  so  schei- 
nen Correctioiis Vorrichtungen  wegen,  der  Ausdehnung  und  Zusammen- 
ziehung der  Körper  durch  die  Wärme  durchaus  unentbehrlich.  Die 
Temperaturänderungen  mögen  innerhalb  der  Paukenhöhle  nur  sehr 
klein  sein;  dass  sie  aber  stattfinden,  ist  nicht  zu  bezweifeln.  Für  die 
Temperaturvertheilung  im  menschliehen  Körpur  gilt,  wenn  die  äussere 
Temperatur  hinreichend  lange  constant  gewesen  ist,  nahe  das  Gesetz, 
dass  der  Abstand  der  Temperatur  an  einer  beliebigen  Stelle  des  Kör- 
pers von  der  Hirntemperatur  proportional  ist  dem  Abstände  der 
äusseren  Temperatur  von  der  Hirntemperatur.  Dieses  Gesetz  ergiebt 
sich  aus  dem  Newton'schen  und  der  Voraussetzung,  dass  der  Wärme- 
leitungseoeffieient  und  die  specinsche  Wärme  innerhalb  der  in  Be- 
tracht kommenden  Temperaturen  constant  sei,  eine  Voraussetzung,  die 
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wahrscheinlich  nahe  erfüllt  ist.  Man  kann  durch  dieses  Gesetz  aus 
dem  Abstünde  der  Temperatur  der  Paukenhöhle  von  der  Hirntempera- 
tur auf  die  Tempcrafuränderungi.'n  schliessen.  Wenn  sich  nun  auch 
der  Temperaturunterschied  zwischen  Paukenhohle,  und  Hirn  nicht  be- 
stimmen lässfc,  so  kann  man  doch  aus  mehreren  Gründen,  aus  den 
Communicationen  mit  der  äusseren  Luft  durch  den  äusseren  Gehör- 
gang und  die  Tuba,  auch  wohl  aus  der  Art  und  Weise  der  Blutver- 
sorgung der  Paukenhöhle,  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  schliessen, 
dass  ein  merklicher  Temperaturunterschied  stattfindet. 

Dagegen  hat  der  Pyramidenknoehen,  weü  er  den  Can.  caroticus 
enthält,  wahrscheinlich  sehr  nahe  die  Temperatur  des  Hirns,  und  wir 
müssen  daher  annehmen,  dass  die  innere  Auskleidung  der  Pauken- 
höhle ein  sehr  schlechter  Wärmeleiter  und  Strahler  ist. 

Von  den  übrigen,  die  Paukenhöhle  umgebenden  Knochen  lässt 
sich  freilich  wohl  nicht  behaupten,  dass  sie  eine  so  hohe  Temperatur 
besitzen,  wie  das  Hirn  oder  die  Pyramide.  Doch  enthalten  sie  bedeu- 
tende Wärmequellen  in  Blutleitern,  grossen  Arterien  und  Venen  und 
sind,  wie  die  Pyramide,  durch  Schleimhaut  und  Periost  gegen  die  Aus- 
strahlung in  die  Paukenhöhle  geschützt.  Wir  dürfen  daher  annehmen, 
dass  ihre  Temperatur  merklieh  höher  ist  als  die  der  Paukenhöhle. 

Wenn  nun  die  äussere  Temperatur  sinkt,  so  wird  nach  dem  oben 
angeführten  Gesetze  der  Abstand  von  der  Hirntemperatur  allenthalben 
im  Körper  in  demselben  Verhältniss  (auf  das  Doppelte)  steigen,  die 
Paukenhöhle  wird  sich  in  Folge  dessen  merklich,  die  umgebenden 
Knochen  nur  sehr  wenig  abkühlen,  und  die  Gehörknöchelchen  werden 
sieh  merklieh  msa-inmen/.ieheu,  während  die  Wände  der  Paukenhöhle 
fast  ungeändert  bleiben. 

Viel  mehr  als  dieses,  dass  die  Ueriörknuclieieho-n  sich  beim  Sin- 
ken der  äusseren  Temperatur  viel  stärker  abkühlen  und  zusammen- 
ziehen, als  die  Wände  der  Paukenhöhle,  dürfte  sieh  über  den  Einfiuss 
der  Temperatur  auf  den  Pauken  a.ppa  rat  bei  unserer  gänzlichen  Unbe- 
kanntschaft  mit  den  thermi sehen  Eigenschaften  seiner  Bestand  theüe 
nicht  feststellen  lassen. 

IV.  Ich  werde  nun  zunächst  die  Veränderungen  zu  bestimmen 
suchen,  welche  bei  einem  Sinken  der  äusseren  Temperatur  in  der  Lage 
der  Gehörknöchelchen  eintreten,  damit  alle  zur  Berührung  bestimmten 
Theile  des  Apparates  fortfahren,  genau  auf  einander  zu  schliessen.  Der 
Theil  des  Gehörknöclielsystems,  der  am  unveränderlichsten  mit  der 
Wand  der  Paukenhöhle  verbunden  ist,  ist  das  Ambos-Pauk engelenk. 
Durch  Abkühlung  werden  alle  Entfernungen  in  festen  Körpern  kleiner, 
also  auch  die  Entfernung  des  Ambos;  Steigingelgelenks  von  dieser  Ge- 
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lenkfliichc.  Vom  Hammer  ist  wahrscheinlich  das  obere  Grillende  der- 
jenige Theil,  welcher,  wenigstens  parallel  dem  Paukenfellriug,  die  ge- 
ringsten Verschiebungen  zulässt.  Da  nun  bei  der  Abkühlung  die  Ent- 
fernung des  Ambos-Paukeugele.ttks  von  dem  am  unveränderlichsten 
befestigten  Punkt  des  oberen  Hammergriffs  im  Paukenfell  nahe  unge- 
ändert  bleibt,  die  Entfernungen  dieser  Punkte  vom  Ambos-Hammergelenk 
aber  beide  abnehmen,  so  muss  sich  am  Anibos-Hammergelenk  der  Winkel 
zwischen  den  nach  diesen  Punkten  gehenden  Linien  etwas  weiter  öffnen. 

Bei  diesen  beiden  Aenderungen  in  der  Lage  der  G eliörknöchelchen 
wird  der  Hammer  ein  wenig  in  der  Richtung  vorn- ine dian-h inten  und 
gleichzeitig  (um  das  Gelenkknöpfehen  des  Aniboses  in  seiner  Hohe  zu 
erhalten)  sehr  wenig  in  der  Richtung  vorn-  oben  -hinten  gedreht.  Der 
lange  Fortsat/  des  Hammers  würde  dabei  in  der  Fissur  nach  oben 
und  medianwärts  bewegt  werden,  wenn  er  gegen  Griff  und  Kopf  des 
Hammers  eine  und  dieselbe  Lage  behielte.  Durch  die  Wirkung  der 
Abkühlung  wird  er  aber  stärker  gekrümmt  und  dem  Hammergriff 
genähert,  so  dass  er  sich  während  der  Temperaturäuderui.ig  wahrschein- 
lich nur  allmählich  ein  wenig  aus  der  Fissur  herausbewegt. 

V.  Wir  haben  eben  die  Bedingungen  aufgestellt,  denen  die  Lage 
der  Gehörknöchelchen  wahrscheinlich  genügt,  damit  sie  fortwährend 
genau  auf  einander  schliessen  und  dabei  weder  im  Rande  der  Vor- 
hofsmembran,  noch  im  Pauken-feil  eine  merklich  ungloielimässige  Span- 
nung erzeugen.  Wir  fragen  nun  nach  den  Mitteln,  durch  welche 
den  Gehörknöchelchen  jederzeit  die  richtige  Lüge  gegeben  und  gesichert 
wird.  (Es  wird  dies  meist  durch  einander  entgegengesetzte  Kräfte 
geschehen,  welche  bei  der  richtigen  Lage  des  Knöchelchens  sich  das 
Gleichgewicht  halten  und  es,  wenn  es  aus  ihr  entfernt  würde,  in  sie 
zurücktreiben,  würden.) 

Es  ist  klar,  dass  diese  in  den  beiden  die  Lage  der  Gehörknöchel- 
chen regulirenden  Muskeln,  in  den  Gelenkkapseln.  Ligamenten,  den 
Schleimhautfalten  und  den  beiden  Membranen,  mit  denen  die  Gehör- 
knöchelchen verwachsen  sind,  gesucht  werden  müssten.  Bei  diesem 
Aufsuchen  der  Ursachen  einer  bestimmten  Wirkung  auf  die  Gehör- 
knöchelchen ergeben  sich  jedoch,  namentlich  wenn  man  die  Schleim - 
hautfalten  mit  in  Betracht  zieht,  oft  mehrere  Wege  zur  Erzielung  der 
Wirkung  als  möglich.  Um  aus  diesen  verschiedene)!  Möglichkeiten  die 
wahrschein licli st e  herauszufinden,  ist  es  vor  allen  Dingen  nöt.hig,  sich 
durch  anatomische  Untersuchungen  an  frischen  Präparaten  ein  unge- 
fähres Urtheil  über  die  Ehtstic.itiit  und  Spauuung  der  Bänder,  Häute  etc. 
äu  verschaffen,  was  mir  unmöglich  ist.  Man  darf  jedoch  auch  hoffen, 
durch   sorgfältige    Entwicklung    der   Consecmenzen   der   verschiedenen 


/Google 


326  XVIII.     Mechanik  des  Ohres. 

Hypothesen  bei    den  falschen  auf  Uinvahrseheiuliehkeiten    zu 
und  diese  so  zu  exeludiren. 

Es  ist  für  unsere  jetzige  Untersuchung  zweekiniissig,  zu  unter- 
scheiden zwischen  dem  lauschenden,  zum  genauen  Hören  adaptirten 
Ohr  und  dem  nicht  lauschenden  Ohr,  und  für  bestimmte  Fragen  zwi- 
schen dem  Ohr  des  Neugeborenen  und  des  Erwachsenen.  Wir  machen 
die  Unterscheidung  zwischen  dem  lauschenden  und  nicht  lausehenden 
Ohr,  wenn  die  Steighügelplatte  durch  den  Zug  des  M.  tensor  tympani 
ein  wenig  gegen  das  Labyrinthwasser  gedrückt  wird,  so  da.ss  der  Druck 
im  Labyrinth wasser  ein  wenig  stärker  ist  als  in  der  Luft  der  Pauken- 
höhle; es  werden  dabei  die  Thcile  der  festen  Körper,  deren  Berührung 
gesichert  werden  soll,  ein  wenig  gegen  einander  gedrückt.  Diejenigen 
nun,  welche  eine  solche  fortwährende  Spannung  des  Apparates  (das 
Paukcnfell  etwa  ausgenommen)  für  unwahrscheinlich  halten,  mögen 
annehmen,  dass  bei  den  Temperaturä.nderurigen  die  Gehörknöchelchen 
durch  die  Wirkung  der  Haft-  und  Gelenkbänder  und  die  allmähliche 
A.cnderung  der  Gontraetion  der  Muskeln  ihre  Lage  ändern,  ohne  gegen 
einander  gedrückt  zu  werden,  weil  wir  gefunden  haben,  dass  nur  dann 
das  genaue  Ineinandergreifen  aller  Theile  des  Apparats  gesichert  ist; 

Es  bleibt  dann  unsere  Untersuchung  für  das  lauschende,  zum 
genauen  Hören  absichtlich  vorgerichtete  Ohr  giltig,  wahrend  daneben 
doch  immer  die  Möglichkeit  bestehen  bleibt,  dass  das  Ohr  (des  Wachenden?) 
fortwährend,  wenn  auch  vielleicht  in   geringerem  Grade,   adaptirt  ist. 

Der  Gehörknochelapparat  besteht  aus  einem  aus  zwei  Th eilen 
(Hammer  und  Ambos)  zusammengesetzten,  um  eine  Axe  drehbaren 
Körper  und  aus  einem  mit  diesem  Körper  artieulirendeii,  auf  das 
Wasser  des  Vorhofsfensters  drückenden  Stempel  (dem  Steigbügel). 
Das  eine  Ende  der  Umdrehungsaxe,  der  kurze  Fortsatz  des  Amboses, 
ist  mittelst  des  Ambos  -Pauken  gel  enks  an  der  hintern  Wand  der  Pau- 
kenhöhle befestigt,  das  andere  Ende,  der  lange  Fortsatz  des  Hammers, 
ragt,  nur  von  WeicliUieilen  umgeben,  in  eine  Spalte  zwischen  dem 
vordem  obern  Ende  des  Paukenfellrings  und  dem  Felsenbein  und  legt 
sich  in  eine  Furche  dieses  Ringes.  (Wenigstens  ist  es  so  beim  Ohr 
des  Neugeborenen.) 

Die  Bestimmung  der  relativen  Lage  der  Gehörknöchelchen  gegen 
die  Paukenhöhle  wird  sehr  erleichtert  durch  das  Verfahren  von  Henle, 
die  Paukenhöhle  sich  so  gedreht  zu  denken,  dass  die  ümdreNnngsase  hori- 
zontal von  hinten  nach  vorn  geht  und  das  Vorhofsfenster  vertiea,]   steht. 

Wird  der  Stiel  des  Hammer 3  durch  Steigerung  des  Druckes  der 
Luft  auf  das  mit  ihm  verwachsene  Trommelfell  nach  innen  getrieben, 
so  wird   die  Basis  des    Steigbügels   gegen   die  Membran    des   (ovalen) 
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Vorhofsfensters  gedrückt,  der  Druck  im  habvriuthwi.i.ssp.r  gesioigert und  da- 
durch die  Membran  des  (runden)  Schiieekeni'eiislei'S  nach  aussen,  getrieben. 

Damit  der  Apparat  die  kleinsten  Druckänderungen  der  Luft,  in 
stets  gleichem  Verhältniss  vergrös-sert,  dem  Labyrinthwasser  mitthei- 
len könne,  ist  es  vor  allen  Dingen  nötbig,  dass  der  Druck  des 
Steigbügels  stets  in  völlig  gleicher  Weise  auf  das  Labyrinth- 
wasser wirke.     Zu  diesem  Ende  muss 

1.)  der  Druck  der  Basis  stets  Eine  und  dieselbe  Fläche  treffen 
und  die  Richtung  der  Bewegung  unveränderlich  sein; 

2.)  es  dürfen  keine  Anlief  tun  gen  des  Steigbügels  an  die  Wand  des 
Vorh.ofsfenst.ers  s t attfui den,  wenigstens  keine  solchen,  die  irgend  einen 
merklichen  Einfluss  auf  seine  Lage  und  Bewegung  ausüben  könnten; 

3.)  der  Steigbügel  darf  nie  aufhören,  gegen  die  Membran  des 
Vorhofsfensters  zu  drücken. 

Wie  man  bei  einiger  I.'eberlegung  leicht  finden  wird,  würden  die 
Druckänderungen  der  Luft  entweder  gar  nicht  oder  nach  völlig  ver- 
änderten Gesetzen  auf  das  Lubyriutliwasser  wirken,  sobald  Eine  dieser 
Bedingungen  verletzt  würde. 

Um  die  Erfüllung  der  3.  Bedingung  zu  sichern,  muss  durch  den 
M.  tensor  tympani,  welcher  den  Hammer  stiel  nach  innen  zieht,  der 
Druck  gegen  die  Membran  des  Vorholsfenstevs  stets  auf  einer  solchen 
Höhe  erhalten  werden,  da.ss  er  die  grössten,  beim  Hören  zu  erwarten- 
den Druekäinlei'ungen  beträchtlich  übertrifft.  Wahrscheinlich  wird  am 
Schnecken-  oder  Vorhofsi'enster  eine  Wirkung  dieses  Druckes,  sei  es 
die  Spannung  oder  Krümmung  (Ausdehnung,  Formänderung)  der  Mem- 
bran empfunden  und  durch  den  M.  tensor  tympani  der  für  das  genaue 
Hören  günstigste  Druck  hergestellt. 

Der  Druck  hängt  nur  von  der  Lage  des  llnnimerstiels  ab,  und  um 
die  erforderliche  Einstellung  dieses  Stiels  zu  bewirken,  muss  der  Zug 
des  Muskels  gerade  so  stark  sein,  dass  er  der  Wirkung  der  Spannung 
des  Paukenfells  bei  dieser  Einstellung  das  deich  gewicht  hält.  Ob  die 
Spannung  des  raukenfells  dabei  grösser  oder  kleiner  ist,  daraufkommt 
gar  nichts  an;  nur  muss  sie,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  so  gross  bleiben, 
dass  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  der  mechanischen  Kraft  der  das  Ohr 
treffenden  Wellen  an  die  Luft  im  Innern  der  Paukenhöhle  verloren  geht. 

Wenn  eine  in  freier  Luft  ausgespannte  Membran  von  einer  Schall- 
welle getroffen  wird,  so  entstehen  eine  Schwingung  der  Membran,  eine 
zurückgeworfene  Luftwelle  und  eine  weitergehende  (gebrochene)  Luft- 
welle. Wie  sich  die  mechanische  Kraft  der  Schallwelle  auf  diese  drei 
Wirkungen  vevi, heilt,  hängt  von  der  Spannung  der  Membran  ab.  Ist 
diese   Spannung  sehr    gering,    so    sind    die    beiden   ersten   Wirkungen 
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selir  schwach,  und  es  geht  die  Schallwelle  fast  unverändert  weiter.  Ist 
dagegen  die  Membran  so  stark  gespannt,  eins 3  ihre  Bewegungen  nur 
sehr  klein  sind  gegen  die  Schwingungen  der  Luft-th eilchen  in  der  auf 
sie  treffenden  Sehallwelle,  so  kann  sie  der  Luft  auf  der  hintern  Seite 
nur  sehr  kleine  Bewegungen  mittheilen  und  folglich  auch  ihren  Druck 
nur  wenig  verändern,  und  es  wird  fast  die  ganze  Druck  Linderung  auf 
der  vordem  Seite  zur  Spannung  der  Membran  verwandt.  Ausserdem 
aber  entsteht,  wenn  die  Membran  in  freier  Luft  ausgespannt  ist, 
eine  zurückgeworfene  Welle. 

Die  Lage  des  Linsen beines  gegen  das  Vorhofsfenster  kann  also 
nicht  unverändert  bleiben;  aber  es  kann  durch  Drehung  des  Amboses 
um  seinen  Befestigungspunkt  ['das  Fau'kengelenk)  bewirkt  werden,  dass 
das  Linsenbein  sieh  nur  parallel  der  Längsaxe  des  Vorhofsfensters 
verschiebt,  und  also  nur  in  dieser  Richtung  eine  Drehung  des  Steig- 
bügels um  das  Centrum  der  Ambosgelenk  fläche  nöthig  ist,  um  die 
Steigbügelplatte  an  ihrem  Platze  zu  erhalten.  Da  nun  nur  für  diese 
Richtung  eine  Vorrichtung  (der  M.  stapedius)  vorhanden  ist,  den  Steig- 
bügel um  das  Ambosgelenkknüpfchcn  willkürlich  zu  drehen,  für  die 
darauf  senkrechte-  aber  nicht,  so  darf  man  wohl  vermuthen,  dass  die 
letztere  Vorrichtung  eben  dadurch  nbcvf  Rissig  gemacht  worden  ist,  dass 
das  Ambosgelenkknopfehen  fortwährend  in  derselben  Höhe  erhalten  wird. 
VI.  Dem  Zuge  der  Sehne  des  M.  tensor  tympani  wird  zum  Theil 
das  Gleichgewicht  gehalten  durch  die  Befestigung  des  Hammergriffs  im 
i'aukenl'ell  und  des  Paukeni'ells  im  Suleus  tympanicus.  Die  Anheftung 
des  Paukenfells  an  dem  Hammergriff  reicht  aber  (nach  v.  TrÖltsch  und 
Ger  lach)  nur  wenig  höher,  als  der  Insertionspnnkt  der  Sehne,  und  ihr  End- 
punkt liegt  selbst,  schon  höher  als  die  Endigungen  des  Suleus  tympanicus. 
Offenbar  kann  also  die  Befestigung  des  Paukenfells  im  S.  t.  dem 
M.  tensor  tympani  allein  nicht  das  Gleichgewicht  halten.  Zum  Gleich- 
gewicht des  Hammers  ist  vielmehr  erforderlieh,  dass  auf  den  oberhalb 
des  Insertionspnukts  gelegenen  Theils  ein  gleich  grosses  entgegengesetzt 
gerichtetes  Di'el.mngsmoment  wirke,  wie  auf  den.  unterhalb  gelegenen  Griff. 
Man  kann  diese  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  nöthige  Kraft  suchen 
1.)  entweder  in  der  Verbindung  des  Paukenfells  mit  den  ober- 
flächlichen Schichten  der  Haut  des  äusseren  Gehörgangs, 
2.)  oder  in  der  Wirkung  der  hinteren  Paukenfell  tas  che. 
3.)  oder  vielleicht  in  dem  Zusammenwirken  der  Anheftungen  des 
Hammerkopfes  an  die  Paukenhöhlen  wand  durch  den  Ambos  einerseits 
und  anderseits  durch  das  Lig.  superius  Arnoldi.  Diese  .Anhel't.uugen 
bilden  einen  etwa  gegen  die  Spitze  des  kurzen  Fortsätzen  gerichteten  Winkel 
und  drücken,  wenn  sie  gespannt  sind,  diese  Spitze  gegen  das  Paukenfeli. 
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XIX. 

Versuch  einer  allgemeinen  Auffassung  der  Integration  und 
Differentiation.*) 

In  dem  folgenden  Aufsätze  ist  der  Versuch  gemacht,  ein  Ver- 
führen aufzustellen,  mittelst  dessen  man  aus  einer  gegebenen  Function 
einer  Veränderlichen  eine  andere  Function  derselben  Veränderlicben 
ableiten  könne,  deren  Abhängigkeit  von.  jener  ursprünglichen  sich  durch 
eine  Zahl  ausdrücken  lässt  und  die  für  den  Fall,  dass  diese  Zahl  eine 
ganze  positive,  negative  oder  null  ist,  bezüglich  mit  den  Differential- 
quotlenten,  Integralen  und  der  ursprünglichen  Function  übereinstimmt. 
Die  Resultate  der  Differential-  und  Irdegral-l'.eclnmtig  werden  zwar  als 
Grundlage  hier  vorausgesetzt,  aber  nicht  in  der  Weise,  dass  diejenigen 
derselben,  die  für  alle  Differentiale  und  Integrale,  deren  Ordnung  durch 
eine  ganze  Zahl  ausgedrückt  wird,  gelten,  auch  auf  die  gebrochenen 
Ordnungen  ausgedehnt  würden;  sondern  sie  sollen  nur  einerseits  zur 
Begründung  des  oben  angedeuteten  Verfahrens  benutzt  werden  und 
andrerseits  als    Wegweiser  dienen  dasselbe  zu  finden. 

Zu  diesem  letzteren  Zwecke  wollen  wir  einmal  die  Reihe  der 
Differcntialquoticnten  etwas  näher  betrachten.  Es  ist  klar  dass  man 
hiebei  nicht  von  der  gewöhnlichen  Definition  derselben  ausgehen  kann, 
die  sich  auf  ihr  recurrentes  Bildungsgesetz  gründet,  da  man  ja  durch 
dasselbe  unmöglich  auf  andere  Glieder  der  Reihe,  als  auf  solche,  die 
ganzen  Indices  mitsprechen,  gelangen  kann;  man  muss  sich  also  nach 
einer  independenten  Bestimmung  derselben  umsehen.     Ein  Mittel  dazu 

*)  Diese  Abhandlung  triipt:  im  ^lanupennt.  da.«  Datum  14.  Jan.  1847.  und 
stammt  also  aus  Riemanns  Studienzeit.  Kiemana  dachte  ohne  Zweifel  nicht 
an  ihre  Veröffentlichung,  auch  stiiUt  eich  die  Ueü-achtung  auf  Grundlagen ,  deren 
Haltbarkeit  er  in  späteren  Jahren  nicht  mehr  anerkannt  haben  würde.  Immerhin 
ist  die  Arbeit  für  Riemanns  Entwicklungsgang  eharaktensfee't,  und  die  Rcsiillati: 
sind    bemerken s werth    genug,    um    die  Aufnahme    in    diese    Sammlung    zu    recht- 
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bietet  uns  die  Entwicklung  der  Function,  welche  aus  der  ursprüng- 
lichen durch  Yennehrung  der  Veränderlichen  um  einen  beliebigen  Zu- 
wachs entsteht,  nach  ganzen  positiven  Potenzen  dieses  Zuwachses  dar. 
Denn  da  die  bekannte  Entwicklung 

(1)  *£.  +  »■='§ 


£j   1.2..J)   dxP 

(wo  0{X  +  h)  das  bedeutet,  was  aus  s^  wird,  wenn  man  darin  statt  x 
x  +  h  setzt)  für  jeden  beliebigen  Werth  von  h  gültig  ist,  so  müssen 
die  Coeffieienten  in  derselben  einen  ganz  bestimmten  Werth  haben; 
man  kann  dieselben  also  zur  Definition  der  Differentialquotienten  ver- 
wenden. Demgemäss  stellen  wir  folgende  Definition  auf:  der  «te 
Differentialquotient  der  Function  s(xj  ist  gleich  dem  Coeffieienten  von 
h"  in  der  Entwicklung  von  %+«  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  h,  multiplicirt  in  einen  nach  x  constanten,  nur  von  n  abhängigen 
Factor,  nemlich  in  1  .  2 «.  Diese  Betrachtungsweise  der  Differential- 
quotienten führt  sehr  leicht  zur  Feststellung  einer  allgemeinen  Operation, 
in  welcher  die  Differentiation1  und  Integration  enthalten  ist  uud  welche 
wir  (da  die  Bezeichnung  und  Benennung  derselben  als  die  Grenze  des 
Quotienten,  verschwindender  Grössen  bei  dieser  Betrachtungsweise  keinen 
Sinn  hat)  durch  l'r  bezeichnen  und  nach  dem  Vorgange  von  Lagrange 
in  der  Benennung  „fonetions  derivees"  Ableitung  benennen  wollen. 

Wir  verstehen  nemlich  unter  d^g  oder  unter  dem  Ausdruck  „vte 
Ableitung  von  %>  nach  x"  den  Coeffieienten  von  h"  in  einer  nach  Po- 
tenzen von  h,  deren  Exponenten  um  eine  ganze  Zahl  von  einander 
abstehen,  rückwärts  und  vorwärts  in's  Unendliche  fortlaufenden  Ent- 
wicklung von  iSix  +  x),  multiplicirt  in  einen  nach  x  constanten,  nur  von 
v  abhängigen  Factor,  d.  h.  wir  deüniren  d\ß  durch  die  Gleichung 


(2) 


«t«+*)  =  ^j  KKS  Ä*- 


In  dieser  Definition  muss  nun  natürlich  der  von  v  allein  abhängige 
Factor  ft,.  so  bestimmt  werden,  dass  für  den  Fall,  dass  die  Exponenten 
von  h  ganze  Zahlen  sind,  die  Reihe  (2)  in  die  (1)  übergeht,  weil 
nur  dann  die  Differentialquotienten  wirklieh  als  besondere  Fälle  in  den 
Ableitungen,  enthalten  sind;  sollte  dies  nicht  möglich  sein,  so  wäre 
diese  Definition  unserm  Zwecke,  eine  Operation,  welche  die  Differen- 
tiation als  besonderen  Fall  in  sich  sehhesst.  festzustellen,  nicht  ent- 
sprechend, und  wir  müssten  uns  also  nach  einem  anderen  Wege,  ihn 
zu  erreichen,  umsehen. 
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Bevor  wir  aber   diesen  Factor  zu   bestimmen  suchen,  wollen  wir 

erst  Einiges  über  die  Reihen  von  der  angegebenen  Form  vorausschicken, 
da  sie,  wie  man  sieht,  die  Grundlagen  dieses  ganzen  Versuchs  einer 
Theorie  der  Ableitungen  bilden. 

Man  hat  wohl  die  Behauptung  aufgestellt,  man  könne  auf  die 
Reihen  im  Allgemeinen  gar  keine  sicheren  Schlüsse  gründen,  sondern 
nur  unter  der  Bedingung,  dass  man  den  darin  vorkommenden  Grössen 
solche  Zahlenwerthe  beilege,  dass  die  Reihe  eonvergire,  d.  h.  dass  sich 
ihr  (wenigstens  genü.lioi'i.ei')  Werth  durch  eine  wirkliche  Ziffer]  ladditiori 
finden  lasse.  Nun  können  wir  aber,  wenn,  wie  hier  immer  voraus- 
gesetzt wird,  die  Coefficienten  einem  bestimmten  Geselle  gehorchen, 
jeden  einzelnen  Theil  derselben  genau  angeben;  sie  ist  folglich  eine 
in  allen  ihren  Theilen  genau  begrenzte,  also  bestimmte  Grösse;  und 
ich  sehe  darin,  dass  der  Mechanismus  der  Ziß'emaddition  nicht  aus- 
reicht, diesen  ihren  bestimmten  Werth  zu  finden,  keinen  Grund,  warum 
wir  nicht  die  Gesetze,  die  für  die  Zahlengrössen  als  solche  erwiesen 
sind,  auf  sie  anwenden  und  die  Resultate,  die  wir  dadurch  erhalten, 
als  richtig  ansehen  sollten. 

Um  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  dass  mau  für  eine  Reihe  von 
der  Form  (2)  wirklich  eine;!  Werth  finden  kann,  wollen  wir  durch  ein 
Verfahren,  das  in  vielen  Fällen  für  diesen  Zweck  anwendbar  ist,  die 
Function  af-  in  eine  nach  gebroehnen  Potenzen  von  (x  —  h)  fortlaufende 
Reihe  entwickeln,  eine  Entwicklung,  deren  wir  ohnehin  im  Lauf  der 
Untersuchung  bedürfen. 

Die  Reihe,  die  x''  gleich  sein  soll  und  die  wir  der  Kürze  wegen 
durch  s  bezeichnen    sei 


folglich 

du        - 

es  muss  also  auch 

2[(c  -  ")'■  -i(«  +  1)«.+.]  (*  -  5)-  -  0 
sein.     Dieser  Bedingung  ist  offenbar  Geniige  geleistet,  sobald 

fo-a)*  — 6(«  +  l)e.+  1-a 
Nun  sind  aber  alle  Ausdrücke,  welche  dieser  Differentialgleichung  ge- 
niigen   in   den   verschiedenen  Werthen    von   lex''    enthalten,    es   muss 
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also  die  Reihe  e,  in  der  das  Gesetz 

&.-a)«,-»(«+l)  «.+,-.<) 

stattfindet,  notli wendig  einem  derselben,  gleich  sein;  um  diesen  zu 
linden,  machen  wir 

ca  —  i  {x  —  b)"-1  +  ca  (x  —  h)"  =  p. 

p  =  c„4_i  (x  —  b)"  +  1  -J-  ca  +  i  (x  —  b)a  _i" 2 , 

also 

P  -h  P  =  s  =  %&") 
folglich 

&  ~~  x  %  =  &  ~~  ^  Ca  C*  *~  h')"  =  X'  w/  ~  *  £'  =  —  X- 

Diese  Differentialgleichungen  haben  zum  allgemeinen  Integral 

—  /  Xx~'"~L  dx  -f-  \  =  px~~-"  =  ca  ix  —  b)a x~fl 

+  Cn  _  i  (ai  6)B  —  l  X~l' 

/  Xx~ i'~l  dx  -j-  hg  =p'x—>'  =  Ca+i  (x  — ■  d)H  +  1  x~fl 

+  ca  +  2(x  —  bf+^x-i-- 

Sv.bsiitniri    num    hierm    ii.tr  X  meinen  Werth    und  —  für  x,    so    erhält 

V 

pX-P  =  Ca(fl  —  a)fc«-'<  I  yV-«-l  (1  —  y)«dj,  -j-  fc, 

=  c(,^-l"(l-)/)«y."-0  +  c(,_1&c-l-^l-?/)"-'2/'-'H-'  +  .. 
l/ar-f  _  —  ca(ft  -  a)h"->-  j  y"-"-1  (1  —  )/)D  dy  +  ^ 
=  Ca+1b"+^-P(l-yr  +  1ü"-H-1 

In  dem  Falle,  dass  ^  >  «  >  —  1,  verschwinden  nun  offenbar  die  Aus- 
drücke rechts  bezüglich  für  y  =  0  und  j/=1,  und  die  beiden  Inte- 
grale werden  ihnen  also,  das  erste  von  0  bis  y,  das  zweite  von  1  bis  y 
genommen,  genau  gleich  sein,  wenn  dieselben  zwischen  diesen  Grenzen 
continuirlich  sind.  Es  könnte  scheinen,  als  ob  diese  Bedingung  ver- 
letzt wäre,  so  bald  einige  oder  alle  Glieder  einer  Reihe  in's  Positive 
oder  Negative  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen;  daraus  würde  aber, 
da  sieh  dieselben,  gegenseitig  aufheben  können,  nur  folgen,  dass  sich 
durch  eine  wirkliche  Addition  ein  bestimmter  Werth  für  die  Reihe 
nicht  finden  lässt.  Da  wir  nun  den  Schluss,  als  ob  die  Reibe  in  einem 
solchen  Falle  überhaupt  keinen  bestimmten  Werth  habe,  nach  dem 
Obigen  nicht  zugeben,  so  können  wir  die  Continuität  oder  Disconti- 
nuitiit  der  Reihen   p,r--r   und   p'x~~>'  nur    durch  die  Betrachtung  der 
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ihnen  gleichen  Integrale  ci-fahi-eii.*)  'ßckuimtJich  kann  nun  aber  ein 
Ausdruck  nur  diseontinuirlich  werden,  wenn  sein  Differential  unendlich 
wird;  der  Ausdruck  (1  —  y)-"~ "~ 1  y"  hat  aber  für  alle  endlichen 
Werthe  von  y  einen  endlichen  Werth,  wenn  die  Exponenten  (t  —  cc — 1 
und  a  positiv  sind;  die  Integrale  ändern  sich  also  dann  stetig,  und 
aus  der  Betrachtung  der  singulären  Integrale  für  y  =  1  und  y  =  0 
ersieht  man,  dass  dies  auch  noch  stattfindet,  so  lange  beide  Exponen- 
ten grösser  als  —  1  bleiben.  Es  ist  demnach  für  den  Fall,  dass 
ji  >  cc  >  —  1  und  y  endlich  ist,**) 

jt  =  gz-t>  esspsc-p  +p'%-i-^(p  —  a)caba-i'  I (1  —  yy-"-1i/ady 

(wo  XI  das  bekannte  bestimmte  Integra,]  bezeichnet).  Dies  Resultat 
gilt,  wie  bemerkt,  nur,  wenn  (t>«>  —  1;  es  lässt  sich  aber  auf 
alle  Werthe  von  ft  und  a  ausdehnen,  wenn  man  das  XI  einer  negativen 
Zahl  (wie  im  Lauf  dieser  Untersuchung  immer  angenommen  werden 
soll)  als  durch  das  Gesetz  7T(«)  =  — q— r  XI{n  +  1 )  aus  den  positiven 
abgeleitet  definirt.  Denu  erstens  muss  es  nach  dem  Gesetz,  welches 
angenommener  Massen  zwischen  den  Coei'iicienien  der  Reihe  stattfindet, 
für  jeden  Werth  von  a  gelten,  wenn  nur  einer  derselben  o^  1  ist;  es 
ist  also,  wenn  (t  positiv  ist 

oder  ■ 

daraus  aber  erhält  man  durch  nmalige   Diir'erentiation  nach  x 

s*~"     =  -y    6*-"     («-6)"-' 
J7((i  — »)      ^jn(^-  «)  n(a  —  n)' 

wodurch  das  Gesetz  auch  für  negative  Werthe  von  ft  erwiesen  ist. 

*)  Behandelt  man  die  Integrale  vor  der  Substitution  von  —  statt  cc,  w  wer- 
den sie  für  &■  =  0  diseontinuirlich.  Man  erkennt  aber  auch  unter  dieser  Form 
leicht,  dass  die  ihnen  ?,u  gehörigen  Cfmsiontni  fiir  pi^ilivu  und  negative  Werthe 
von  x  dieselben  Wecthe  haben  jniissen,  da  der  Werlh  der  Integrale  bei  dem 
Ueberi'.i.nge  des  cc  von  -f-  o>   zu  ■ —  cc   sich  stetig  ändert. 

**)  Für  den  Fall,  dass  y  =  +  »,  also  a:  =  0,  ist  der  Werth  beider  Inte- 
grale co;  folglich  k  —  =o  —  cc,  d.  h,  beliebig,  was  offenbar  aus  der  blosse«  Be- 
Uadiiung  diftsrs  Fütlr-s  hervorgeht. 
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Es  ist  also  ganz  allgemein. 

w  n<j*)     ^  Ufo  - «)     ii(«) 

Bemerkenswertli  ist  es,  dass  man  durch  diese  Formel,  eine  Reihe  für 
as"  nicht  erhält,  wenn  (*  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  da  der  Ausdruck 
links  dann  0  wird,  worauf  wir  spiiter  zurückkommen  werden.  Man 
sieht  auch  dass  es  Reihen  von  dieser  Form  gieht,  die  der  Null  oder 
einer  Constanten,  für  jeden  Werth  von  x,  gleich  sind. 

Nach  dieser  Protestatio»  gegen  das  Y'eri.laninnmgsurtlieil,  welches 
man  den  divergireiiden  Reihen  gesprochen  hat,  wollen  wir  jetzt  den 
eingeschlagenen  Weg  zur  Feststellung  des  Begriffs  der  Ableitungen 
weiter  verfolgen.  Man  sieht,  dass  der  Zweck,  den  wir  uns  gesetzt 
haben,  dass  nemlich  die  Differentiation  als  besonderer  Fall  in  der  Ab- 
leitung enthalten  sein  soll,  erfüllt  ist,  so  bald  nur  die  Function  &,,  für 

alle  ganzen  positiven  Werthe  von  v  =  j — ö U11^  ^ür   au"e   ganzen 

negativen  Werthe  =  0  ist;  denn  dann  geht  die  Reihe  (2)  in  die 
Reihe  (1)  über;  dieser  Bedingung  kann  aber  offenbar  durch  unendlich 
viele  verschiedene  Functionen  von  v  genügt  werden;  man  kann  ferner 
durchaus  nicht  annehmen,  dass  es  nur  Eine  Entwicklung  derselben 
Function  nach  denselben  Potenzen  von  k  gebe,  d.  h.  dass  nur  Ein 
System  von  Ooefficientcn  einer  Reihe  von  einer  bestimmten  Form 
einen  bestimmten  Werth  gebe;  man  muss  vielmehr  unendlich  viele 
verschiedene  Systeme  als  möglich  voraussetzen;  wir  haben  also,  un- 
beschadet unseres  Zweckes,  sowohl  unter  den  verschiedenen  möglichen 
Functionen  von  v  für  7.„  als  unter  verschiedenen  möglichen  Systemen 
von  Coefficienten  die  Wahl,  und  es  ist  offenbar  am  zweekmässigsten, 
diese  Wahl  womöglich  so  zu  treffen,  dass  die  Ableitungen  noch  meh- 
reren Gesetzen  gehorchen,  die  bei  einer  andern  Wahl  nur  für  Ab- 
leitungen mit  ganzen  Indices  gültig  sein  würden. 

Hierzu  dienen,  folgende    Betrachtungen. 

Da  der  Ausdruck  Zfcü^/i"  alle  in  dieser  Form  möglichen  Ent- 
wicklungen %  +  /,)  umfassen  soll,  so  muss 

äZk   o''zh''  „       „     , 

■  ■     \,x =  Sfovdlzh 

dh 

alle  in  dieser  Form  möglichen  Entwicklungen  von  —  ■■■*! — —  umfassen, 
und  ebenso 
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alle  Entwicklungen  dieser  Form  von  — ("  +  i|  ■     Bekanntlich  sind  nun 

~ und    -  -'-4-~ '-■-'—  identisch:  beide  Ausdrucke  umfassen  also  genau 

dieselben    Reihen;    es    müssen    also    auch     kr  +  i  (y  +  1)  2»      #  und 

äffe 

]cr  —3 —  genau  dieselben  Werthe  haben,  d.  h.  sie   sind  einander  gleich ; 

setzt  man  nun  ß,.+  i  (v  +  1)  =  #v,  was  der  obigen  Hauptbedingung 
offenbar  nicht  widerspricht,  da  für  ganze  Werthe  von  v  vermöge  der- 
selben dies  Gesetz  stattfinden  muss,  so  erreicht  man  dadurch,  dass 
auch  für  die  Ableitungen  mit  gebrochenen  Indices 

ist  und  folglich  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist, 

(4)  ,.■■  +  *  d"8> 

x        "  dxn 

Aus   dem  angenommenen  Gesetze  für  /.,.  folgt,  dass 

n(,)k,-n(v  +  V)\,+l, 

ist,es  hat  also  die  Function  ll(y)kr,  die  wir  durch  /..bezeichnen  wollen,  für  alle 
Werthe  von  v,  die  um  ganze  Zahlen  von  einander  abstehen,  stets  denselben 
Werth.  Wir  können  daher  für  die  zweckmäßigste  Wahl  der  Function 
ly  nicht  mehr  aus  der  Betrachtung  einer  einzelnen  Knhvicliluiigsfonn, 
sondern  nur  aus  der  Combination  verschiedener  Schlüsse  ziehen;  dem- 
gemäss  wollen  wir  versuchen,  ob  wir  sie  so  wählen  können,  dass 
dl^e  =  dl+,,g  ist. 

L'ässt   man  zu   diesem  Zwecke  x  in   der  Formel  (2)  noch   einmal 
wachsen,  und  bezeichnet  man  diesen  Zuwachs  durch  ifc,  so  ist 


c«)..«o+»+i,-2  2  w&fo 


!,(,,)   fj;»i 


und  dieser  Ausdruck  bezeichnet  alle  nach  denselben  Potenzen  von  h 
und  k  möglichen  Entwicklungen  von  #(B-)-i  +  £).     Es  ist  aber  auch 

Nun   bezeichnet    der    letzte    Ausdruck    iß)   zwar  nicht   alle   möglichen 
Entwicklungen    dieser    Form    von    a(iB  +  s  +  t),    da    die    Gleichung    (3) 
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nur  Eine  Entwicklung  von        T-  J_  ■■-■  giebt,  ohne  dass  dies  die  einzig 

mögliche  zu   sein  brauchte;  es   müssen  aber   alle  in  ihm  enthaltenen 

Entwicklungen    auch   in    (a)   enthalten  sein;    stellt  man   also   für   die 

Function    l   das    Gesetz   l(n+ 1)  =  Ip  h-  auf;    so    werden    alle    Werthe 
von  o%      z  auch  Werthe  von  'c^or.s  sein,  obgleich  der  letzte  Ausdruck 
auch  noch  andere  Werthe  haben  kann. 
Es  ist  also 

unter  der  ausgesprochenen  Beschränkung. 
Aus  l{f,^.ii)  =  1^1  Ip)   folgt  aber 

ihr!  allgemein,  dass  das  Product  der  l  verschied eu er  Zahlen  gleich  ist 
dem  l  ihrer  Summe,  oder  wenn  man  die  einzelnen.  Eaeioren  einander 
gleich  setzt  \m„)  =  tfZ)f  so  oft  m  eine  ganze  Zahl  ist;  bezeichnet  mau 
nun  ~  durch  a,  so  ist 

l{mv,  =  l[«n)  =  t"    =  l„      Oder  hm     \  =  H'  • 

Das  Gesetz  l(/ir)  =  (£  ist  also  für  alle  rationalen  Werthe  von  ^,  und 
folglich  (im eh  dem  bekannten  Gesetz  der  Interpolation)  allgemein  gültig. 
Da  nun  für  ganze  Werthe  von  v  /,.  =  1  sein  muss,  so  ist  lr  =  1". 
Sollen  demnach  die  Gesetze  (4)  und  (5)  für  die  Ableitungen  im 
Allgemeinen,  gelten,  und  die  Differentiation  in  der  Ableitung  als  be- 
sonderer Fall  enthalten  sein,  so  müssen  wir  die  Ableitungen  unter 
denjenigen  Functionen  von  x  wählen,  die  der  Gleichung 

£(*+*]  —  Zu  n(vj  ljxS  —  Zj  h(v)  öxS 

geniigen.  Diese  Wahl  wird  am  zweckmäßigsten  auf  diejenigen  unter 
ihnen  fallen,  welche  am  gcwchnieidigsleu  für  die  Rechnung  sind;  ver- 
sucht man  aber  die  Entwicklung  einiger  Functionen  von  x  -\-  h  in 
Reihen,  die  nach  gebrochenen  Potenzen  von  h  fortlaufen,  so  wird  man 
sehen,  dass  am  leichtesten   und   einfachsten   Entwicklungen   in  solche 

Reihen  sind,  in  denen  der  Coefficient  von  '  _,_  das  Differential  des 
Coefficienten  von  =-r  ist:  wir  wollen  also  obige  Begrenzung  der  Ab- 
leitungen dahin  beschränken,  dass  das  Zeichen  i\i  den  Coefficienten  von 
— —   nicht   in    allen   möglichen  Entwicklungen   von    $&+),)  bezeichnen 
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i.  «olc-heu,  in  denen  der  Ooeftieient   \ 


Hieraus  folgt  zuniidist,  duss  Ein  Werth  von  d'xS  nur  einer  Ent- 
wicklung angehören  kann;  denn  gesetzt,  ein  Werth  von  d"xS,  pv,  ge- 
hörte zwei  Entwicklungen,  a  und  b,  an,  so  müssten  diese  beiden  Ent- 
wicklungen in  allen  folgenden  Gliedern  übereinstimmen,  da  diese  durch 
Differentiation  aus  p,  entstehen.  Bezeichnen  wir  nun  die  vorhergehen- 
den Glieder  in  a  durch  pv-i,  Pv—s...,in  b  durch  g„_:t,  g>_j ...,  so 
müssen  pt—i  und  q,-  —  i  beide  zum  Differential  pv  haben;  sie  kön- 
nen also   nur  um  eine   Constante   verschieden   sein,  d.  h. 

ebenso  muss 

3„_a  -  j^_a  +  K,x  +  X,,   q,_3  =  p,- ,  +  K,  ^  +  ^  0  +  Z-3 
sein.    Die  Entwicklung  b  ist  also 


nun  soll  aber  für  alle  Werthe  von  (x  -{-  h)  u  =  ?i  sein,  was  bekannt- 
lieh nur  stattfinden  kann,  wenn  alle  Constanten  null  sind;  dann  aber 
sind  beide  EjitwieklLiuge.ii  identisch. 

Ist  p,  ein  Werth  von  S^s,  so  ist  j>„  -f-  K  f,,_  _  ■,  (wo  «  positiv 
und  ganz  und  K  eine  endliehe  Constante  ist)  ebenfalls  ein  Werth  des- 
selben: denn  die  Reihe 


und  es  findet  in  ihr  das  Gesetz  statt, 


dx 

in    Vä'«   ftV     eii 

„_!_«) 

*)  Ans  (4)  folgt  /war,  dass  we> 

e  Entwicklnug 

ist,    "V      *'       A,,+1      ebenfalls   i 

line  Entwicklung  v 

o»    »(*  +  «  ist, 

dass  diese  beiden  Vb;!  wiokluiigei!  identisch  sind.  Dai-eii  die  gemachte  Annahme 
erreicht  man  auch,  dass  die  Ableitungen  mit  ganzen  negativen  Tneliecs,  die  nach 
dem  Bisherigen  noch  gar  keinen  .Sinn  hatten,  mit  den  Integralen  zusammenfallen, 
wie  weiter  unten  bewiesen  werden  wird. 
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Den  Inbegriff  aller  Wertlie  von  b'xs,  die  sich  durch  Addition  von  Aus- 
drücken von  der  Form  K  nf_^  _  aus  einander  ableiten  lassen,  wol- 
len wir  ein  System  von  Werfcben  nennen;   es   sind   also   alle  Werthe 

von  d"  Z,  die  denselben  Systeme  angehören,  in  dem  Ausdruck 

(6)  ft+,SÄ^'^. 

outhalten  (wo  K„  endliche   Constiinten  bedeuten), 

Wir  wollen  nun  einen  Werth  von  B"  8  zu  bestimmen  suchen, 
l'ekanntlich  ist 

-*-»+($„  c-")  +  (S)ll)jSi=f--- 

sobald  £',.!-)  /.wischen  den  Grenzen  x  und  'k  continuirlich  ist,  setzt  man 
hierin  x  -j-  h  für  /;  und  entwickelt  die  Glieder  der  Reihe  mittels  (3) 
nach  Potenzen  von  h.  so  erhält  mau 


-2 

(, 

IT" 
-c) 

+ 

W<S 

fe- 

tT" +  ' 

il'. 

c  +  i) 

+ 

!T"+! 

•) 

und  in  diese: 

r  Reihe 

lii,  der 

Ciii'l'iii'iüiit   von  ttt^ 

das 

Differential    des 

; 

,«-i 

folr 

■liVli 

Vvt.li 

von  e"0 

/, 

wir    durch  pu    bezeichnen    wollen.     Diü'erentürt    man   nach   k,   so   er- 
hält man 
dp,,  (x—Fr'—1     „ ,  ,.  ,  r  r«  -i)-'1-1 ,, 

S-  =  -  *  jit-^i)  >  foIShch  Ä  -  J  -  ««  7I(-P-D  ^ 
Nun  verschwinden  alle  Glieder  der  obigen  Reihe  für  h  =  x\  das  In- 
tegral wird  also  von  1;  bis  x  genommen  =jV  semi  wenn  es  zwischen 
den  Grenzen  continuirlich  ist;  dies  ist  aber,  da  s  zwischen  den  Gren- 
zen x  und  h  continuirlich  sein  soll  und  —  (i  —  1  >  —  1,  offenbar  der 
Fall  und  es  ist  also 


CO       /  -  %  1(4  -  »'  <rk  -  W^=T)  jV-T"-'%.  * 

zwischen  den  Gr, 
ben  Entwiekluii; 


ein  Werth  von  <?"',",  sobald  .:  zwischen  den  Grenzen  x  und  fc  continuirlich  und 
fi  negativ  ist.     Der  derselben  Entwicklung  angehörige    Werth  von 
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der  Integration  und  Dift'eremiiitiün. 


:.'..|] 


Man  sieht  leicht,  dass,  je  nachdem  man  dem  h  verschiedene  Werthe 
giebt,  verschiedene  Entwicklungen  von  B(-t  +  i,)  daraus  hervorgehen, 
aber  alle  diese  Entwicklungen  gehören  demselben  Systeme  an.  Denn 
aus  dem  Werth 


geht  offenbar 


-<T 


.^:  (// 


-  f)   ''    '  a&ät 


n(-  ,  -  l) 
hervor  durch  Addition  von 

da  nun  s  zwischen  #  und  ft,  und  also  auch  zwischen  ft  und  ft,  con- 
tinuirlich  ist;  so  sind  alle  jene  Integrale  endliche  und  zwar  nach  x 
eonstante  Grössen.  Man  wird  demnach  durch  das  angewandte  Ver- 
fahren stets  auf  dasselbe  System  von  Werthen  gelangen;  beschränken 
wir  also  den  Begriff  der  Ableitungen  auf  dies  System  von  Werthen., 
so  haben  wir  die  Bestimmung  derselben  auf  bekannte  Werthe  zurück- 
geführt und  werden  mittels  dieser  Definition  die  1  Eigenschaften  der- 
selben und  ihre  Werthe  für  bestimmte  Functionen  ableiten  können. 
Es  ist  demnach 


1. 


f{x 


■*w*+2,jr-ii(-.'-V 


wenn  Kn  endliche  willkürliche  Oonsiamen  sind,'*)  v  negativ,  und  s 
zwischen  den  Grenzen  x  und  /■  continuirlich  ist;  für  einen  Werth  von 
v  aber  der  >  0  ist,  bezeichnet  i'xz-  dasjenige,  was  aus  c*~"1  £  (wo  tn  >  v) 
durch  frt malige  Differentiation  nach  x  hervorgeht,**)  ein  Werth,  wel- 
cher stets  auch  der  Gleichung 


*)  Alle  diese  willkürlichen  Function! 
machen    zugleich    darauf    aufmerksam,    da: 

Function  fr  nuck  eine  Function  q>v — n  ist. 
'-■*)  Die  Definition 


i  wollen  wir  durch  tpv  bezeichnen;  wir 
(wenn   n   positiv    und    ganz)    jede 


■2 


d"z(x)  \    (p  —  k y- 


welche  mit  der  fre-px:!)  einen  identisch  ist,   würde 
teil;  wir  haben  ihr  aber  die  gewählte  ihrer 


für  alle  Werthe  von  v  gel- 
wegen  vor- 
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XIX.    Versuch  i 


Hieraus  folgt 


fi. 


-J,mdt"+"^K.nZLl% 


und 

4. 
5. 

flJl'lliT 


äsP 


6.  ZO-Cß»  +  9r 

Jeder  Werth   von  dr+''  8  ist  also  auch  ein  Werth  von  31"  d*  s. 

Das  Umgekehrte  findet  aber  nur  statt,  wenn  ji  eine  ganze  posi- 
tive oder  v  eine  ganze  negative  Zahl  ist.  In  diesem  Falle  sind  also 
beide  Ausdrücke  identisch.  Aus  der  Definition  folgt  noch  (wenn  c  eine 
Constante  bedeutet) 

7-  £(p  +  a)  — ak  +  Äa 

8.  Sl(ep)  =  edlp 

9.  dl+c0  =  8ls 


10. 


0«,< 


Zwei  Werthe  von  <£#  und  d£s,  in  denen   die   Oonstanten  K,  K1} 
sämmtlieh  einander  gleich  sind,  sollen  corrospondirende  Werthe  1 
Alle  derselben  Entwicklung  von  e^+M)  angehorigcn   Werthe    sind  cor- 
vespondirende. 

Wir  wollen  nun  zu  der  Bestimmung  der  Ableitungen  bestimmter 
Functionen  von  x  übergehen.  Dabei  kann  es  natürlich  nur  darauf 
ankommen,  einen  Werth  Einer  Ableitung  zu  finden,  da  sich  aus 
diesem  ihr  allgemeiner  Werth  durch  Addition  der  Function  q>  sofort 
la-gicbt.  und  zwar  wird  dieser  Werth,  wenn  die  Umformung  des  Aus- 
drucks 1.  überhaupt  etwas  nützen  soll,  ein  einfacherer,  als  dieser  Aus- 
druck,  also    eine    esplieite   Function   von   x   in   endlicher   Form    sein 

r  Gleichung  genügen, 


häni 

*)  Ob  die 
jt  offenbar 

obi 
dav 

ge  Form 
on   ab,  i 

>b 

1.  alle  W< 
die  Func 

irfche 

enthält  di 
qjv  die  i 

dU 

Bubstitnirt, 

die 

Reihe  2 

ni  Null  m 

acher, 

.     Nun  lK 

s  leistet;  ob  aber   überhaupt  keine  Function 
onnte  ich  bis  jetzt  zu  keinem  Resultat  gelai 
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müssen.  Diese  Umformung  wird  also  im  Allgemeinen  darin  bestehen, 
dass  man  das  %  aus  dem  Integralzeichen  herauszuschaffen  sucht. 

1.5 etraehten  wir  nun  zuerst  die  Function  .*". 

Ist  (i  positiv,  so  ist  x"  für  alle  Werthe  von  x  continuir  Jieh ;  es 
wird  also 

nt_t-,)  />-')--  fn 

immer  ein  Werth  von  8l(x"~)  sein;  dies  Integral  ist  aber 


=  g;+m(a^)ist, 


Ist  u   negativ,   so    ist  x"   für  x  =  0    diseontinurrlich,    für    alle    andern 

Werthe  aber  continuirlich ;  in  dem  Ausdrucke  (1)  müssen  also  x  und  /; 

stets  gleiches  Zeichen  haben.  Nun  erhält  man   aber  durch  m  malige 
partielle  Integration 


n(- 

wv-< 

1-j,)- 

~'V 

dy- 

no.- 

Tlu 
d). 

d;is 

i-0 

mh:   Differential    hiervon  ■=-,— 
TU)), 

ist  für  jeden  Werth  von  v 

niP: 

:-„!,"• 

— 

o,  (*•)  - 

'  Ulf  -  .) 

xf~' 

+  <p, 

m=7=T)  f(.'-(r->m 

m jy/o  -  *)—'-  f +"  *  +  1 


so  lange  —  v  —  m  >  0  ist,  wodurch  sich  also,  wenn  —  v  >  —  \i  ist, 
diejenigen  Integrale  worin  jt  <  —  1  ist,  auf  solche  zurückführen  lassen, 
in  denen  der  Exponent  von  ( ;>  —  1  ist:  ist  er  >  —  1,  so  gehört 

f(x  —  <)— '-">("+"  <it 

zu  den  Functionen  ipr,  und  es  ist  also 

ein  Werth  von  9l(a?"),  wenn  —  v  >  —  (t,  welches  Resultat  nach  dem 
Gesetze   3*     g  =  ——■■■  für  jedes  v  gelten  muss. 
Ist  aber  ^t.  -J-  ?»  =  —  1,  so  ist 
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XIX.     Versuch  e 


i-»H''+",dt  =  \Qgxx!'-r 


=  log^  x"-':  + 


=  Joga;  x>"~"  -f-  X 


.,„. 

-ff— - 

x-tf- 

''(*- 

li— y 

dt+, 

( 

w 

1  *—- 

J-,u 

—  logl  X—  —  (Will  —v)—  W(0)  )af—'. 
Verallgemeinert  man  auch  das  hieraus  erhaltene  l'tesultat  durch  Differen- 
tiation, so  hat  man  folgende  Werthe  für  dl(at'), 


j;r.) 


wenn   fi  nicht  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 
12 


si(.»-)  - ^\  „~ [logi^-'-CTo-vj-no))»*—], 

wenn  fi  eine  ganze  negative  Zahl  ist. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  aus  der  Formel  12.  die  Formel  II.  her- 
vorgeht, sobald  man  nur  die  Constauten,  die  für  diesen  Fall  *  werden, 
einer  geeigneten  Behandlung  unterwirft,  was  auch  in  dem  Fall  ge- 
schehen miiss,  wo  (p  —  v)  und  fi  beide  ganze  negative  Zahlen  sind. 
Man  übersieht  leicht,  dass  die  ans  diesen  Formeln  für  verschiedene 
Worthe  von  v  hervorgehenden  Werthe  correspondirende  sind;  dies  ist 
auch  der  Grund  warum  wir  in  12.  nicht,  wie  wir  es  für  den  Fall  (t  = 
einer  negativen  ganzen  Zahl  konnten,  den  blos  x''~ "  enthaltenden 
Theil  in  die  Function  <pv  einschlössen. 

Wendet  man  ein  ähnliches   Verführen  auf  e"  an,  so  erhält  man 

13.      dl(e*)=    feHx-ty-UU^^,  _[_  -  *   l'e-»ir>^dV  =  e*. 


£(t*)  =   f'e'(x— t')—-'dt 


n{-  v-i)z 


Die  Ableitungen  von  log;*;  ergeben    sich    durch    dieselbe  Methode, 
noch   leichter  aber  und   zwar  sogleich  für   alle  Werthe  von   v   aus  6. 
und  12. 
14.    dl(\o%x)  =8ld7lx~1  =  1^)(\°gxx-*-m-v)~inV)]v~y} 

Durch  Anwendung  der  Regeln  7  bis  10  findet  man  aus  13.  und  14. 
mit  der  grössten  Leichtigkeit  auch  die  Ableitungen  von  sin#,  cos#,  tga: 
und  arc  (tg  =  x). 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  sich  die  aufgestellte  Theorie 
mit  derselben  Sicherheit  auch  auf  den  Fall  ausdehnen  lässt,  wo  man 
den  in  Rede   stehenden  Crossen   imaginäre    Werthe  beilegt. 


/Google 


XX. 

Neue  Theorie  des  Rückstandes  in  electräschen  Bindungs- 
apparaten. *) 

1. 

Vorbemerkung. 

Herrn  Professor  Kohlrausch  ist  es-  gelungen,  die  Bildung  des 
Rückstandes  in  eleci.risehen  Biudungsappa.ral.cn  scharfen  Messungen  zu 
unterwerfen  und  darauf  eine  den  Beobachtungen  genügende  Theorie 
dieser  Erscheinung  zu  gründen,  welche  in  Poggendorff's  Annalen**) 
veröffentlicht  worden  ist.  Die  Genauigkeit  dieser  Messungen  reizte 
mich,  ein  aus  andern  Gründen  wahrscheinliches  Gesetz  für  die  Be- 
wegungen der  Eleelrieiiü.t  an  denselben  zu  prüfen;  in  der  Form,  welche 
ihm  für  diesen  Zweck  gegeben  wurde,  ist  es  auf  die  Bewegungen  der 
Klectrieität  in  allen  ponderabeln  Körpern  anwendbar,  jedoch  nur  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  in  Betracht  kommenden  ponderabeln  Kör- 
per gegen  einander  ruhen  und  keine  merkliehen  thermischen  und 
magnetischen  (oder  voltainduotorischen)  Wirkungen  und  Einflüsse  statt- 
finden. Behuf  unbeschränkter  Anwendbarkeit  bedarf  es  noch  einer 
Umarbeitung  und  Ergänzung,  mit  welcher  ich  mich  an  einem  andern 
Orte  beschäftigen  werde. 

Im  folgenden  Aufsätze,  welcher  einem  Schreiben  an  Herrn  Professor 
Kohlrausch  entnommen  ist,  ist  diese  neue  Theorie  des  electrisehen 
.Rückstandes  indess  nicht  selbststilndig,  sondern  im  Anschlüsse  an  Seine 
Theorie  entwickelt  worden;  ich  war  bestrebt,  jene  Theorie,  nicht  ge- 
rudeswegs  die  Erscheinungen  auf  sie  zurückzuführen.  Ich  habe  daher 
die  von  Herrn  Professor  Kohlrausch  in  seiner  Abhandlung  gebrauchten 

*)  Die  hier  mitg<:tb<.'jlti;  Alliu.m.llnYijr  stiiiniiit  aus  dem  Jahns  1854;  ihre  Ver- 
Lil?.Tiüii.!hur>i>"  uiitei-V.ioU  wiibrseheiniith,  weil  dar  Vorlasser  nicht  garn  auf  eine 
ihm  angeratheni'  Abiuidi:  Tuug   derselben    eiiigelien   wollte, 

**)  Bd.  91.  pag.  56. 
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Begriffe:  elcctrisebes  Moment  der  isolh'cnden  Wand,  Spannung,  Ge- 
sammtladung ,  disponible  Ladung,  Rückstand,  überall  durch  die  hier 
zu  Grunde  gelegten  Begriffe  ausgedrückt  und  auch  sonst  in  mancher 
Hinsicht  die  dortige  Betrachtungsweise  berücksichtigt. 


Das  der  Becrmung  zu  Grunde  gelegte  Gesetz. 

Es  bezeichne  t  die  Zeit,  x,  y,  z  rechtwinklige  Coordinaten,  p  die 
Dichtigkeit   der   Span innigsei  ec  tri  ci tat   zur    Zeit   t  im  Punkte    (x,  y,  s), 
w   den   4rcten    Theil    des   (Gauss'schen)   Potentials    aller   wirkenden 
eloHiiscIien  Massen  im  Punkte  (%,  y,  s)  zur  Zeit  t,  also  die  Grösse 
g  dx  dy  dz 


*»J  V¥ 

—  -''y  -t-  in  —  n'r 

+  (f  -  z)* ' 

wenn  p'  dx'  dy  äs'  die  Spannungselectricität 
Zeit  t  bedeutet.     Man  hat  dann 

des  Elements  dx'  dy  dd 

y.wr 

dx1 

"+"  dy*~*~  dxa~ 

—  9- 

Die  hier  anzuwendenden  Gesetze  für  die  Bewegungen  der  Electrici- 
tät  im  Innern  eines  homogenen  p o ik! er a beln  Körpers  unter  den  er- 
wähnten Umständen  sind  nun  folgende: 

I.  Die  electronic  türisehe  Kraft  im  Punkte  (%,  y,  s)  zur  Zeit  i 
setzt  sich  zusammen  aus  zwei  Ijestavultheilen,  aus  einem  dem  Coulotnb'- 
sehen  Gesetz  geinässen,  dessen  Componenten  proportional 


sind,  und  einem  andern,  dessen  Componenten  proportional  sind 


dx'         dy'         de' 

so  dass  ihre 

Coiiiponentoii   gleichgesetzt  werden  können 

du 

-WiS--g-wfe--ii-Wii' 

wo  ßß 

ron 

der  Natur  des  ponderabeln   Körpers  abhängt. 

IT. 

Die 

■  Stromintensität  ist   der  electromotorisclien  Kraft  propor- 

tional , 

also 

du 

„ , 

.  Sq 

„t         2«       88se       atI         du       öa9p 

=  a% 

dx 

ß5'         dy        PPdy        an>         dz       ppd* 

wenn  a  eine 
staute  und  i 

:;  V, 

1  der  Natur  des  ponderabeln  Körpers  abhängige 
%  die  Componenten  der  Stromintensität  sind. 

Con- 
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Mit  Zuziehung  der  pliOL-oiLO  mischen  Gleichung 
3li_2|_i_dj)_,9J n 

dt     ~T"   3^"T"   gi/~t~    g.3 

erhält  man  daher  für  2t  die  Gleichungen 

und 

d  0     |  o  a  ß"  g    ,    S!  q    .    d1  q\        „  «... 

«  ^  +  p  -  ßß  [^  +  gp  +  gp)  =  0  *) 

oder,  wenn  man  die  Länge  ß  und  die  Zeit  «  zur  Einheit  nimmt, 

äT  +  P-lb  +  äp  +  37-'^0- 
Dies  giebt  für  «  eine  partielle  Differentialgleichung,  welche  in 
Bezug  auf  t  vom  ersten,  in  Bezug  auf  die  Raumcooidinaten  vom  vier- 
ten Grade  ist,  und  um  von  einem  bestimmten.  Zeitpunkte  an  u  allent- 
halben im  Innern  des  ponderabeln  Körpers  zu  bestimmen,  werden 
ausser  dieser  Gleichung  noch  eine  Bedingung  in  jedem  Punkte  des- 
selben für  die  Anfangszeit  und  für  die  Folge  in  jedem  Oberrüielien- 
punkte  zwei  Bedingungen  er  forderlich  sein. 

*)  Hienach.  sind  die  Oleiobungen  für  i\;\~  Gleiehgev.'ieht,  ;tn  einem  electrisirtcn 
iselirleu  Leiter) 

-l?-(mU-o,  -l?-«li-o,  _|?-n«|i_o, 


für  die    Stromausgleiohung    oder    das   bewegliche   (lieiehgowkht   i 
bogen  eonatanter  Ketten 


Wenn  die  Länge  ;L!  gejren  die  Dirnen  sinnen  des  Körpers  sehr  klein  ist,  so  nimmt 
u  —  eonat.  im  erste  reu  Falle,  und  t>  im  zv,-r  iien  von  der  üoi!i-fUu:he  ab  sehr  schnell 
ab  und  ist  im  Tunern  a.lle.n  (halben  sehr  klein,  und  zwar  ändern  sieh  die  Grössen 
mit   dem  Abstände  p  von    der  Oberfläche,    so   lange  deren  KriimrttuiiysVi&Vüiriessci: 

gegen  ß  sehr  gross  bleibt,  nahe  wie  e  <*.  Dieser  Fall  wird  bei  den  metallischen 
Leitern  angenoreen  v.- erden  müssen. 
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XX.     Neue  Theorie  dos  Rückstandes 


Plausible  Auffassung  dieses  Gesetzes. 

Das  Bewegnngsgesetz  der  Electiicifiit  ist  unter  voriger  Nummer  durch  Be- 
griffe, "welche  jetzt  in  der  Lehre  von  der  Eleofcricit&tj  gehriLncblicb.  sind,  aus- 
gedrückt worden.  Diese  Aufhissun;.'  desselben  ist-  jedoch  einer  Umai'b-il.uug 
fähig,  durch  weiche,  wie  es  scheint,  ein  etwas  treueres  i.nd  vollständigeres 
Bild  de»  wirklichen  Zusammenhangs  gewonnen  wird. 

Statt  eine  Ursache  anzunehmen,  welche  im  Punkte  {x,  y,  g)  die  positive 
Electricität  in  den  Richtungen  der  drei  Axen  mit  den  Kräften 


und  die  negative  mit  den  entgegen gesel/tco  (.reiht,  kann  mau  auch  eine  Ur- 
sache annehmen,  welche  im  Punkte  (x,  y,  g)  die  positive  Electricität  mit  der 
intensiiät  iijio  m  vermindern  und  die  negative  zu  vermehren  strebt-,  und  diese 
Ursache  kann  man  in  einem  Widerstreben  des.  Ponderabile  gegen  das  Ent- 
halten von  Spaniujmgselectricit&t  oder  den  electrischen  Zustand  suchen. 

Ebenso  kann  man  auch  die  electro motorische  Kraft,  deren  Componenten 

~dx'  -9^'   ~57 

sind,  durch  eine  Ursache  von  der  Intensität  M  im  Punkte  (»,  y,  s)  ersetzen, 
welche  die  Dichtigkeit  der  EleetriciU.it  gleichen  Zeichens  zu  vermindern  und 
die  der  entgegengesetzten  zu  vermehren  streht. 

Es  ist  aher  dann,  um  der  Grösse  p  eine  reelle  Bedeutung  zu  geben,  nicht 
nöthig  zweierlei  Eiectrieitiiten  anzunehmen  und  p  äx  d ij  ä .v  als  den  Uebersehuss 
der  positiven  Electricität  des  Elements  dxdydn  über  die  negaiive  zu  betrach- 
ten, sondern  mau  kann  im  Wesentlichen  zu  der  Franklin 'sehen  Auffassung 
der  electrischen  Erscheinungen  zurückkehren,  am  einfachsten  wühl  durch  fol- 
gende  Annahme: 

Das  Potiderahile,  welches  Sil,/  der  Eloel.ricitat  ist,  erfüllt  den  Raum  stetig*) 
und  mit  gieichmiissiger  eleet'-ischer  Cauaeitilt,  welche  seinem  Leitungs- 
widerstande  umgekehrt  proportional  ist,  und  von  welcher  die  Dichtigkeit  der 
wirklich  in  ihm  enthaltenen  Klee  tri  ei  tat  immer  nur  um  einen  unmerklich  klei- 
nen Bruch theil  abweicht.  Bei  überschüssiger  oder  fehlender  Electricität  (positiver 
oder  negativer  Ppaunmigselcetricitä.t.;  gerätb  das  Ponderabile  in  einen  positiv 
oder  negativ  electrischen  Zustand,  vermöge  de.-sen  es  die  Dichtigkeit  der  in  ihm 
enthaltenen  Electricität  zu  vermindern  oder  y.\\  vermehren  strebt,  und  zwar  mit 
einem  Drucke,  welcher  gleich  ist  der  Dichtigkeit  seiner  r-|.>iiiuniugseleefrieit;ir,  p. 
multipucirt  in  einen  von  der  Natur  des  Ponderabile  abb anginen  Factor  (seine 
aiit.electrisehe    Kraft).      Ihrerseits    geriH'i    bi'i    auftretender    Spanimiigseiochiciti'it 


*)  Auf  einem  andern  Blatt  tili  de  t  sieh  hierzu  folgende  fi'-nierkur.g:  Insofern  dies 
Ponderabile  (Kupier,  Glas)  als  Sitz  der  rtect.ricitat  betrachtet  und  ihm  eine  be- 
stimmte electrische  Capaeität  und  ein  bestimmter  Leiluiigswidoi-sfand  beigelegt 
wird  niuss  als  von  ihm  ein  gen  o  um;  euer  Lianm  der  ganze  Raum,  in  welchem  sich 
die  specitisehe  Eigenfhümlichkeil:.  desselben  geltend  macht,  nicht  etwa  der  Ort 
von  Kupfer-  oder  GIjsuu beenden  angesehen  werden. 
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die  Eieeitrieitä.r..  iii  einen  Zustand,  t-pannung,  vermöge  dessen  sie  ihr'.'  Dieb- 
tii^keit  ■/;.;  vurminderi!  {oder  bei  negative:!-  Spannung  zu  vermehren';  strebt  und 
dessen  Grösse  u  in  jedem  Augenblicke  abhängt  von  sämmtliehen  Massen  Span- 
t  nach  der  Formel 

q'  dx  dy  dz 


-hfy 


Vfr-  «O1  +  (y  -  y')s  +  (ß-  O" 

oiler  auch   vermittelst  des  Gesetzes 

B  +  w  +  SP  -  - « 

and  der  Bedingung,  dass  u  in  unendlicher  Eutforunng  von  SpaTuiungsel^ctricitiit 
unoiidlkh  klein  bleibt.  Die  Elcctricitiit  bewegt  sieh,  gegen  die  ponderabeln  Kör- 
per mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  in  jedem  Augenblicke  der  aus  diesen 
Ursachen  hervorgehenden  eleetrometoriseheii  Kraft  gleich  ist. 

Uebvigens  müssen  diese  ibnvegnngigi.sevy.e  der  Eloctricitäi.,  wenn  deren  Ver- 
liaituiss  kh  Warme  und  Magnetismiis  in  Iteeiinung  gebogen  werden  soll,  vor- 
benmrkl  er  müssen  selbst,  noch  abgeändert  und  umgeformt  werden,  und  dann 
wird  eine  veränderte   Auffassung  dieser  Ersthuinungen  nöthig.*) 

4. 
Behandlung  des  Problems  der  Rüekstandabildung.  Ausdruck  der 
zu  bestimmenden  Grössen  durch  das  Potential, 
Indem  ich  mich  nun  zur  Untersuchung  der  Rückstandsbildung 
wende,  beschäftige  ich  mich  zunächst  damit,  die  zu  bestimmenden 
Grössen  durch  das  Potential,  oder  vielmehr,  was  die  Rechnung  ver- 
einfacht, durch  die  ihm  proportionale  Function  u  auszudrücken.  Zu 
grösserer  Bequemlichkeit,  für  die  an  abstraete  ürösseiibet.rachtung  min- 
der gewöhnten  Physiker  habe  ich  das  Potential  als  das  Mass  einer 
Ursache,  Spannung,  betrachtet,  welche  die  Dichtigkeit  der  Electricität 
im  Punkte  (x,  y,  s)  zu  vermindern  strebt,  und  diese  im  Punkte 
(x,  y,  s)  =  u,  also  die  Coniponenten  der  durch  sie  bewirkten  electro- 
motorischen  Kraft 

_  du    _  du    _  du 

~       Sx'         dy'         Ss 
gesetzt.     Man   muss  dann   als   Spannungseinheit  die  im   Innern   einer 
Kugel  vom  Radius  1  durch  auf  der  Oberfläche   vertheilte  Electricität 
von  der  Dichtigkeit  1  entstehende  Spannung   annehmen  oder  als  Ein- 
heit der  electromotorisehen  Kräfte  die  von  der  Masse  4.x  in  der  Ent- 

*)  Dieser  ganse  Artikel  ist  im  .Mann Script,  durchgestrichen,  wahrscheinlich 
nur  ans  dem  Grunde,  weil  der  Verfasser  durch  die  Eigen ihumlichkeit  der  hier 
vorgetragenen  Auffassung,  welche  auf  das  Innigste  mit  seinen  nuturphilosoplnsehen 
Principien  zusammenhangt,  bei  den  Physikern  damals  Anstoss  zu  erregen  be- 
fürchtete. 
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fernungseinheit  erzeugte.     Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  ist  ferner 

als  Zeiteinheit  a,  als   Uingcneinheit  ß  finge  führt   worden;  macht  man 

die  Einheit  der    electroniotorisehen  Kriiftu    auf   die    hier  angenommene 

Weise  von  der  electrischeu  Masseiieinheit  abhängig,  so  sind  a  und  ßß 

„..     ,      T   .,  .,      ,      ,  /      electroirjoLui'isclii.'  Kraft\ 

;?  im-  den  LeiUiiiu;y\v.idi.'t>l;i!M  I  ^--        --„,  ■  ■  ■■-.■ ttt— -  I  und 

\  ötromintensitat        / 

..  ,  ,     ,  .    .      ,_     „,  (  Druck  des  Pt.mderabile  \    , 

(jiü  nnielectriseJi.e  Knut     =  =p  ,  ,.  , — rr— ; „  ■■■■  -■ . — —     des 

\       Dichtigkeit  der  bpimnungseleemeital,/ 

ponderaheln  Sitzes. 

Zur  Discussion  der  vorliegenden  .Beobachtungen  genügt  die  Lö- 
sung der  Aufgabe:  die  Aenderungen  der  Spannungselectricitiit  im  In- 
nern einer  überall  gleich  dicken  homogenen  Wand  zu  bestimmen,  wenn 
die  Oberflächen  mit  vollkommenen  Leitern  belegt  sind,  gleiche  Mengen 
entgegengesetzter  Electricitat  empfangen  und  keine  electromotorisehe 
Kraft  besitzen  (keine  Contactwirkung  in  ihnen  stattfindet),-  und  ihre 
Dimensionen  gegen  die  Dicke  der  Wand  als  unendlich  gross  betrachtet 
werden  dürfen  (d.  h.  der  Einfluss  des  Randes  und  der  Krümmung  ver- 
nachlässigt werden  darf). 

Legt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Mitte  der 
Wand,  die  a:-Axe  auf  ihre  Oberflächen  senkrecht  und  bezeichnet  ihre 
halbe  Dicke  durch  a,  so  wird  der  Ausdruck  für  die  Wand  a  >  x  >  —  a, 
u  eine  blosse  Function  von  x  und 


/.— (&-G&- 


Die  zwischen  zwei  Werthen  von  x  über  der  Flächeneinheit  enthaltene 
Eleetrieitätsmenge  ist  al-o,  geometrisch  ausgedrückt,  gleich  der  Diffe- 
renz zwischen  den  Tangenten  der  Neigungen  der  Spaiin/ungseurve,  d.  h. 
der  Curve,  deren  Ordinate  für  die  Abscisse  x  gleich  u  ist;  diese  Ourve 
ist  gerade,  wo  keine  SpaninmgselectriciUit  vorhanden  ist,  nach  oben 
(oder  für  Orte  mit  grösseren  Ordinaten)  convex,  wo  positive,  nach 
unten,  wo  negative  stetig  verlheiit  ist,  and  gebrochen  für  einen  Wertli 
von  X,  bei  welchem  eine  endliche  Menge  angehäuft  ist. 

Die  durch  eine  Ladung  erzeugte  oder  durch  eine  Entladung  ver- 
nichtete Spannung  wird  daher  stets  dargestellt  durch  eine  Curve  von 
der  Form  A,  d.  h.  ist  sie  in  den  Belegungen  ua,  «,_„  und  folglich  in 
der  Mitte 
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so  ist  sie  im  Innern 

Durch  das  Eindringen  der  Electricität  in's  Innere  erhält  die  Spannungs- 
eurve  die  Form  B.  Für  die  Flächeneinheit  ist  die  Gesamnitmenge 
der  geschiedenen  Electricitiitei)  gleich  der  Tangente  ihrer  Neigung,  in 
der  Mitte 

das  electrische  Moment 

fi—  =  «■  ^  ••-  ~  •  {&.  +  (§3-.)  —  -  •'- 

also  gleich  der  Sparmungsdifterenz  der  Oherliächen. 

Durch  eine  Entladung  wird  die  Spannung  in  den  Belegungen 
aufgehoben.  Die  vernichtete  Spannung  ist  daher  in  den  Belegungen 
=  «„,  w_o,  im  Innern 

die  disponible  Ladung  für  die  Flächeneinheit 

die  bleibende  Spannung  im  Innern 

und  für  die   Flileheuemheit-  der   verborgene    lii.iclisf.and 


=  (©.-i(— ). 


die  der  Oberfläche  (x  =  «)  durch,  die  Entladung  initgethdlte  ElectrJci- 
täts  menge  1 


V:  ^i.iaiinuiigätnrvfl  der  lifsa.mmtlii.davj^ 

2)  „  der  disponiblen  Ladimg 

3)  „  Aus  Eückatandeü. 

Gemttimtla.durjg-  =  ac,  disponible  Ladung:  ab,  Rückstand:  =  he. 


/Google 


XX.    Neue  Thec 


Lösung  der  Aufgabe  im  einfachsten  Falle,  wo  kein  Ab-  und  Zufluss 
durch  die  Oberflächen  stattfindet. 

Nach  dieser  Ueb ersieht  und  geometrischen  Darstellung  der  ge- 
suchten Grössen  gehe  ich  zu  ihrer  Bestimmung  durch  Rechnung  nach 
dem  angegebenen  Gesetze  über.  Ich  behandle  zunächst  den  Fall,  wo 
anfangs  im  Innern  keine  freie  EleetricitÜt  vorhanden  ist,  und  den 
Oberflächen  auf  der  Flächeneinheit  die  Masseneinheil  mitgetheilt  wird, 
später  aber  kein  Ab-  und  Zufluss  durch  die  Oberflächen  stattfindet. 

Die  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  u  sind: 

für  t  >  0,  a  >  x  >  —  a         |p  —  —  q,    |f  +  9  —  ^  —  0 
*  — 0,  a>x>  —  a         §5  —  1 

welche  letzteren  ausdrücken,  dass  in  den  Oberflächen  sowohl  die 
Kleetricitätsmengen,  als  der  Durchfluss,  und  folglich  die  electromotorische 
Kraft  =  0  sein  soll. 

Diesen  Bedingungen  genügen  zwei  Ausdrücke,  der  eine  für  kleine, 
der  andere  für  grosse  Werthe  von  (  brauchbar. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


/'- 


dl  =  <p(ty 


f<p(l)  dl  =  \e~n  —  l<p(X)  =  ${£), 
so  genügt  erstens 

zweitens 

„  -  „  -  r>  2{7.%-$ «""""'"'  *■(«  - 1" 

Die  hieraus  sieh  ergebenden   Bestimmungen  sind: 
für  die  Vertheilung  der  Electricität*) 

•)  Vergl.  Jacobi Fundaments  nova  tlieoriae  funetionum  elliptloarum,  §§.61,63. 
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für  die  Gesammtladung 

-  ^  ^  (•  -  ff» 

für  die  disponible  Ladung 
für  den  Eüdisfiiud 


G. 
Zurückführung  der  allgemeinen  Aufgabe  auf  diesen  einfachsten  Fall. 

Um  auf  diesen  einfachsten  Fall  den  Fall  zurückzuführen,  wo  Ab- 
und  Zufluss  durch  die  Oberflächen  stattfindet,  bezeichne  %(t)  den  Aus- 
druck für  die  Spannungsdifferenz  u  —  u0  zur  Zeit  t  in  diesem  ein- 
fachsten  Falle;  für  negative  Werthe  von  t  sei  %(t)  =  0. 

Soll  nun  die  Spannung  bestimmt  werden,  welche  entsteht,  wenn 
den  Oberflächen  (a;  =  +  a)  zur  Zeit  0  die  Mengen  +/i,  darauf  zur 
Zeit  t'  die  Mengen  +  jt',  zur  Zeit  t"  die  Mengen  +  ji"7  . . .  mitgcthei.U 
werden,  so  hat  man 

«  -  »o  -  m(0  +  t>'%(ß  -  0  +  t>"t(? - 1")  +  ■■■; 

denn    dieser   Werth    genügt    s  am  Entliehen   zu    seiner   Bestimmung    ge- 
gebenen Bedingungen. 

Findet  ein  stetiger  Ab-  und  Zufluss  von  Eleetr.icität  statt,  so  wird 
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wenn  +  ~  dt  die  im  Zeitelement  dz  durch  die  Oberfläche  (x  =  +  < 
nach  Innen  strömende  El eetrieitäts menge  bezeichnet. 

Beide  Ausdrücke  kann  man  zusammenfassen  in  dem  Ausdruck 

\%{t  —  *)d(i, 


•f* 


wenn  man   durch   +  d(i   die  im    Zeitelement  dt    anf    der   Oberfläche 

(x  =  +  et)  hinzukommende  Electricitütsmeiige  bezeichnet,  wo  diese 
dann  einen  endliehen  Werth  hat  oder  ("7t  proportional  ist,  je  nachdem 
eine  plötzliche  Ladung  oder  Entladung,  oder  ein  stetiger  Ab-  oder 
Zufluss  stattfindet. 

Aus  diesem  Ausdrucke  für  die  Spannung  folgt 


=  f'Qf-td(i,    Lt=  fL?-tdti,    r,~/V?_« 


dfi. 


In  diesen  Formeln  sind  die  Zeiten  in  Theilen  von  a,  die  Längen 
in  Theilen  von  ß  ausgedruckt;  um  bekannte  Maasse  einzuführen,  hat 
man  nur  a  und  x  durch      ,  -=-;  t  und  t  durch  —  >       zu  ersetzen. 

7. 
Vergleiclmng  der  Rechnung  mit  den  Beobachtungen. 

Um  nun  die  erhaltenen  Formeln  mit  dem  wirklichen  Verlaufe  der 
Iiüekstandsbildmig  zu  vergleichen,  wie  er  durch  die  in  Poggendorff's 
Ännalen  veröffentlichten  Messungen  des  ll.emi  Professor  lvohlrausch 
mit  so  grosser  Genauigki'it  festgestellt  worden  ist,  geht  man  wohl  am 
zweckmäßigsten  von  der  'l'hats.iclie  aus,  dass  die  Ladungscurve  einer 
Parabel  nahe  kommt  mit  allmählich  abnehmendem  Parameter,  d.  h. 
dass  die  Grösse  — "        '-■  langsam  abnimmt. 

Zufolge  der  für  Lt  abgeleiteten  Formel  ist  L0  —  L(  für  sehr  kleine 
Werthe  von  t  proportional  y't  und  zwar 

Zufolge  der  Messungen  muss  man  annehmen,  dass  diese  Proportionalität 
näherungs weise  noch  während  der  Beobachtungen  stattfindet. 

Man  wird  daher  die  Zeit  .-.,«  in  roher  Annäherung  aus  den  Be- 
obaclilungen  bestimmen  können,  und  dann  ist  in  der  Tliat 


^VE(i  -  MVwt + **Ww)  ~  ^Ww)+-) 
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eine  Function,  welche  mit  wachsendem  t  langsam  abnimmt.  Nichts- 
destoweniger würde  — °— - — -  mit  wachsendem  t  zunehmen,  wenn  man 
—  einen  merk  liehen  Wertli  beilegte.  Dasselbe  seheint  «ich  auch  zu 
ergeben,  wenn  man  einen  beträchtlichen  Verlust  durch  die  Luft  an- 
nimmt, wenigstens  wenn  man  dafür  das  Coulomb'sche  Gesetz  zu 
Grunde  legt. 

Man  wird  daher  für  die  erste  Bearbeitung  der  Beobachtungen  die 
Zeit  a  (d.  h.  den  Leitungswiderstand  des  Glases  für  die  dem  Coulomb' - 
sehen  Gesetz  ge müssen  elektromotorischen  Kräfte)  unendlich  gross  an- 
nehmen, den  Verlust  durch  die  Luft  vernachlässigen  und  sich  zunächst 
darauf  beschränken  müssen,  zu  untersuchen,  in  wie  weit  sich  durch 
gehörige  Bestimmung  von  pa  den  Beobachtungen  genügen  lässt. 

Sobald  man  sich  überzeugt  hat,  dass  die  Voraussetzungen  der 
Rechnung  näher  inigs  weise  richtig  sind,  ist  eine  schärfere  Vergleichnng 
der  Rechnung  mit  den  Beobachtungen  verlorene  Arbeit,  wenn  man 
nicht  die  Gelegenheit  hat,  die  Quellen  der  Differenzen  zwischen  Rech- 
nung und  Beobachtung  an  der  Hand  der  Erfahrung  aufzusuchen,  um 
die  wegen  der  Abweichungen  von  den  Voraussetzungen  der  Rechnung 
nöthigen  Correctionen  anzubringen.  Da  mir  nun  zu  einem  experi- 
mentellen Studium  des  Gegenstandes  die  Mittel  fehlen,  so  musste  ich 
von  einer  weiteren  Verfolgung  desselben  vorläufig  abstehen. 


Verhältnis  s  dieses  Problems  zur  Eleetrometrie  und  zur  Theorie 
verwandter  Erscheinungen. 

Die  Grösse  — - ,  bei  der  Flasche  b  etwa  ^-— ,  gieht  den  Quotien- 

antelectrisehe  Kraft     ,       „,  ,       _,       .       .        ,       ,    ,  ,, 

ten  ■=—, rr — r    des   Glases    der  l'ksehe    m   absolutem    Mass. 

Leitungswiderstand 

wenn  als  Längeneinheit  die  Flasehendicke,  als  Zeiteinheit  die  Secunde 
angenommen  wird.  Für  diese  Bestimmung  ist  es  gleichgültig,  wie 
man  die  Einheit  der  electromotorischen  Kräfte  von  der  Einheit  der 
electrischen  Massen  abhängig  macht;  die  Constanten  a  und  ßß  wür- 
den aber  den  Leitungs  wider  stand  und  die  antele  einsehe  Kraft  in  einem 
andern  Masse  als  dem  Weber'schen  geben,  wo  die  Einheit  der  eleetro- 
motorisehen Kräfte  durch  die  dem  Ampere'sehen  Gesetz  gemässen 
Wirkungen  der  Masseneinheit  festgesetzt  wird. 

Zur  Vergleichung   des  hier   untersuchten  Falles   mit  den  Erschei- 
nungen an  guten  Leitern  kann  die  Befrachtung  des  13  el  tan-  nngszu  stand  es 
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bei  constant  erhaltener  Sp;miii;ngsdifleren;:  der  Oberflächen  (oder  con- 
stantem  Zufluss)  dienen.     Für  diesen  ist 

die  Dichtigkeit  im  Innern:  p  =  —  t^  =  eT  —  e~x, 
die  Spannung:  u  =  w0  —  <?'  -(-  e~~ *  -[-  .£  (e°  -(-  e- °), 
die  Spannungsdift'erenz  der  Oberflächen: 

««  -  iL.  -  2  (<■(«■  +  «-■)  -  («■  -  «-■)) , 
die  Gesammtladung:  (fi")    =  g*  +  <r"  —  2, 

der  Ruckstand:  U- -) — - — —  = 2, 

die  in  der  Zeiteinheit  durch  flies  sende  Menge: 

-(£+■§3  — («•+•-■>. 

oder  gleich  proportionalen  Grössen,  wobei  zur  Vereinfachung,  wie  oben, 
als  Zeiteinheit  «,  als  Längeneinheit  ß,  als  SpauiiuiLgseinheii.  die  Span- 
nung im  Innern  einer  Kugel  vom  Radius  1  bei  auf  der  Oberlläehe 
vertheilter  Electrieität  von  der  Dichtigkeit.    1    au  genommen  ist. 

Besonders  wichtig  scheint  mir  die  Prüfung  -des  vermutheten  Ge- 
setzes und  eventualiter  die  Bestimmung  der  Constanten  a  und  ß  bei 
den  Gasen  zu  sein.  Die  Beobachtungen  vonEiess*)  und  1(  o  hl  rausch**), 
nach  welchen  für  den  Electricitätsverlust  an  die  Luft  in  einem  ge- 
schlossenen Räume  das  Gesetz  CoulomVs  nicht  gilt,  können  vielleicht 
als  Ausgangspunkt  für  diese  Untersuchung  dienen  und  es  wäre  für 
dieselben  wohl  zunächst  ein  System  von  Messungen  über  den  Electri- 
eitiüs verlas!  im  Innern  eines  einigemiasseu  regelmässigen  geschlosseneu 
wünschen. 

*)  Pogg.  Ann.  Bd.  71.  pag.  359 
**)  Pogg.  Ann.  Bd.   72.  pag.  S74. 
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Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare   Differentialgleichungen 
mit  algebraischen  Coefficienten. 

(30.  Febr.  1857.) 

Bekanntlich    lässt    sich    jede   Lösung    einer   linearen    homogenen 

Differentialgleichung  »tcr  Ordnung  in  n  von  einander  unabhängige 
particulare  Losungen  linear  mit  constanten  Coefficienten  ausdrücke] i. 
Sind  die  Coefficienten  der  DiffcrentialgbnctiBBg  rationale  Functionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x,  so  wird  jeder  Zweig  der,  allgemein 
zu  reden,  viel werthi gen  Functionen,  welche  ihr  genügen,  sich  linear 
mit  constanten  Coefficienten  in  n  für  jeden  Werth  von  x  eindeutig 
bestimmte  Functionen  ausdrücken,  lassen,  welche  freilich  dann  längs 
eines  gewissen  Linien  syst  eins  unstetig  sein  müssen.  Sind  die  Coef- 
ficienten aber  algebraische  Functionen  von  x,  welche  sich  rational  in 
X  und  eine  fi-werthige  ali'ciiraiselie  Function  von  x  ausdrücken  lassen, 
so  gehört  zu  jedem  Zweig  dieser  ft-werfhigen  Function  eine  Gruppe 
von  n  von  einander  unabhängigen  pa.rti ciliaren  Lösungen,  so  dass  in 
diesem  Falle  jeder  Zweig  einer  Lösung  der  Differentialgleichung  als 
ein  linearer  Ausdruck  von  höchstens  p.n  eindeutigen  Functionen  sich 
darstellen  lässt,  welcher  aber  von  ihnen  immer  nur  n  einer  Gruppe 
angehöiige  enthalten  wird.  Aus  diesen  Vorbemerkungen  wird  man, 
da  sich  jede  nicht  homogene  lineare  Differentialgleichung  leicht  in  eine 
homogene  von  der  nächst  höhern  Ordnung  verwandeln  lässt,  ersehen, 
dass  die  folgenden  Sätze  alle  linearen  Differentialgleichungen  mit  al- 
gebraischen Coefficienten  umfassen. 

Es  seien  yL>  yi}  ...,»/„  Functionen  von  x,  welche  für  alle  com- 
plexen  Werthe  dieser  Grösse  eüiändrig  und  endlich  sind,  ausser  für 
a,  b,  c,  ..,  g,  und  welche  durch  einen  Umlauf  des  x  um  einen  dieser 
Verzweigungswerthe  in  lineare  Functionen  mit  constanten  Coefficienten 
von  ihren  früheren  VVerthen  übergehen. 

Zn  ihrer  näheren  Bestimmung  scheide  man  die  Gesamintheit  der 
Komplexen  Werthe  in   zwei  Gebiete  durch  eine  in  sich  zurücklaufende 
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Linie,    die    der   Reihe    nach    durch    aammtliche    Verzweignugswertrie 

(y, ..,  e,  ?),  a)  geht,  so  dass  in  jedem  dieser  Gebiete  die  Functionen 
völlig  gesondert  und  stetig  verlaufen,  und  betrachte  die  Werthe  der 
Functionen  in  dem  auf  der  positiven  Seite  dieser  Linie  liegenden  Ge- 
biete  als   gegeben.     Durch   einen  positiven  Umlauf  des  x  um  a   gehe 

nun  yl  in  SA^yt;  y%  in  ZJAf'y/,  ...;  y„  in  SAf  yt  über  und  ähn- 
lich durch  einen  positiven  Umlauf  um  i  y,  in  SB?  «/,-,  etc.,  durch 
einen  positiven  Umlauf  um  g  y„   in  ZG''  «/,-. 

Bezeichnet    man    nun    zur.  Abkürzung    das    System    der   n  Werthe 

G^i  P2i-->V«)  durch  (;?/)  das  System  der  n« Coefficienten 


4*'  4"1  ■  -  •  A™ 
durch  (jl),   das  System  der  B  durch  (J9),  . .  .,   der  G  durch  (G),  und 
die    aus    (y)    mittelst    des    Coefiicientensystems    i'/l)    gebildeten   Werthe 
2Afy„   £Afi/,,  ...,  ZAfyi  durch  (A)(yu  9i,..,  yn)  =  (Ä)(y),  so 
findet  zwischen  diesen  Coefneientensyslemen   die  Gleichung 
(1)  (Q)(F)...(B){Ä)-(0) 

statt,  wenn  man  durch  (0)  ein  Coefficientensystem  bezeichnet,  das 
nichts  ändert,  oder  in  welchem  die  Coefficienten  der  abwärts  nach 
rechts  gehenden  Diagonale  =  1  und  alle  übrigen  =  0  sind.  In  der 
That,  durchläuft  o:  die  ganze  Grenzlinie  so,  dass  es  sieh  von  einem 
Verzweigungswerth  zum  folgenden  auf  der  positiven  Seile  bewegt,  dann 
aber  jedesmal  um  diesen  Yemve.igung.siv'erth  positiv  hemm,  so  gehen 
die  Functionen  (y)  nach  und  nach  in  (G)(if),  (G)  (!'"') («/).  schliesslich  in 
(G)(F)..(B)(A)(ji)  über.  Es  hat  aber  denselben  Erfolg,  wenn  x  die 
negative  Seite  der  Grenzlinie  oder  die  ganze  Begrenzung  des  negativor- 
seits  liegenden  Gebiets  durchläuft,  wobei  (i/1}  y3;  ..,  y„)  ihre  früheren 
Werthe  wieder  annehmen  müssen,  da  sie  in  diesem  Gebiet  allenthalben 
L'inäiii.lng  sind. 

Ein  System  von  n  Functionen,  welches  die  eben  angegebenen  Eigen- 
schaften hat.    werde  durch 


<. 


\ABO"'  G    ) 

bezeichnet. 

Man  betrachte  nun  als  zu  einer  Klasse  gehörig  sämmtliche  Systeme, 
für   welche    die   Yerzweigungswerthe    und    die    um    sie    stattfindenden 
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Substitutionen  gegebene  der  (ileiehuug  (1)  genügende.  Werthe  haben, 
was,  wie  sieh  bald  ergeben  wird,  für  unendlich  viele  Systeme  der  Fall 
ist.  Nach  einem  leicht  zu  beweisenden,  von  Jacobi  vielfach  ange- 
wandten Satze  lässt  sieh  jede  Substitution,  allgemein  zu  reden,  in  drei 
Substitutionen  zerlegen,  von  denen  die  letzte  die  inverse  der  ersten  ist, 
und  in  der  mittleren  die  Coel'ficienien  ausser  der  Diagonale  siüiimtlieh 
=  0  sind,  so  dass  durch  sie  jede  von  den  Grössen,  auf  welche  sie 
angewandt  wird,  nur  einen  Factor  erhält.     Es  lässt  sich  also  z.  B, 

U,o  ..  o| 
U)  =  0)   °'  ^;-°  L)-> 

I  0,  0  . .  A  J 

setzen,  wenn  («)"" l  die  inverse  Substitution  von  («)  bezeichnet.  Die 
Grossen  A  werden  dabei  die  n Wurzeln  einer  durch  (J)  völlig  bestimm- 
ten Gleichung  «teil  Grades.  Für  den  Fall,  dass  diese  Gleichung  gleiche 
Wurzeln  hätte,  müsste  man  der  mittleren  Substitution  eine  etwas  ab- 
geänderte Form  geben;  wir  wollen  aber  zur  Vereinfachung  diesen  Fall 
vorläufig  ausschliessen  und  annehmen,  dass  er  bei  der  Zerlegung  der  Sub- 
stitutionen (Ä),  (£), . .  .,  (G)  nicht  eintritt.  Die  Substitution  («)  kann  in 
f  h>  °.  ■■°t 

w  °'?"."° 

(o,  0,  ..l„  j 
durch  Hinzufügung  einer  nur  multiplicir enden  Substitution  verwandelt 
werden;  in  dieser  Form  aber  sind,  wie  die  Gleichungen,  durch  welche 
sie  bestimmt  wird,  zeigen,  alle  möglichen  Werthe  derselben  enthalten. 
Durch  einen  positiven  Umlauf  des  $  um  a  gehen  die  Werthe  der 
Functionen  y  aus  (j}ir  p.,, . .,  p„)  in  (A)  (p)  über.  Die  Werthe  der  durch 
die  Substitution  («)"'  aus  (jy)  gebildeten  Functionen 

(«„»„..,<,)-{«)-%) 

gehen  daher  aus  (k)— 1(p)  in 

|A1)0,..0  1 

(a)~i(A)(p)=  P,V/°      («TM» 
[0,  0,  ..aJ 
über,  oder  (gt)  S%, . .,  #„)  in  (A^,  Aas3, . .,  lae„), 

Wenn  eine  Function  s  durch  einen  positiven  Umlauf  des  x  um  a 
den  constanten  Factor  ).  erhält,  so  kann  sie  durch  Multiplication  mit 
einer  Potenz  von  (x  —  a)  in  eine  Function  verwandelt  werden,  die  in 
der  Umgebung  von  a  einändrig  ist.    In  der  That  erhält  (x  —  a)'1  durch 
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einen   positiven  Umlauf  dos  a;  um  a  den  Factor  e"*"';    bestimmt  man 

also  /i  ao  dass  e"2"'  =  A,  oder  setzt  man  fi  =  -- ■-,  so  wird  #(#  —  a)-" 

eine  für  X  =  a  einändrige  Function.  Diese  Function  lasst  sich  also 
nach  ganzen  Potenzen  von  (x  —  a)  entwickeln,  und  z  seihst  nach  Po- 
tenzen, die  sich  von  (i  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

Demnach   sind  su  z2>  ■  ■>  g»  nach  Potenzen   von  x  —  a  entwickel- 
bar, deren  Exponenten  in  der  Form 

'-&  +  '".  T*r  +  "> !Sf  +  ™ 

enthalten  sind,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Wir  wollen  nun 
annehmen,  dass  die  Functionen  y  nirgends  unendlich  von  unendlich 
grosser  Ordnung  werden,  so  dass  diese  iieihen.  au!  der  Seite  der  fallen- 
den Potenzen  abbrechen  müssen,  und  bezeichnen  durch  (tlf  ji2,  .  .,  (in 
die  niedrigsten  Potenzen  in  diesen  Weihen,  so  dass 
g1(a;  —  a)~ p',  ..  .,zn{x  —  a)~''" 
endliche  von  0  verschiedene  VVevthe  haben.  Offenbar  kann  die  Diffe- 
renz zweier  von  den  Grössen  (i1,  jts,  ..,  (i„  nie  eine  ganze  Zahl  sein. 
da  die  Werthe  der  Grössen  Xl}  X2I  .  ,,  Xa  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind;  dagegen  werden  die  Werthe  der  entsprechenden  Ex- 
ponenten bei  zwei  zu  derselben  Kla.sse  gehörigen  Systemen  sich  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden  können,  da  die  Grössen  ls,  A^,  ..,  A„ 
durch  (Ä)  völlig  bestimmt  sind.  Diese  Exponenten  können  dazu  die- 
nen, die  verschiedenen  Funetionensysteme  derselben  Klasse  von  einan- 
der zu  unterscheiden,  oder  doch  sie  zu  gruppiren,  und  es  genügt,  wenn 
sie  bekannt  sind,  statt  (A)  die  Substitution  («)  anzugeben,  da  die 
Grössen  A,,  Aä, ..,  l„  schon  durch  sie  bestimmt  sind:  wir  werden  uns 
daher  zur  genaueren  Charakteristik  des  Systems  (i/1;  !/a,  .  .,  ya)  des  Aus- 
drucks 

[   a     b    ...  o       ) 
(«)(£)...(») 


bedienen,  in  welchem  die  Grössen  der  übrigen  Vertitalreihen  für  die 
Verzweigung« werthe  b,..,<j  die  analoge  Jledeutang  haben  sollen,  wie 
die  der  ersten  für  a.  Es  liegt  dabei  auf  der  Hand,  dass  jedes  System 
als  ein  spezieller  Fall  eines  andern  betrachtet  werden  kann,  in  welchem 
die  entsprechenden  Exponenten  zum  Theil  oder  sämmtlich  niedriger  sind. 
Es  ist  nun  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass  zwischen  je  n  -J-  1  Sy- 
stemen,  die   derselben  Klasse   angehören,  eine  lineare  homogene  Glei- 
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chung  mit  ganzen  Functionen  von  x  als  Ooeffieienicii  stattfindet.  Wir 
unterscheiden  die  entspre eilenden  Crossen  in  diesen  n  -f-  1  Systemen 
durch  obere  Indices.  Nehmen  wir  an,  dass  zwischen  ihnen  die  n  Glei- 
chungen stattfinden: 

«os/i + «1  ?/i'J  h — i-  «■  ^r1 = ° 


«o  y»  +  «i  y» '  H h  «» ^  =  ° » 

so  müssen  die  Grossen  ß0,  c^,  .  .,  n„.  proportional  sein  den  Determinanten 
der  Systeme,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  dem  Systeme  der 
n(n  -f-  1)  Grössen  ?/  der  Reihe  nach  die  lte;  2te,  . .,  n  -f-  Ite  Vertical- 
reihe  wegliisst.  Eine  solche  Determinante  £  +  t}^  yf  . .  y *  erhält 
durch  einen  positiven  Umlauf  des  £  um  a  den  Factor  Det.  (A)  und 
kann  für  x  =  a  nicht  unendlich  von  unendlich  grosser  Ordnung  wer- 
den; sie  lässt  sich  also  nach  um  1  steigenden  Potenzen  von  x  —  a 
entwickeln.  Tim  den  niedrigsten  Exponenten  in  dieser  Entwicklung  zu 
bestimmen  kann  diese  Determinante  in  die  Form  gesetzt  werden 

In  letzterer  Determinante  ist  das  erste  Glied 

,<»  »f..  ?-<?  -./>" +<-'?+■■+»'? 

multipücivt  in  eine  Function,  die  für  x  =  0  einen  endlichen  und  von  0 
verschiedenen  "Werth  hat.  Der  niedrigste  Exponent  in  der  Entwick- 
lung dieses  Gliedes  nach  Potenzen  von  (x  —  aj  ist  daher 

-ei"  +  (.?>  +  ••  +  cr 

und  hieraus  erhält  man  durch  Permutation  der  oberen  Tndices  die  nie- 
drigsten Exponenten  in  den  Entwicklungen  det'  übrigen  Glieder.  Offenbar 
ist  der  gesuchte  Exponent  allgemein  zu  reden  gleich  dem  kleinsten  von 
diesen  Wertben  nnd  jedenfalls  nicht  kleiner.  Bezeichnen  wir  den  klein- 
sten dieser  Werthe  durch  fi;  den  ähnliehen  Werth  für  den  aweiten 
V e rzw ei gungs werth   durch  v,...,  für  den  letzten  durch  p,  so  ist 

^  +  vT  ■  ■  y?  yt]  •  •  (x  -  ayJ  &  -  b)~~T  ■  ■  0  -  s)~* 

eine  Function  von  x,  welche  für  alle  endlichen  complexen  Werthe  ein- 
ändrig  und  endlich  bleibt  und  für  x  <=  oo  unendlich  gross  höchstens 
von  der  Ordnung  —  (jt  -j-  v  -\-  •  •  -f-  p )  wird,  folglich  eine  ganze  Function 
höchstens  vom  Grade  —  (jt,  -)-  v  +  •  •  +  p).     Diese  Grösse  muss  daher. 
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wenn  die  Function  nicht  identisch  verschwindet,  eine  ganze,  nicht 
negative  Zahl  sein. 

Die  partiellen  Determinanten,  welchen  die  Grössen  ai>;  alf  .  .,  an  pro- 
portional sind,  verhallen  sich  demnach  wie  ganze  Functionen,  multipli- 
cirt  mit  Potenzen  von  x  —  a,  x  —  b, . .,  x  —  g,  deren  Exponenten  in 
den  verschiedenen  Determinanten  sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 
Die  Grössen  a0!  at,  .  .,  n„  verhalten  sich  daher  selbst  wie  ganze 
Functionen  und  können  in  den  Gleichungen  (2)  durch  diese  ersetzt 
werden,  wodurch  man  den  zu  beweisenden  Satz  erhält, 

Die  Derivirten  der  Functionen  yt,  yt,  . .,  yn  nach  x  bilden  offenbar 
ein  derselben  .Klasse  augehöriges  System,  denn  die  Differentiabjiiotienten 
der  Functionen  (A)(y,,  yt,  . .,  y„),  in  welche  (ylt  y2,  ■ .,  ya)  durch  einen 
positiven  Umlauf  des  x  um  a  übergeben,  sind 

W  \dE '  da  "  "  ~dT/' 
da  die   Ooefficienteu  in   (A)   constant  sind.     Durch   diese   Bemerkung 
erhält  man  aus  dem  eben  bewiesenen  Satz,  die  beiden  Corollare: 

„Die   .Fundionen    y    eines    Systems    yi-nwjen   einer   Bi/jcreniialy/eidiiuiy 

nter  Ordnung,  dem)  Coeffkimüen  givnxa  Jrnurfionm  von  x  sind." 
und: 

.Jedes  derselhen  Klasse  angebüriye  Hiisiew,  lüsst  sieh  in  diese  Fiindmien. 

und    ihre    n  —  1    ersten    Difj'er'i/fialyiKitienlen    linear    mit     rationalen 

Coefjieienten  ausdrücken." 

Mit  Hülfe  des  letzteren  lii.sst  sieb,  ein  allgemeiner  Ausdruck  für 
sämmtliche  Systeme  einer  Klasse  bilden,  aus  welchen  man  sofort  sehen 
würde,  dass  die  Anzahl  sämintlicber  Systeme,  wie  oben  behauptet, 
unendlich  ist;  es  soll  indess  hier  nur  angewandt  werden  zur  Aufsuchung 
aller  Systeme,  in  welchen  nicht  bloss  die  Substitutionen,  sondern  auch 
die  Exponenten  dieselben  sind.  Vür  ein  beliebiges  System  Y1,  Y2>  ...,  Y„ 
mit  denselben  Substitutionen  und  denselben  Exponenten  wie  ylf  yit  ..,  yn 
hat  man  nach  demselben,  wenn  man  die  Derivirten  nach  Lagrange 
bezeichnet,  «lineare  Gleichungen  von  der  Form; 

caY,  =b0yL  +  '>i</,  H h  bn-iyl"~1' 

cora  =  b0ys  +  brf,  +  ■  •  +  ö„_i<-,) 


c0  Y„  =  bQy„  +  6, y'n  -\ \-  K -i y» 

wobei  die  Ooefficienten  ganze  Functionen  von  x  sind.  Die  Function 
c0  hängt  nur  von  den  Functionen  y  ab ,  und  für  den  Grad  der 
Functionen  6  ergiebt  sich  ein  endliches  Maximum,  so  dass  sie  nur  eine 
endliche   Anzahl  von   Coeffieienten  haben.     Damit  umgekehrt  die  aus 
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diesen  Gleichungen  sich  ergebenden  Functionen  Yt,  Y2,  . .,  Y*  die  ver- 
langten Eigenschaften  haben,  müssen  diese  Coefficienten  so  beschaffen 
sein,  dass  für  die  Yerzweigungswerihe  ihre  Exponenten  nicht  niedriger 
sind  als  die  der  Functionen  y  nnd  dass  sie  für  alle  anderen  Werthe 
von  X  endlich  bleiben.  Diese  Bedingungen  liefern,  für  die  Coefficienten 
der  Potenzen  von  X  in  den  Functionen  b  ein  System  linearer  homogener 
Gleichungen."  Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergiebt,  wenn  sie  zur 
Bestimmung  der  Coefficienten  hinreichen,  als  allgemeinsten  Werth  der 
Functionen  (Y)  den  Werth  const.({/),  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist, 
aber  einen  Ausdruck  von  der  Form: 


Ya  =  ly„  -f  lh  7f  +  ■  -f  K  Yf 
mit  den  willkürlichen  Constanten  h,  ku  ...,km.  Von  diesen  willkür- 
lichen Constanten  kann  man  eine  nach  der  andern  als  Function  der 
übrigen  so  bestimmen,  dass  das  Anfangsglied  in  der  Entwicklung  einer 
der  Functionen  (a)~ '  ( lr,l ,  Q3)-1(\F),  . . .,  (ß)~l(Y)  Null  wird,  wodurch 
die  Exponentensumme  jedesmal  wenigstens  um  eine  Einheit  erhöht 
wird,  so  dass  schliesslich  die  Exponentensumme  wenigstens  um  m  er- 
höht und  die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  um  ebenso  viel  ver- 
mindert ist.  Auf  diese  Weise  kann  man  aus  jedem  Systeme  von 
«Functionen  ein  anderes  mit  höheren.  Exponenten  ableiten,  welches 
durch  die  Substitutionen  und  die  Exponenten  .in  seiner  Charakteristik 
bis  auf  einen  allen  Functionen  gemeinschaftlichen  constantan  Factor 
völlig  bestimmt  ist.  Es  werde  nun  auch  dieser  Factor  dadurch  be- 
stimmt, dass  man  den  Coefficienten  der  niedrigsten  Potenz  von  x  —  a 
in  der  Entwicklung  der  ersten  von  den  Functionen  (<x)~  1(y)  gleich  1 
setzt,  SO  dass  die  Functionen  y  eindeutig  bestimmt  sind.*) 

Man  hat  dann  nur  nöthig  scharf  nufs-u  lassen,  wie  sich  der  Verlauf  dieser 
Functionen  mit  der  Lage  eines  der  Vsr/'.vehnni^swi.'rlhe,  z.  B.  a  ändert,  um 
ku  dem  Sata  zu  gelangen,  das™  die  Grössen  y  ein  ähnliches  System  von 
ViiiicUoucn  wie  von  x  auch  von  a  bilden  mit  den  Verzweigungswerthen 
b,  e,  d,  .  .  . ,  g,  x  und  fkiljäiitutionon  diu  aus  Li.),  (Ji),  .  .  .,  (¥)  /.nsa,n.meü;fOJot:d, 
sind.     Für  den  Fall,    dass    es   unmöglich  ist,    die  Functionen  mit  a  so  zu  an- 

*)  Bis  hierher  reicht  i.-in  voll  ständig  inugearLei-Ltrs  M'fmviseript  Riemann's, 
Da  wo  die  kleiugedvuckten  Wortu  beginnen,  «tvh!.  am  R i i : i < i .. ■  diu  Bemerkung  „von 
hier  an  nicht  richtig".  loh  glaubte  aber  trotzdem  nicht,  diese  Stelle  ganz  unter- 
drücken zu  dürfen,  weil  sie  doch  die  Keime  y.u  einer  Weiterentwicklung  der  darin 
angedeuteten  wichtigen  Theorie  enthalt.  --  Auf  einigen  Blättere,  welche  ßntwiirtu 
nu  der  vorstehenden  .Abhandlung  enthalten,  finden  sich  die  Grun('i?.üge  zu  einer 
Weitcrfuhvnng  der  vorsiehenden  L'iiter.-Hueliusigen,  diu  ich  in:  i'aeh  folgen  den  in  mög- 
lichst unt  oratio!  mter  h'onn  mittheile,  W, 
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tk'i'ii,  dass  siim  rötliche  Substitutionen  eoiislniit.  bleiben,  ■  «-t.il  dit;  Anzü-hl  der 
in  ihnen  enthaltenen  willkürlichen  Consta  nteu  geringer  ist  als  die  Anzahl  der 
hierfür  zu  erfüllendeD  Bedingungen  — ,  kann  man  das  System  als  einen  "be- 
sonderen Fäll  eines  System!;  in  LI.  niedrigeren  Exponenten  lie  trachten,  in  welchem 
für  diese  speeicllcn  Werthe  von  a,  b,  .  .  .,  g  die  Cochicienten  einiger  Ar.fangs- 
glieder  in  den  Reilien  für  («)—  1(y),  (ß)-'(.y),  ■  ■  ■ ,  (*)— l(y)  verschwinden. 

In  Folge  dieses  Satzes  bilden  die  Grossen  ?/, ,  y2,  .  .,  yx  Functionen  von 
p  Veränderlichen  a,  b.  .-,,</,  a;,  welche,  wenn  saivnntlielse  veränderliche  Grössen 
wieder  ihre  früheren  Werthe  annehmen,  entweder  die  früheren  Werthe  wieder 
erhalten,  oder ,  in  lineare  Ausdrücke  ihrer  früheren  Werthe  übergehen,  mit 
einem  const  unten  Coefncientciisysl.em,  das  aus  den  p  —  2  beliebig  gegebenen 
Systemen  (A),  (B),  (C),  . . .,  (F)  irgendwie  zusammengesetzt  ist. 

Auf  eine  weitere  Untersuchung  dieser  Ifimctionen  von  mehreren  Veränder- 
lichen und  der  Hiilfsmittel ,  welche  der  leiste  Satz  für  die  Integration  linearer 
Ditbu-entialgleidiungen  bietet,  muss  ich  für  jet/,f  verziehten  und  bemerke  nur 
noch,  dass  ein  Integral  einer  algebraischen  Function  als  ein  spceieller  Fall  der 
hier  behandelten  l'nnijüoncn  betrachtet  werden  hanu,  und  da*s  man  durch  An- 
wendung dieser  Principicn  auf  ein  solches  Integral  auf  Functionen  geführt 
wird,  welche  die  allgemeinen  iMieiheu  mit  beliebigen  Periodicitüismodulu  d:u- 
stellen. 

Bestimmung  der  Form  der  Differentialgleichung. 
Es  wird  die  nächste  Aufgabe  der  auf  diese  Pr in cipien  zu  gründen- 
den Theorie  der  linearen  Di:]erent:ui:f]eieluingen  wein,  die  einfach* tun 
Systeme  jeder  Klasse  aufzusuchen,  und  zu  diesen  Ende  zunächst  die 
Form  der  Differentialgleichung  näher  zu  bestimmen.  Verstehen  wir 
unter  den  obigen  Functionen  !/:n,  ?/;s),  ....  ?/"■'  jetzt,  wie  Lagrange,  die 
successiven  Derivirten  der  Function  y  so  werden  diu  Gleichungen  (2) 
die  Differentialgleichung,  welcher  sie  geniigen,  darstellen.  Dur  Grad 
der  ganzen  Functionen,  welche  für  die  Couffieienten  gesetzt  werden 
können,  bestimmt  sich  folgendermassen:  durch  jede  Differentiation  nach 
x  werden  summt  liehe  Exponenten  der  Charakteristik,  vorausgesetzt  dass 
keiner  eine  ganze  Zahl  ist,  um  die  Einheit  erniedrigt.    Es  bleibt  daher: 

^±<Mff  ■■■£''*)(!'  — «y-'(.':-Vr'...(.x-gr^—Xt 
allenthalben  endlich  und  einändrig,  wenn  man 

p  —  Zkpt—  n'n~1  ;    v  —  StVt  —  W'"a"~"      i..if%-"Y 
setzt.     Für  x  =  oo  wird,  da   die  Functionen  y  endlieh  und  einändrig 
bleiben,  S+yL  yf  . .  y(*  ~ 1]  unendlich  klein  von  der  Ordnung :  n .  («  —  1), 
Der  Grad  der  ganzen  Function  Xt)  ist  daher 

wenn   m  die   Anzahl    der   Verzweigung.* werthe    und   s   die    Summe    der 
Exponenten  in  der  Charakteristik  bezeichnet. 
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Wenn  in  dem  System  der  n . «  -f-  1  Grössen  y  statt  der  letzten 
Vert.iea.l  reihe  die  n  +  1  —  tta  weggelassen  wird,  so  muss  die  aus  ihnen 
gebildete  Determinante  allgemein  zu  reden  mit  um  (  höheren  Potenzen 
von  x  ■ —  a,  x  —  b,  . . .,  x  —  g  multiplieirt  werden  und  wird  dadurch 
eine  ganze  Function  vom  Grade  r  -j-  (*»  — - 1)*  [nur  für  (  =  »  ist  dieser 
Grad  r  +  (ro  —  2)«]. 

Die  Differentialgleichung  Uisst  sieh  daher,  wenn  man  das  Product 
(a;  —  a)  (x  —  b)  ...  (x  —  g)  durch  a  bezeichnet  in  die  Form: 

Xny  +  mX.-rf  +  .-a"  V  =  0 
setzen,  so  dass  die  Grössen  X,  ganze  rationale  Functionen  vom  Grade 
r  +  (m  —  1)  i  sind.     [Xa  vom  Grade  r  +  (m  —  2)»]. 

Man  untersuche  jetzt,  welchen  Bedingungen  die  Coefficienten  die- 
ser Functionen  genügen  müssen,  damit  nur  für  die  Werthe  a,  b,...,g 
eine  Verzweigung  eintritt  und  die  Unsteligluntsexponenten  für  sie  die 
gegebenen  Werthe  haben.  Eine  Verzweigung  findet  so  lange  und  nur 
so  lange  nicht  statt,  als  sich  alle  Lösungen  der  Diiferenthilgleiclumg 
iiimli  ganzen  Potenzen  der  Aendernng  von  x  entwickeln  lassen,  oder 
so  lange  die  Entwicklung  von  y  nach  dem  Mae-Laurin'schen  Satz 
n  willkürliche  Constanten  enthält.  Dies  ist  immer  der  Fall,  wenn  an 
von  0  verschieden  ist.  Man  hat  daher  nur  den  Fall  a„  =  0  zu  unter- 
suchen.    Setzt  man  die  Differentialgleichung  in  die  Form: 

\n  +  \{x~  «)?/  +  h  (x  -  uff  h y  b,  (*  -  «)•</■>  -  o 

so  müssen,  damit  um  sc  =  a  die  Function  y  den  vorgeschriebenen 
Charakter  hat,  y>u  ft.,,  .  .,  fi,t  säunnth'eh  Wurzeln  der  Gleichung 

\  +  h  r  H h  6»  f*  0  —  i)  ■  ■  ■  0  —  »  +  i)  =  o 

sein.  Dieses  liefert  n  Bedingungen  für  die  Functionen  X  und  erfor- 
dert überdies,  da  alle  Grössen  jt  endlich  und  unter  einander  ungleich 
sind,  dass  ba  für  x  =  a  nicht  0  sei.  Aehnliches  gilt  für  die  übrigen 
Wurzeln  b,  c,  . .,  g  von  o  =  0.  Es  kann  sonach  X0  =  0  mit  ra  =  0 
keine  Wurzel  gemeinschaftlich  haben. 

Ist  nun  (für  eine  Wurzel  von  X0  =  0)  an  =  0,  an  —  i  aber  von  0 
verschieden,  so  können  (für  diese)  y,  y, ...,•{/•"  —  '*>  willkürlich  ange- 
nommen  werden,   dann  aber  ist  -ij-"  — ')  durch    die  Differenfinlgleichnng 

any'ri  -\-  fl»-,^-1)  -\ \-aay<=0 

bestimmt,  so  dass  n  —  1  willkürliche  Oonatanterj  in  den  n  —  1  ersten 
Gliedern  der  Mac-Laurin'schen  Reihe  auftreten,  die  letzte  Constante 
aber  frühestens  im  n  -f-  lten.  Man  nehme  an,  dass  sie  zuerst  im 
n  -j-  fiten  erscheine. 
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Eliminirt  man  dann  aber  in  der  Aten  Derivirten  der  Differential- 
gleichung: 

a„y<»  +  »  +  (Äai  +  «,_!)/"  +  »-»  H 0 

die  Grossen  ■y<n  +  1'  —  ä>,  . . ,  .,  y<-ll~-r>  mittelst  der . vorhergehenden  Deri- 
virten und  der  Differentialgleichung  selb?.!.,  so  müssen  die  Oüeffieienten 
von  yt-n  +  "~li,  i/™  — 21,  j/(n  —  s>,  . .,  y  siimmtlich  verschwinden,  da  diese 
Grössen  von  einander  unabhängig  sind.    Man  erhält  also 

h  d,t-\-  a„.  —  i  =  0 , 
also  d„  von  0  verschieden  und    ausserdem   noch  n  —  1   Gleichungen, 
und  es  ergehen  sich  n  Bcdingungsgleiehungen  für  die  Co  orricie  uteri  der 
Functionen  X. 

Man  setze  nun  zweitens  voraus,  dass  cta  und  a„  —  i  gleichzeitig 
verschwinden,  a„_8  aber  endlich  bleibt,  so  dass  die  «  —  2  ersten 
Glieder  der  Mac-Laurin'sche  Reibe  w — 2  willkürliche  Constanten 
enthalten,  und  nehme  an,  dass  die  folgende  im  n -\- h —  lten,  die 
letzte  im  n  -f-  h' —  tten  zuerst  auftrete.  Alsdann  ergeben  sieh,  damit 
yt.a  +  h  —  2)  un(j  ^(i-M'  — s)  yon  ^gj,  "Wcrt.hen  der  niedrigeren  Differentlal- 
quotienten  unabhängig  werden,  die  Gleichungen: 

«;=o,  ^nitf  +  Äi^  +  fl^.-o, 

- •  * ~  '  ö;  +  Vi_i  +  aB-s  =  o, 

also  da  und  «'„_!  von  Null  verschieden,  und  ausserdem  2n  —  3  Glei- 
chungen. Es  werden  also  zwei  Linearfaetoren  von  a„  =  0  und  man 
erhält  2m  Bedingungen  für  die  Functionen  X. 

Auf  ähnliche  Art   findet   man  für  den  Fall  wenn  a„,  o„_i,  a„_2 
gleichzeitig  verschwinden,  «■«-;,  aber  endlich  bleibt,  und  die  drei  letzten 
willkürlichen    Constanten    zuerst    im    n  -j-  h  —  2ten,    »-}-&'  —  2ten, 
n-\~h"- — 2ten  Gliede  auftreten,  die  Bedingungen: 
,4  =  0,   <£=0,   «'fl_i  =  0, 

1  .  2  .  a  "    T         1.2  n'l  n      a     I        nc 

für  A,  7s',  Ä"  und  ausserdem  noch  3«  —  6  Gleichungen,  so  dass  a„  drei 
und  nur  drei  gleiche  Wurzeln  hat,  und  3n  Bedingungen  erfüllt  wer- 
den müssen.  Durch  Verallgemeinerung  dieser  Schlüsse  ergiebt  sieh 
offenbar,  dass  jeder  Linearfactor  von  X0  n  Bedingungen  zwischen  den 
Functionen  X  zur  Folge  hat.*) 

*)  lieber  das  Verln-iHei!  der  Differentiiilgleicbm-.g  für  unendliche  Werthc  von 
x  findet  sich  im  Rieniaun'eehen  .Muniiscvipt  nichts;  die  Abzahlung  der  Constanten 
ist  nur  angedeutet;  das  Folgende  ist  daher  so  gut  als  möglich  vom  Herausgeber 
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Für  unendlich  grosse  VYerthe  von  x  sind  die  Functionen  y  endlich 
und  stetig  vorausgesetzt;  um  die  hieraus  fließenden  Bedingungen  zu 
erhalten,  transformire  man  die  Differe.uli.ilgi.eielui.iig  durch  Einführung 
einer  neuen  Variablen   ,■  für  x.     Dadurch  erhält  man; 

+  (f-l)(f-2)' 

und  die  DiifereiiliiLlgleiclutJtg  erhalt  die  Form: 

\  -j~  («  — ■  1  • » .  a«  £' 


+  («-: 

l)fp.-,l_ 

'(i-i)»„ 

1.2     S 

_2  d'~*y 

„  ^_."  _ 


h(»-l.»~2.^r^o,r"-'-(»~-2)"T-1<'.'-iP'"*+«.->5!""1*)i-p 
+  •• +  0,9-0. 

Nun  ist  an  vom  Grade  r  -f-  mn,  at  vom  Grade  r  +  ihn  —  »  +  f, 
fffi  vom  Grade  r  -J-  mn  —  2«  in  #.  Wenn  man  also  die  vorstehende 
Gleichung  mit  £<■  +  «"  — 2«  multiplicirt,  so  bleiben  der  erste  und  der 
letzte  Coefficient  für  '£  =  0  endlich  und  dieselbe  erhält  die  Form: 


J£T«,9-0, 

worin  «„,  k,_i,  . . .,  k0  Functionen  sind,  welche  für  |  =  0  endlich 
bleiben.  Nun  lässt  sich  aber,  wenigstens  unter  der  Voraussetzung 
dass  Xv  nur  ungleiche  i'netoren,  und  die  oben  mit  h  bezeichnete  ganze 
Zahl  den  Werth  1  hat,  nachweisen,  dass  an~i  durch  £  theilbar  ist. 
Dies  ist  bewiesen,  wenn  man  gezeigt  hat,  dass  in  dem  Ausdruck 

(n  — '  1)  na„  —  x  a,,  _  1 
sich  die  (r  -[-  m«)te  Potenz  von  x  forthebt.     Zu  diesem  Zweck  zerlege 
man  die  echt  gebrochene  Function    "~    =  — j.-  in  Partialbrüche : 


1^  =  J^_=  V- 


worin  sich  die  erste  Summe  auf  alle  Wurzeln  a,  b, . .  der  Gleichung 
u  =  0,  die  zweite  auf  alle  Wurzeln  «,  ß,..  von  X0  =  0  erstreckt. 
Nun  muss  in  Folge  der  oben  für  den  Punkt  a  aufgestellten  Bedingungs- 
gleichung für  x  =  a 


ergänzt,     leb.  bemerke  noch,   dass  nuin  etwas  einfacher  und  allgcv 

gelangt,  wenn  man  von  vorn  herein  einen  der  geg^hetion   Vcrzweigungswerthe 

Unendliche  verlegt.  W. 


/Google 


368         XXI.     Zwei  allgemein  HMy.c  üljtr  lineare  Differentialgleichungen 

sein ,    woraus    sich    für    J.    der    Werth    A  =  —  > S(i    ergiebt. 

Ebenso  folgt  aus  der  für  den  Punkt  a  gültigen  Bedingung: 
o^-f-a,-i->0:A  — —  1, 
i  man  erhält: 


Lässt   man   nun  in  — x  unendlich  werden,  so   ergiebt  sieh,   wenn 

man  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  in  an  und  a„_. , 
durch  A„,  An  —  i  bezeichnet: 

womit  der  Nachweis  der  obigen  Behauptung  geführt  ist. 

Damit  also  für  unendliche  Werthe  von  x  die  Functionen  y  end- 
lich und  stetig  bleiben,  müssen  wir  noch  die  Bedingungen  stellen, 
dass    K„_a   durch    |B,  ..,«,    durch   £"_1    theilbar    seien,    deren    Zahl 

— '—:  -    — -  1  betrügt. 

Hiernach  müssen  diu  Coefficienten  der  Functionen  X  im  Ganzen 
(m  -f-  r)  n  +  ■■■ :—  ■■  -  —  1  Bedingungen  erfüllen.  Die  Anzahl  dieser 
Coefficienten  beträgt,  wenn  man,  was  freisteht,  einen  derselben  =  1 
annimmt : 

1  _  i 


=  (r+1)(n+,)  +  (M_2)^V^  +  ^r^-1- 
Es  bleiben  also,  wenn  man  für  v  seinen  Werth  setzt, 

(M-2)„»-S-n.(»-l)  +  l 
von  ihnen  willkürlich.  Nun  involviren  die  Functionen  y,  als  Integrale 
einer  Differentialgleichung  mter  Ordnung  n .  n  Integrationsconstanten. 
Von  diesen  kann,  da  ein  gemeinschaftlicher  constanter  Factor  aller 
Functionen  y  unbestimmt  bleiben  niuss,  eine  =  1  gesetzt  werden,  so 
dass  im  Ganzen  in  dem  Functioiiensy  stein  (y)  (in —  l)w(n—  1)  —  S 
willkürliche  Constanten  bleiben,  die  Verzweigungs  werthe  und  die  Un- 
^ttitigkoitsexponenten,  die  als  gegeben  betrachtet  werden,  nicht  mit- 
gerechnet. 
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Um  nun  die  Frage  zu  entscheiden,  in  wie  weit  das  Functionen- 
system  (y)  durch  die  in  seiner  Charakteristik  enthaltenen  Grossen  be- 
stimmt ist,  müssen  wir  die  Anzahl  der  dadurch  gestellten  Bedingungen 
bestimmen  und  diese  mit  der  Anzahl  der  verfügbaren  Constanten  ver- 
gleichen. Diese  Bedingungen  bestehen,  nachdem  die  Verzweigungs- 
punkte  und  die  Unstetigkeitsexpone  n  ten  gegeben  sind,  nur  noch  darin, 
dass  um  die  Verzweigungspunkte  herum  die  gegebenen  Substitutionen 
(«),  (|3))  •  •■)(■#)  stattfinden.  Jede  dieser  Substitutionen  enthält  aber,  da 
man  in  jeder  Horizontalreihe  Vitien  Coeflicieiiten  beliebig  wählen  kann, 
n.n —  1  unbestimmte  Ooeffieienten,  zwischen  denen  in  Folge  der  Re- 
lation (1)  n2  Bedingungsgleichungen  bestehen.  Von  diesen  letzteren  ist 
Eine  eine  identische  Folge  der  Annahme,  dass  5  eine  ganze  Zahl  sei, 
(vgl.  die  Abhandlung  „Beiträge  zur  Theorie  etc."  Art.  3.  S.  67)  und 
demnach  haben  die  in  dem  Functionens)Tsteni  (y)  enthaltenen  Con- 
stanten m.M.(«  —  1)  —  »+1  Bedingungen  zu  befriedigen.  Diese 
Zahl  darf  also  nicht  grösser  sein  als  (m  —  l).n.{n  —  1)  —  s,  woraus 
sich  ergiebt,  dass  s  im  Allgemeinen  nicht  grösser  sein  darf  als  n  —  1. 
Für  den  Fall  s  =  n  —  1  ist  die  Anzahl  der  tSedingungsgleichungeri 
ebenso  gross  als  die  Anzahl   der  verfügbaren  Constanten. 
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XXII. 

Commentatio  matheraatica,  qua  respondere  tentatur  quaestioni 
ab  Illma  Äcademia  Parisiensi  propositae: 

„Trouver  quel  doit  etre  l'etat  calorifique  d'un  corps  solide  homo- 
gene indöfini  pour  qu'un  Systeme  de  courbes  isothermes,  ä  un  instant 
donne,  restent  isothermes  apres  un  ternps  quelconque,  de  teile  sorte 
que  la  temperature  d'un  poini  puisse  s'exprirner  en  f'oriction  du  temps 
et  de   deux  autres   variables  inilependantes."*) 

Et  hie  principiis  via  sternitur  ad  inajora. 
1. 

Quaestionem  ab  ill™a  Aeademia  propositam  ita  tractabimuSj  ut 
primum  quaestionem  generaliorem  solvamus: 

quales  esse  dc-beaut  [iroprietsites  corporis    motum  caloris  determi- 

nantes   et  distributio   caloris,   ut  d.etnr  systema  linearum  quae  sem- 

per  isothermae  maneant, 
dtiindo 

ex  solutione   generali  hujus  problematis   eos  casus    seligamus,  in 

quibus   proprio  tat  w    illm:    ovadsint    ubiquc    oiicdem.    sive  corpus   sit 

homogenem«. 

Pars  prima. 
2. 

Priorem  quaestionem  ut  aggrediamur ,  considera.ndus  est  motus 
caloris    in    corpore   qualicunque.     Si  u  denotat   temporaturam   tempore 

*)  Diese  Beantwortung  der  von  der  Pariser  Akademie  im  Jahr  1858  gestell- 
ten und  ISfiS  /i.i-Qckjiiv.oLi^iif'ii  'ProisaiiFiiabo  wurde  von  Riemann  am  1.  Juli 
1861  der  Akademie  eingereicht.  Der  Preis  wurde  derselben  nicht  zuerkannt,  weil 
die  Wege,  auf  denen  ditj  li.esull.;vt.i>  gr.- Funden  wurden,  nicht  vollständig  angegeben 
sind.  Von  der  Ain-fiibruug  einer  beabsichtigten  ausführlicheren  Bearbeitung  des 
Gegenstandes  wurde  Riemann  durch  seinen   Gcsundheib/M stand  abgehalten. 
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t  in  puncto  (xt,  x$,  a^)  aequatioiieni   generalem,   secunduni  quam  haec 
functio  «  variatur,  hujus  esse  forniae  constat, 


»(-..£  +  ' 


+ 


3; 

(«„ 

8« 

+  «1,1 

3« 
'8«, 

+  <•<, 

»8«,/ 

%■■ 

(«., 

8« 
1  9a, 

dt 

8m 

+  «s. 

8j.\ 
'S*,' 

dt 


Qua  in  aequat.iovn:  quantitativ  a  coiiductibilitates  rcsultantes,  h  calorem 
specifieum  pro  unitate  voluniinis,  sive  productum  ex  calore  specifico 
in  densitatem  designant  et  tanqnam  functiones  pro  lubitn  datac  ipsa- 
ram  xlf  x2,  x3  spectantur.  Disquisitionem  nostram  ad  eum  casum 
restringimuSj  in  quo  conduetibilitas  eadem  est  in  binis  directionibus 
s  inter  quantitates  a  relatio 


,  ioeo  calidiore  in  frigidiorem  migret 


intercedit.     Praeterea  quum  calor 
necesse  est  ut  forma  secundi  gra 

("'■" 

sit  positiva. 


lam  in  aequatione  (I)  in  loeos  eoordiiiatorum  rectan<mlarium  xu  xi;  xs 
tres   variabiles    mdepeiidentes   quaslibet  novas  sL,  sä;  s3  introducamus. 

Haec  transformatio  aequationis  (I)  i'acülinie  inde  peti  potest  quod 
haec  aequatio  conditio  est  neeessavia.  et  sui'ficiens ,  ut,  designante  du 
varia.iioiieiu  quiuncunque  infinite  parvam  ipsius  u,  integrale 

[£)   */Tf  2  "''''£  ^T  dxtdx2dx,  +  f T T2hytdudxldxidxs 

itionis  Su  in  t 
»preesio  (Ä)  t 

■fff'%1 


per  corpus  extensum,  solum  a  valore  variationis  fiu  in  superficie  pen- 
deat.     Introductis  novis  variabilibus  haec  expressio  (A)  transibit  in 

VU      ,Jo      ,1 


™  sfff2 

posito  brevit.ate  es 
Zj    '■' , 


,-  du  ds,  (?s„  i 


^2±8i,8*,i 


L  8i  8j,  " 
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Quodsi  formarum  seeundi  gradus 

W     U.»,  «1.1,  «i.J  ^  }     U.«  »b.i.  »i,J 

determina.ntes  sunt  i,  B  et  formae  adjunctae 

«  C;;;;:;:::::;:)    »(fcfcfc) 

invenietur 

et 

ideoque 


Und«  facilo  perspicitur  transformationein  aequationis  (IJ  reduci 
posse   ad   travisfonoatkniem  expressionis  £.a,lt-dxtdxt-. 

Quae  quum  ita  sint,  probluma  nostruni  generale  hoc  modo  .solvere 
possumus,  nt  priniuin  quaeramus,  quales  esse  debeant  i'imctiones  &,,,•  et 
lc  ipsarum  slf  sg,  s3,  ut  w  ab  una  harum  quantitatum  non  pendere 
possit.  Qua  quuestione  soluta  cxpruätiio  2J  /},,,< du,  dst-  formari  poterit. 
Tum  ut,  datis  valoribus  quantitatum  «,.,■  et  quantitatis  7t,  inveniamus, 
num  u  fuiietio  temporis  et  duarum  tantum  variabilium  fleri  posait  et 
quibusnam  in  casibus,  quaerendum  est,  an  expressio  illa  Sßu,ds,äSi 
in  formam  datani  transformari  possit;  et  bann  quaestioneni  infra  vide- 
biraus  eadem  fere  inethodo  tractari  posse,  qua  Gauss  in  theoria 
snperficierum  curvarum  usus  est. 


Priuium  igitur  quaura-mus,  quules  esse  debeant  limctiones  bhl<etk 
ipsarum  slt  s2j  Ss,  xit  U  ab  una  harum  quantitatum  non  pendere  possit. 
Lft  denotatiojiem  siinplicioram  reddanius,  quantiiaies  s1}  sa,  ss  per  <x,ß,y 
dcsignoiiius  et  formam  (2)  per 

("', '';  ü,\ 

\a ,  b ,  c/ 
si  «  a  y  non  pendet,  aequatio  diil'erenbialis  erit  formae 

(II)     <,g  +  2»'s5s  +  4»1  +  ^  +  /'i|-*l?--F-0 
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posito 

da    .    de     ,    ob'  db     ,     de     ,     da         . 

al  +  äjS  +  äF-"'    Tf  +  J^  +  ^-f- 

Tribuendo  ipsi  y  välores  determinatus  diversos  es  a'equatione  (II) 
inter  sex  quotientes  diftcruntiales  ipsius  u  obtinebuntur  aequationes 
diversae,  quarum  coefh'cientes  a  y  non  pendenk  Quodsi  ex  his  aequa- 
tionibus  m  sunt  a  se  independentes 

F,  —  0,  F2  =  0,  . . .,  Fm  =  0, 
ita  ut  caeterae  onmes  ex  iis  aequantur,  aequatio  F  =  0  necessc  est  pro 
quovis  ipsius  y  valore   ex  his  m   aequatuniibus   fluat  unde  F  formae 
esse  debet 

c1F1+c3F3-\ \-cmF,„ 

qua  in  expvessione  sola«  quantitates  c  a,  y  pendent. 

Iam  casus  singulos.  quando  m  est  1,  2,  3,  4  paulo  aecuratius  exa- 
minemus  simulque  aequationes  a  y  independentes ,  in  quas  aequatio 
F  =  0  dissolvitur,  in  formas  shnpliciores  redigere  curenms. 

Casus   primus,  m  =  1. 

Si  m  =  1,  in  aequatione  (11)  rationes  coefficientium  a  y  non  pen- 
debunt. At  introducendo  in  locum  ipsius  y  novam  variabilem  fkdy 
semper  effiei  potest,  ut  h  iiat  =  1,  quo  pacto  coefficientes  onmes  a  y 
evadent  independentes.  Porro  introducendo  in  loeos  ipsarum  a,  ß  nova: 
viirialiiles  semper  et'tici  potest,  ut  a  et  b  evanescant.  Hoc  enim  eve- 
niet,  si  expressio  b  da2  —  2c  da  dß  -f-  a  <lß~  (quae  quadni.ti.im  expressionis 
diHereirti&Iis  linearis  esse  nequit,  si  (2)  est  forma  positiva)  in  formam 
mda  dß'  redigitur  et  quantitates  a,  ß'  tanquam  variables  indepen- 
dentes sumuntur. 

Aequatio  igitur   differentialis   (II)  hoc  in  casu  in  formam 

9  '   ^!"    j-     8u   •    fSu  __  du 
zc  Wd$~r  c  Ti.~r  *  Wß~  St 

redigi  potest  et  in  forma  (2)  a,  b  tum  erunt  =  0,  a  et  b'  funetiones 
lineares  ipsius  y,  et  c  a  y  independens.  Caetermn  patet,  temperatura?n 
in  hoc  casu  semper  a  y  independ entern  manere,  si  temperatura  initialis 
sit  funetio  quaelibet  solarum  a  et  ß. 

Casus  seeundus,  m  =  2. 

Si  aequatio  (Uj  in  dua.s  aequationes  a  ;■  independentes  discinditur, 
ope  alterius  -rrj  ex  altera  ejici  potest.  Brevitatis  causa  haec  ita  ex- 
hibeatur 

(1)  Ju  =  0 

illa 
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(2)  Au  =  -~ 

denotantibus  A  et  A  expressionus  characleristieas  ex  t)a  et  dp  conflatas. 
Aequatiouem   priorem  facile   perspicitur  mutatis  variabilibus  inde- 
pendentibus  ita  transioniiari  posse  ut  sit  A 

vel  =  8ofy  +  e0o  +  ffy 
▼ei  — Ä+  ega-|~/"^ 
vel  =  3tt 
valoribua   e  =  0,  f  =0  non  exclusis. 
Quoniam  sit 

O  =  0<  ,4«  =  Ad,U  =  z^fl 

ex  his  duabus  aequatiot.iibus  (1)  et  (2)  sequitur 

(3)  AAu  =  0, 

Iam   duo  distinguendi   sunt  casus,   prout   haec  aequatio  (3)  vel  ex 

aequatione  (1)  fluat>  (a),  sive  sit 

AA  =  @A 

denotante  ®  novam  expressionem  cliaraelevisticam,   vel  11011  fluat,  (ß), 

jiovamquü  acquationem  a  An  independeoteni  sistat. 

Casum   priorem   («)  ut  saltem  pro   una  forma   ipsras  A  perscru- 

tcmur,  supponamus 

A  =  dadp-\-eda  +  fdlt. 

Tum  AAu    ope    aequationis  An  =  0   ad    expressionem  reduci  potest, 

quae   solas   derivationes    secundum  alteram  utrani  variabilein  contuieat 

et  coüfficicntes  omnes  cifrae  acquales  "habere  debeat.     Ponamus,  quum 

terminus  ?„  fy  contiiieu s  ope  aequationis  Au  =  0  ejiei  possit, 

J  =  adl-\-  bd*  +  cda-\-  dd. 

i'oi'iiieimiBqi'ie  expressionem 

AA  —  AA. 

In  bac  expressione  quum  coel'licieutes  ipsan.nu.  i-'\  /:',  evaiieseure  debeant 

invenitur  s-j  =  0 ,  -<,—  =  0,  unde   si   casus  speciales  a  =  0,  fr  =  0  ex- 
3p  '  ou         '  r 

cluduntur,  mutatis  variabilibus  independentibus  ef'fici  potest,  ut  sit 
a  =  5  =  1.  Tum  autem  invenitur  ponendo  eoui'ficieiitcs  ipsarum  d2a}  S^ 
in  expressione  redueta  AA  cifrae  aequales 

ÖC   n  Se  dd  auf 

dp  D     FS '     FS  "*     "3? ' 
unde  poui  potest 
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4  — >>,."<•+ Jf.  +  Ji»? 

denotantibns  m,  n  functionea  ipsarnm  et,  ß  quae   jani   duabus   aequa- 

Uonibüfi  düTereittiallbu^  sui'iio'.Tü  debent,  nl  coet'fk'ieutoa  ipsanmi  ?,,.  <>., 
in  expressione  redueta  AA  evanescant. 

Prorsus  simili  modo  in  reliquia  eas.ibus  specialibus  formae  sim- 
plicissmiae   ipsarum   J  et  ^  inveniuntur   conditioni 

AA=*®A 
satiisiaoient.es.      Sed  link:  disqnisil.kmi  prelixiovi  quam  diltioiliori  hie  non 
immoramur. 

Caetemm  patet  in  hoc  easu  teinpenitui'aiii  semper  a  y  independen- 
tem    manere ,    si    temperatura   initialis    est    funetio    quaelibet    ipsaruin 
a  et  ß  aequationi  Au  =  0   satisf  aeieiis ;  sequitnr  cnim  ex  aequatioiilms 
Am  =  0 

0  —  &Au  —  AAu  =  Ad/U —  —^7—  et  proin  aequatio  Au  =  0  sub- 
sistere  pergit,  si  initio  valet  et  funetio  u  seeundum  aequationem 
Au  =  rr  variatur.  Tum  autum  satisfit  legi  motus  caloris  sive  aequa- 
tioni  F  =  0. 

5. 

Restat  casus  specialis  alter  (ß)  quando  A  Au  =  0  a  Au  =  0  est 

independens.    Ut  simul  et  casus  aequentea  m  =  3,  m  =  4  amplectemur, 

suppositkmom   genera.liorem  exainineinus,  praeter  aequationem  Au  =  0 

haberi  aequatio  nein  dill.'erenl.ia.lem    quamlibet   linearem  ©it  =  0,   ipsum 

Si  ^/  est  formae  da8ß  -J-  eda  +  fdp,  ope  aequationis  Au  =  0  ex- 
pressio  ©  a  derivationibn*   secunduni   ambas    variabiles  liberari  potest. 

lam  duo  distinguendi  sunt  casus. 

Si  ex  expressione  ®  omnes  quotientes  difierentiales  seeundum 
alteram  utram  variabilem  ex.  gr.  seeundum  ß  simul  excidunt,  oMinetur 
aequatio  difiurentialia  Bolus  quotientes  dilierentiaies  seeundum  a  con- 
ti nens  formae 

da'  ' 

sin  minus,  semper  elici  poterit  aequatio  ditturenlialis  formae 


w  2< 
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',*• 


2*\ 


sive  solos  quotientes  diif<;veiitiak>s  isecunilum  t  continens. 

Na.ni  in  lioe  casu  cxprcssione.s  Au,  A2U,  A?u,  .  .,  quiluis  quoticnlfs 
differenüales  ipsius  «  secundum  t  aequales  sunt,  ope  aequationum 
du  =  0,  @u  =  0  semper  itn.  trau .s forma  vi  possun.t,  ut  solos  qnotientes 
differentiales  secundum  alteram  utram  "variabilem  contineant  eoaqoe  non 
altiores  quam  ©u.  Quorum  numerus  quum  sit  finitus,  eliminando  ae- 
quationem  formae  (2)  obtineri  possu  manifestum  est,  Coefficientes  a, 
utriiisque  aeqnationis  sunt   l'unctioriüs  ipsarum  a,  ß. 

Observare  eonveniet,  alteram  utram  harum  aequationum  semper 
valere  etiamsi  d  non  sit  formae  8a  dp  -f-  *  ca  +  fty-  Casus .  specialis, 
quando  d  =  da  +  e  3a  -\-  fdp  ad  utnimqne  casum  referri  potest,  quum 
ope  aequationis  Au  =  0  tum  es  ®u,  tum  ex  Au  omnes  derivation.es 
secundum  ß  ejici  possint,  quo  facto  aequatio  utriusque  formae  facile 
obtinetur.  Si  /"— 0,  bic  casus  sicuti  casus  d  =  ca  ad  casum  priorem 
referendus   est. 

Iam  casum  posteriorem  aceuratius  perscrutemur. 

Solutionen!  gener alem  aequationis 


dt 


=  0 


e  terminis  formae  f(t)e'-1  conftatain  esse  eonstat.  denotante  /'(()  funetio- 
nem  integram  ipsius  t  et  X  quantitatem  a  t  non  pendentem,  faeileque 
perspicitur,  bos  terminos  singulos  aequationi  (I)  satisface.rc  debere. 
Iam  demonstvabimus,  fieri  non  posse  ut  sit  X  funetio  ipsarum  xlt  3%,  xA. 
Sit    ht"  terminus    summus    l'unctionis   /'(()    distinguanturque    duo 

1".  Quando  X  aut  realis  est  aut  formae  ji  -f-  vi  et  (i,  v  funetiones 
unius  variabilis  realis  a  ipsarum  xl,  x2,  xx>  substituendo  u  =  f(t)e?-' 
in   parte  Iaeva  aequationis  (1)   coefiieiens  ipsius  f  +  2eil  invenitur 


->®'2*" 


8<x 


Sed  haec  quantitas  evanescere  nequit,  nisi 

£5=^  =  1^  =  0 
dx,        W,        dx,        U 

sive  a  =  const,  quum  forma 


.  <h,s 


•  «s,i 


ut  supra  monuimus,  sit  forma  positiva. 
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2".  Quaiido  k  est  formae  fi  -j-  vi  et  fi,  v  sunt  functiones  inde- 
pendentes  ipsarum  x,,  x%,  x3!  quantitates  ft  +  vi  et  fi  —  vi  pro  va.ria- 
bilibus  independentibus  v.  et  ß  sumi  poternnt  continebitque  ipsum  u 
praeter  terminum  fl^t)eat  etiam  terminum  complexum  conjugntimi 
rp(i)e^.     Quodsi 

est,  ex  aequatione  Au  =  0  substituendo  u~f(t)eB1  et  aequan,do 
coeffieieutem  ipsius  ;n  +  äeü<  cifrae,  obtinetur  a  =  0  et  perinde  c  =>  0 
substituendo  u  =  tp(f)e?1.  Unde  ope  aequationis  ^m  =  0  aequatio 
-^w  =  -fit  ita  transformari  potest,  ut  solos  quotientes  differentiales 
seeundum  alteram   utram  variabilem   coiitineat.      Sed   substituendo 

«_/■(()«-•,  »  =  ?(()«" 

eoeffkiens  summi  i:ujnsquo  liorum  quotientlmij  dürorentiuliimi  invenitur 
=  0,  unde  et  hi  quotientoi-  differentiales  ex  aequatione  Au  =  ^r 
omnes  exeiderc  debent,  q.  e.  &.,  quum  u  ex  liyp.  non  sifc  constatis. 

In  casu  igitur  posteriori  funetio  u  oomponitur  e  numero  fmito 
terminorum  formae  f(t)eXt ,  in  quibus  K  est  constans  et  f(t')  funetio 
integra  ipsius  t. 

In  casu  priori  quando  habetur  aequatio  formae 

(i)  2a-j^-°- 

funetio  u  erit  formae 

deuotantibus  px,  ps,  ...  solnüoues  partit-ukres  aequationis  (1)  etq1,q-i,.. 
consl.an.Les  arbiträr  ias  sive  functiones  solarum  ß  et  t.  Quodsi  liaee 
expressio  in  aequatione 

du 

substituitur,  obtinetur  aequatio  formae 

^jpq  —  o, 

in  qua  quantitates  Q.  smil.  quotientes  ililVerent.inU's  ipsavum  g  ideoque 
functiones  solarum  ß  et  i,  quantitates  P  autem  functiones  solarum 
cc  et  ß.  At  tali  aequationi  supra  vidimus,  si  ex  n  terrninis  compona- 
tur,  subjacere  ja  aequationes  lineares  inter  functiones  Q  et  n  —  ft  ae- 
quationes  inter  functiones  P,  quarum  coefiieientes  sint  functiones  solius 
ß,  denotante  [i    quempiam    numerorum  0,  1,  2,  . .,  n.     Obtinebuntur 
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igitur  expressiones  ipsarum  -^  per  quotientes  differentiales  ipsarum  q 
secuudum  ß  ab  ipsa  a  liberae. 

Iam  casus  siiigulos  probkniatis  noatri  ad  hunc  casum  p e Hin e rite s 
perliistremus. 

Qnando  m  =  2  et  z/  est  formae  dadp  +  eda  -\-  fdp  aequatio  re- 
ducta  J  An  =  0,  si  a  quotitmübus  ditfemitialibus  secundum  ß  libera 
evadit,  formam  indnet: 

w  +  '^  +  'n-0 

unde  «  erit  formae 

ap  -\-bq-\-  c 
dciiotantibus  a,  b,  <;  fvmcHones  solarum  ß  et  t,  p  et  <j  autem  f'iinetiones 
solarum  a  et  ß.     Iam  in  loeum   ipsius  a  variabilis   independeus  q  in- 
troduci  potest.     Quo  pacto  obtinetur 

m  =  ap  -f-  &«  +  c 
ubi  jam  sola  p  est  funetio   ambarum  variabilium  a  et  ß.     Siibstituenclo 
haue  expressionem  in  aequationibus 

coeföeientium  formae  facile  eruuntur. 

liestat  casus  qnando  jam  una  aequationum,  in  quas  aequatio  F  =  0 
disdrulitur,  formam  (1)  habet,  ideoque  formam 

'B  +  'K-O 

Tum  erit  m  =  « jj  -(-  b  donotantibus  a  et  &  funetiones  solarum  ß  et  £, 
et  p  funetionem  solarum  a  et  ß.  Si  iu  locum  ipsius  «  variabilis  in- 
depmuleus  p   iutrortucitur,  proilihit. 

w  =  a  a.  -(-  6,         y-  -j  =  0 . 

Invenimus  igitur,  si  jw  sit  =  2  sive  aequatio  i*'  =  0  in  duas  ae- 
quatioTieH 

Au=0 

dissolva.tur,  esse  aut  4  A  =  ®A,  aut  funetionem  u  compositara  esse  e 
uumero  finito  terminorum  formae  f(J-)e'-',  in  quibns  X  constans  et  f(t) 
funetio  integra  ipsius  t  est,  aut  formam  induere 

V(ß, ')  t(-,  ß)  +  «9,  tf,  *)  +  <P,lß,  t), 
si  m  =  3,  funetionem  !(  aut  esse   e  numero   finitü  terminorum  f(t)el1 
enr1, 'hi.tn.in   aut  formae 
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Casus  (Icnique  m  =  4  nullo  negotio  penitus  absolvi  potent. 

Si  enim  praeter    aequationem   Au  —  ^r  habentur  tres  aequationes 

inter 

3%     _8^f_     dh*     du     du 
du*'   dudß'   dp'    da     3ß  ' 
aut  prodibit  aequatio  formae 

rfi+*l?-0 

et  proin  variabiles   indeperidüiifes   ita   öligere  lieebit,  ut  u  fiat  functio 
«niiis  tantum  variabilis,  aut 

Fu    _dy_     <Pu 

g«3'  d<tdß'  S>' 

ideoque  etiain  Au,  A2u,  Aht  per  g—  >  g-~  exprimi  poterunt.     Tum  au- 
tem  emerget  aequatio  formae 

d3U     .     ,Ö8«     ,         du  n 

unde  u  liabebit  formam 

pe1'  -\-  qe*"  +  r  vel  (p  -f-  qt)el1  -\-  r 
cmstiittpe  per  pnuwdentia  Ä  et  ji  esse  conshtutes. 

Tarn  sumta  p  pro  variabili  indepoiideiite  «  et  substitutis  ins  ex- 
pressionibus  in  aequatione  ^it  —  —  iuvenitur  fieri  non  posse  ut  q  sit 
functio  ipsius  cc,  siquidem  X  et  jx  aint  inacquales.  Ergo  p  et  q  vice 
variabilium  independentium  fungi  posaunt.  Praeterea  ex  aequatione 
Au  <=  jt  iuvenitur  r  =  eonst. 

In  hoc  igitur  casu  u  aut  est  ftmctio  ipsius  b  et  unius  tantum 
variabilis,  aut  aiteram  utram  formarum 

aeu+  ßef"  +  const.     (a  +  ßt)elt -\-  eonst. 
induet,  valore  jt  =  0  non  exclnso. 

Postquam  formae  quas  functio  u  induere  potest  inventae  sunt, 
aequationes  i*'„  =  0,  quas  brevitati  consulentes  perserihere  noluimus, 
facillimae  sunt  formatu.     Unde  in  sini^ulis  quibusque  easibus  et  forma 


W,,  &...,  b,.J 


\bSl3,  \iU  blja, 

et  forma  adjuncta 


innotescet.     Si  jam    in    expressionibus    .£/?,,,'  ds,  äs,:   in   locos    quanti- 
tatum   s1!  S:j,  S3   futictiones    qi.iaelibet    ipsarum   x!}  X2,  X3  substituuntur, 
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manifesto  obtinebuntur  casus   omnes,  in  quibus  u  fnnctio  temporis  et 
duarum  tantum  variabilimn  fieri  possit,.    Unde  quaestio  prior  sohita  erit. 
Superest  ut  quaeranms,  quando  oxpressio  2ß,.,'  ds,  ds,'  in  formara 
datam  2at,,-  dx,  dx,'  transformari  possit. 

Pars  se  Clinda. 

De   transformatione   expressionis  2i,.li<  ds,  ds,'  in    formam 

datam  20altl'dx,dXi'. 

Quum  quaestio  ab  Illma  Academia  ad  uorpora  bomogenea  restricta 
sit,  in  quibns  conduetibilitates  resnltantcs  sint  «instantes,  evolvamus 
primum  conditiones,  ut   expressio  £6,,,'  d$,ds,-,  aequando  qmintitates  t* 

functionibus  ipsarum  X,  in  formam  2 a,,t-  dx,  dx,' ,    con  stantibus  coeffi- 

cientibus  «,,,■   affectam  transformari  possit.     Deinde  de  transformatione 
in  fovmam  qnamlibet  datam  pauca  adjiciemus. 

Expressionem -2  «,,,'  dx,  dx,',   si   est,  id   quod   supponimus,  forma 

positiva   ipsarum    dx,   semper   in    formam    2  äxt    redigi    posse   constat. 

Unde   si   2,  &,,,■  dStds,-   in   formam   2  a,,,' dx,  dx,-  transformari  potest, 

redigi  etiam  potest  in  formam  2  dxt   et  vice  versa.    Quaeranms  igitur. 

quando  in  formam  2  dx]  tnuisiorumri  possit. 

Sit  determinans  2  +  hltl  bs,s  ■  ■ .  K,n  =  B  et  determinantes  par- 
tiales  =  /},,,-;  quo  paeto  erit  2  ß,,t-  h,,t-  =  B  et  2 ß,,,'  &,,,»=  0,  si  t'^t". 

Si  2  b,,,- ds,  ds,' —  2  dx2  pro    valoribus   quibuslibet   ipsarum   dx, 

suljstituondo  d -\- d   pro  d   invenitur   etiam  21),,,-  ds,8s,-  =  2  dx,8x, 

pro  valoribus  quibuslibet  ipsarum  dx  et  Sx. 

Hinc  si  quantitates  ds,  per  dx,  et  quaiititates  dx,  per  qnantitates 
ös,  exprinmntur,  sequitur 

Sie.,  --,  ds, 

et  proinde 

W  8x„.  —  2i  B     0sr   ' 

Unde  porro  deducitur,  quoniam  sit 

«—i   Ss,      dx„  ^—i   ds,     dx„  ,.     , 

V_i.-j-i._l  et   y^T^-0,  si  iif, 
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ni  ab  111™ 

Academia  Parisiensi  propoaits 

o»  v. 

dx  dx 

1.,.',        « 

2 

0  s,  0  s,, 

et  differentiando  ibrimilam   (3} 

2i. 

d"x      dx 

^,_av>_ 

Sie 

_  dK>- 

s,#V  ds,. 

+  ^  8«,.  8., 

dX- 

lam  ex  bis  ipsarum 

~dtr 

8&(il,.       86 

expressionibus  eruitur 

(5)             sVg^Jf 

_^  +  - 

S6(V 

et  si 

haec  quantitas 

per  pl>c\, 

"  de  Signatur 

(6) 

-2£ 

&,',< 

Quanlitatibus  $>,,,',," 

iterum  differentiatis  obtinetur 

dpti 

=22 

e2^           8*3 

»2  k 

~fi 

38,-38,,-    Sa,s< 

unde  tandem  prodit,  substitutis  valoribus  modo  inventis  (6)  et  (4) 

^\,"  Ö*b<',>'"  S*K,"'  0,&<',i" 

»«,,  gV™  "*"   S*t  9s,..    ~~  3s,  0  s„    ~  3s,  3s,,, 
(I)  8 

Hujus  modi  igitur  a-equatiornbiis  iunctiones  b  saüsfaciant  necesse 
est,  quando  .£&,,,'  ds,äSi  in  forma.ui  2,1  tf.r"  traiislbririiui  potest:  partes 
laevaa  hamm  aequiiLioniim   desi^'nabimus  per 

Ut  indolos  haruin  acquationum  melius  perspiciatur,  formetur  ex- 
pressio 

JjVl,,,  da.  da,'  —  2dt Vi,,,'  Äs,  äs.'  +  dd  Vi,,,'  äs,  äs,, 

determinatia  variationibus  secnndi  ordiui.s  ds,  Ja,  ä2  ita,  ut  sit 

r^JKt  *.  »«,■  -  '2*1'  Äs'  *'*' —  d2'6'''' äs'  *'*■ —  ° 

rVl,,  ,!s,  is,'  —  2iVl,,,  äs,  «'s,  —  0 
ä' V 1,,,'  äs,  *&'  —  2ä  Vi,,,'  äs,  ä's,'  —  0, 
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denotante  o"  variationem   quamcunque.     Quo   pacto   haec  expressio  in- 

yenietur 

(II)      =  yj(ti,  c"t")  (da.  3s,'  —  dss  ds,)  (ds,-  Ösr  -  ds,-  o» 

lam  ex  hac  formatione  hujus  expressionis  aponte  patet,  mutatis 
yariabilibns  iiidcpendentibus  l.ransiuutari  eam  in  expressionem  a  nova 
forma  ipsi us  £  b,}  ,■  ds,  ds,'  eadcm  luge  depend  entern.  At  ai  quimtitat.es 
b  sunt  constant.es,  omnes  coeflicietit.es  expressionis  (II)  cil'rae  aequales 
evadunt.  Unde  si  S  b,, ,-  ds,  ds,'  in  expressionein  similem  constantibus 
coeffieientibus  affectani  transformari  potest  expressio  (IT)  identiee  eva- 
nescat  nee  esse  est. 

Periode  patet,  si  expressio  (II)  non   evaneseat,  expressionem 

^(u,  i'i")  {ds,  Ös,.  —  ds,-  Ss)  (ds,.,  Ssr.  -  ds,.,.  9sr) 

2\  <■ ds. ds.'  2 6<- '  Ss>  *,v ~~ CS h''  '■ ds'  äs,)i 

mutatis  yariabilibus  independentibus  nou  mufari.  insuperque  immutatam 
mauere  ai  in  locos  variationum  ds,,  ds,  expressiones  ipsarum  linearea 
quaelibet  independentes  ads,  +  ßdst,  yds,  -f-  dSs,  substituantur.  Va- 
lorea  autom  maximi  et  minimi  hujus  funetionis  (II  l)  ipsarum  ds,,  Ss, 
neque  a  forma  expressionis  Z  b,:  ,■  ds,  ds,'  neqne  a  yaloribus  yariationum 
ds,,  äs,  pendebunt,  unde  ex  his  yaloribus  diguosci  poterit,  an  duae 
hujusmodi  expressiones  in  se  transformari  possint. 

Disquisitiones  baece  interpretatione  quadam  geometrica  illustrari 
possunt,  quae  quam  quam  coneeptibus  inusibiti*  nitatur,  tarnen  obiter 
eam  addigitayisse  juyabit. 

Expressio  Yzb,,,<  ds,  ds,-  speetari  potest  taiiquam  elementuni  line- 
are in  spatio  generaliore  n  dimensionum  nostrum  intuitum  transcen- 
dente.  Quodsi  in  hoc  spatio  a  puncto  (s,,  ss,  . .  s„)  ducantur  omnes 
lineae  breviasimae,  in  quarum  elementis  iuitialibus  variationes  ipsarnin 
s  sunt,  ut  a  dsx  +  ß  ö's,  :  a  ds2  +  ß  äsa : . . . :  a  dsa  +  ß  *s„,  denotantibus 
k  et  ß  quantitates  quaslibet,  hae  lineae  superfieiem  constituent,  quam 
in  spatium  vulgare  nostro  intuitui  subjeetum  evolvere  lieet.  Quo  pacto 
expressio  (III)    erit   mensura    curvaturae   hujus    superfieiei    in   puncto 

Si  jam  ad  casum  n  =  B  redimus,  expressio  (II)  est  forma  seeundi 
gradus  ipsarum 

ds2  ds3  —  d.%  Ss.i}  dsg  Ss,  —  ds,  ös:t}  ds,  Ös2  —  ds3  ds, 
unde   in   hoc    casn   sex   obtinemus    aequationes ,    quibus    funetiones    b 
satisfacere  debent,  ut  Zb,,,-  ds,dst-  in  formam  constantib lis  coeflicien- 
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tibus  gaudentem  trän  sfor  mari  possit,  Nee  dif.lieile,  ope  notionum  modo 
traditarum,  est  demonstratu ,  has  sex  conditiones,  ut  hoc  fieri  possit, 
äufficere.     Observandum  tarnen  est  ternas  tantum   esse   a  se  indepen- 


ram  ut  quaestioneni  ab  111""1  Academia  propositam  persolvanms, 
in  liis  sex  aequationibus  formae  functionum  h,  methodo  supra  exposita 
inventae,  sunt  substituendae,  quo  pacto  oranes  casus  invenientur,  in 
quibus  temperatura  u  in  corporibus  homogeneis  functio  temporis  et 
duarum  tantum  variabilium  fieri  possit. 

Sed  angustia  temporis  non  permisit  hos  calculos  perseribere. 
Contenti  igitur  esse  debemus,  postquam  metbodos  quibus  usi  sumus 
exposuimus,  solutiones  singnla-s  quaustionis  propositae  enumerasse. 

Si  brevitatis  causa  casum  simplicissivntim,  quaodo  temperatura  u 
securjdum  legem 

(')  ~ä~ f  +  ~ä^i  +  ~J7T  ==  aa  J7 

variatur,  solum  respieimus,  ad  quem  casus  reliquas  tadle  reduci  posse 
constat:  casus  m  =  1  tum  tantum  evenire  potest,  quaudo  «  est  con- 
stans  aut  in  lineis  rectis  parallelis,  aut  in  circulis  helicibusve,  ita  ut 
coordinatis  rectaugularibus  z,  reonep,  rsmtp  rite  electis,  poui  possit 
a  =  r,  ß  =  z  -\-  <p  .  const. 

Casus  m  =  2  locum  inveniet  si  u  =  f(a)  +  tp(ß),  casus  m  =  3, 
si  «=  ae*'  +  f(ß),  denotante  X  eonstanteni  realem,  casus  denique 
m  =  4,  ut  jara  supra  invenimus,  si  u  est  aut  =  «e*1  +  ß^'  +  const., 
ut  =  (a  +  ßt)(*<  +  const.,  aut  —  /"(«)■ 

Iam  ut  formae  funetiouis  u  penituä  innotescant,  annotari  tantum 
opus  est,  temperaturam  u,  nisi  sit  fonnae  «ßJi,  tum  tantum  funetionem 
temporis  et  unius  variabilis  esse  posse.  quaodo  sit  eonstans  aut  in 
planis  parallelis,  aut  in  cylindris  eadem  asi  gauden  tibus,  aut  in  spbac- 
ris  concentricis.  Si  u  est  formae  aeXl,  ex  aequidionc  ditlerentiali  (IJ 
sequitur 

-ä-T-  +  tt  +  'sTT  =  laaa 

ex]     '     öx\     '    d%i 

et  perinde  in  casu  quarto  substituendo  valores  ipsius  n  in  aequatkme 
difierentiali  (I),  funetiones  a  et  ß  fädle  detormimmtur,  dummodo  ani- 
madvertas,  in  hoc  casu  aeXl  et  ße'"  esse  posse  quantitates  complexas 
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Anmerkungen. 

i)  .(Seite  882).  Diese  Untersuchungen  hängen  aufs  Innigste  zusammen  mit  der 
Abhandlung  „Uober  die  Hypothesen  welche  der  Geometrie  zu  Grün  du  !iegun:l 
(S.  254).  Die  folgend):  A unLVLli r-nriy  Ki  e  ina  n  o 'scher  Vorschriften,  welche  einen 
Auszug  aus  einer  (iirn<;ednu:kteu)  Umersueliuiiy  R.  Dedekind  über  diesen 
Gegenstand  bildet,  wird  zur  Erleichterung  Jus  Verständnisses  des  Textes  bei- 
tragen. 

Es  sei  das  Quadrat  di;»  Linii'neli-iacat;.  im  Räume  von 


ds*  =  ^t,|t.  d^äs,.. 

Dann    ergebe) 

i    sich   zur  Liestim  mutig    der    kürzesten  Linie 

n   die  Differential- 

jjli-lciiunp.'ji 
(1) 

und 

^— .         ds,  du, 

X'ft,     ,:    — - =     1. 

j/j     '•'   dr    dr 

-m 


,.  d.al  itx. 


die  Länge   der   kürzesten  Linie    seihst   von  einem    willkürlichen  festen  Punkt  0 
bis  zu  einen  variablen  Punkt  bedeutet. 

Mau  führe  nun  ein  System    neuer  Variablen  ein  vermittelst  der  Substitution 

worin  die  Grossen    c,    die   Bedeutung  haben: 


'        W/o 


i  dass  zwischen  denselben  diu  Relation  besteht; 


und   dass    dieselben   !ängs   einer  jeden,    vom   Punkt  0   auslaufenden   kürzesten 
Linie  constant  sind. 

Ist    nun,    in    den     neuen     Variablen    Lius<;eurüekt ,    das   Qu.idrat    des  Linien- 
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so   folgt  leicht,   indem    man    längs   einer  von   0    auslaufenden    kürzesten   Linie 
fortschreitet 


2«„,«-2«s 


Druckt    man    die   I)ii!W^;üiilglridiiin;;\>!i    der    kürzesten   Linien    in   den  i 
YLLi-iiiulen  aus,  so  ergiebt  sich 

wor»u«  folgt 

wenn  zur  Abkürzuog  gesetzt  ist 


die  Gleichung  (,'!)  liisst  sieh  mich  so  schreiben: 

Setzen  wir  nun  aar  Abkürzung 

so  lässt  sich  die  Gleichung  (3')  schreiben: 

Setzt  man  ferner 

-/-■      '    "       3a:  ''^jdx^    " 

so  folgt  hieraus : 

3co  xi  ^üff  _0^w_         ^V  j_    X*     ^"V 

dXp  =  „£-  3#,  X(i    S^3a:r  ™  8x„  +  ^  S*,?»,  *" 

und  hieraus: 

da.,  d(0r  ^-.     fl      /2<n„  3«-\ 

vxy       oxM        /  i  cxt  \oxv       vxuj 

da  9»r 

woraus  hervorgeht,    dass  die  -.v--   —  ■■•-—  homogne  Functionen  der  ( —  l)ten 

Ordnung  sind.     Bezeichnen  wir   eine  solche  mit  fix,,  x3,  .  .  xs),   so   hat  man 

f(tx,,  tXt,  .  .  txn)  =  r1  fix,,  x.s,  .  .  xn). 
Setzt  man   daher  voraus,    dass  die  Cooffieienten  at  t,  und  ihre  Ableitungen  im 
Punkte  0  bestimmt!:  endliche  Wüvthe  haben,   so  folgt,  wenn  man  £  =  0  setzt, 

dta  8mr 

dass  die  Function  f  identisch   verschwinden   muss,    dass  also  ö— -  =   g—  ist, 

EiEMABK-a  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  25 
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Fis  isi  ako  auch 

and  daraus  ergiebt  sich  mit  Hülfe  von  (3'): 

und  durch  Integration  der  I)if1cn-:!i;i;!lif:i!Li:l:.uii{,'i.-n  der  kürzesten  Linie: 

Bedeuten  nun  (,  ,.  =  (,.  ,  irgend  weleke  Functionen  von  asif  JC,,  ■■ia;Bi  welche 
mit  ihren  Ableitungen  bis  kiu'  dritten  Ordnung'  ciiischileisliek  im  Punkt  !)  be- 
stimmte endliche  Werthe  haben,  und  bestellt  die   identische  Ghdchunsi 

so  folgen  daran*,  wenn  man  dreimal  diH'erentiirt,  nr.i.l   nach  ihr  Ditürrenliatiin 
xL  =  0  setzt,  die  für  den  Punkt  0  gültigen  Gleichungen: 
dtlt,        3*,,i(„        8((jl, 
'.''  °™    '       dx(„    "*~    3  a:,      '     3*(.    —      ' 
Setzt  man  hierin  (,    •  =  p,      ,■ ,  so  ergisbt  sich   für  den  Punkt  0 
ÖPt  t'  i"  ^Pi,i",i-         8Pi,t',i"' 

Aus  der  ersten  derselben  erhält  maa  durch  Addition  von  j)r-  (  ,.,  =  0 

(5)  ~T^~"  =  °>        im  Pllnkfc  °> 

aus  der  zweiten 


däjärt,  T  3a,  0a:,,,  ^  0a:,0a:,-„ 

Vertauscht   man  hierin   t  und  i,  addirt  und    bezeichnet  mit  8  die  Summe  der 

sijciis    l.lenvirl.eii     von    der    Form   tt— — ^— — ,  SO  folgt 
OX„  CX„, 


/    8*a,  ,,  3aa,  ,„  3*«,  ,,.,  \ 

2  ^at,„  3a:,.„   +  dx~jx~,  +  d^t^i)  ' 

nd  i ,  addirt  un 
8*a,  ,. 

i'orm  -5 %- — 

0  a:,,,  cxt- 

_      (S'aW    _      i!'a','-     \ 
und  da  S  sich  nickt  ändert,  wenn  man  i",  i'"  mit  i,  t'  vertauscht: 

((i>  0a>,0«v  =  8airaV 

0salj(,  0»«,>(»  0*»(jl,.,  8aa(,.j(.„       ö'v.i'        32 

'  Sa,,,  gas,.,,  "*"  3«,-  9s»v  "*"  0»,-  3a=,"  =  ßxjlxj  ^  Öx^.,  +  gas, 
im  Punkt  0. 
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Nun  int  das  Quadrat  eines  vom  Punkt  0  ai; -gehenden  Lir.ienelemeutes 
äSq  =    _^  a®\,  dxt äxt.  _ 

Für  ein   vom  Punkt  Sxl ,  Sxt,  .  .,  äx»,   der  dem   Punkt  0  unendlich   nahe  ist, 
ausgehendes  Linienelement  haben  wir 


-3«'m*  +  S(4£-).' 


Hierin  verschwindet  nach  (5)  das   «weite  Glied  auf  der  rechten  Seite,   und  das 
dritte  Glied  liisst  sich  nach  ifi)  so  schreiben: 

idd^a,  ,-  »äs,««,,  =  jJjVii,  ,,£»,£«,,, 

wenn   die    Variationen    zweiter   Ordnung    ddxt,   d,Ü;>:.,  ä'Jä\,  $8.<:s  gleich  Null 
sind.     Unter  derselben  Voraussetzung  erhalt  man  leicht  ans  (7) 
dd^altl.  &xt9xt-  -f  2dS  ^  a,  (.  Aas,**,.  =  0, 

wodurch  sich  ergiebt: 

fld    ^'«     ■  (T.'e   tf'a:  . 

=  $  ftüd^a,  ,r  8xt8st,.  —  2d3^a,  ,,  da,**,,  +  3S^atl,  dxsdxt,  j  , 

welches  wieder  iu  die  Form  gebracht  werden  kann: 

|   >'  = ^—  (<üfls,ffas,..  —  *ai( das,,-)  (<**('**(■"   ~  ÄflV<* "V"). 

wenn  die  Summe  nur  auf  die  von  einander  verschiedenen  Paare  der  indiees  (,  t" 
und  der  Indiees  (',  t"  ausgedehnt  wird.     Hieraus  folgt  endlich: 

ds"  =  ds0a 
(8)  -v,       0'«.  ,, 

'        +  %  2j     dz~Ö^ridXlä!V'"  ~  **ld*l")  (<*».' Sa:< Sxt,dxs,.,). 

Werden  nun  an  Stelle  der  Variablen  ,-(,  beliebige  andere  eingeführt,  so 
bleiben  die  Gleichungen  (1),  ('>),  (ü),  (7j  niehi.  bestehen,  noch  werden  die  Variationen 
zweiter  Ordnung  dar.,,  «(!;',,  <Me',,  rYo.-^  verschwinden.  Wir  müssen  daher  darauf 
ausgehen,  die  Büdiegungei!,  auf  denen  die  Hilduug  des  Ausdrucks  (S;  beruh:-  iu 
eine  Form  au  bringen,  weiche  bei  bhr.reh-.iiig  beii/eüger  Variablen  ungeUndort 
bleibt.     Dies  erreichen  wir,  wenn  wir  an  Stelle  der  Gleichungen  (6),  (6),  (7)  die 

il<lVavJ.'E,^,.  =-  Sä^atl.dx1d.Tl 
woraus  hervorgeht: 
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(9) 
=  i  [dd  *>;«,,,■  *»,««,.  -  Sdtf^V  ,.  **,»*,,  +  fftf^V  ,.  dx,dxA, 

und  wenn  wir  die  Variationen   zweiter  Ordnung'    so    bestimmen,    ihiss   für   eine 
beliebige  Variation  *'  die  Gleichiingert  erfüllt  sind: 

d  ^fltjt.  g'm.ga;,.  =  ^V  ..da'^Ja;,., 

8  ^«-,|t.  d «,*'«,-  =  S*«,,,'  dxt9S'x^ 

woraus  folgt: 

(10)     8' ^jaic,  dxt8xt.  ~  d^ac  ,,S'xrS^.  -  8^a,it-  dxj'x^  =.  n, 

und  wenn  man  d  =  tf  setzt: 

o"  ^qt|,.  JgtJa>t.  -  idY«,,,  da:,**,'  =  ° 
(11) 

i'^!%,-  8xt8xt.  —  2«^«,  ,.  JjBjtf'iBj'  =  °' 

Die  Bedingungen  (9),  (10),  (11)  sind   i'ÜL'  beliebige  Variable  ,i;(  nach   demselben 
(Joseta  gebildet. 

Ana  (10),  (11)   folgen   noch   für   die  Variationen    zweiter  Ordnung   die  Glei- 
chungen: 

ä^i,,,  ääxt  =  —   ^ff.,i,,-  gastdfly 

2^a^l88xt  =  -  2*W  'M«V 

woraus  man  leicht  den   Ansdruek  erliiilt: 

dd"^a,  t,  Sx,8xc  —  2dS  ^.a,,.  dtstdxt,  +  89^att.  dxtdx,. 
=  ^(ttf,  t"t'")  (da,*«,-  —  äxtdxt.)  \dxt,.  8tet.»  —  äxr  dxr,), 

wenn  das  Summen  zeichen  ebenso  verstanden  wird  wie  oben,  und  (it\  i."  t")  die- 
selbe Bedeutung  hat,  wie  im  Rieniann'schen  Test. 

Ans    diesem  Ausdruck   erhalten   wir  nun  uns   Krü^imiurg.Hniaa.ss  unseres  all- 
gemeinen liaumes.     lis  seien  nemlich 

ds  =  ]/.£  V'LVZaV-     8s  =  y~£a~-8xt83it, 
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Anmerkungen, 
i  Linienelementc  in  demselben,  und 


-  =  cos* 


dsös 

der  Cosinus  des  Winkels  den  sie  cinschliessen. 

Der  Flächeninhalt;  des  von  denselben  gebildeten  unendlich   kleinen  Dreiecks 
ist  dann 

A  =  \  dsds  sin* 
und   es  evgiebt  sich 

"■-|v  .«*,,>.,  .£.,,, »«..«,-  (2\,  <*'.,)" 

was  für  das  Krüntiiiuugsniaa.ss  den  Ausdruck  giebt: 

-    1  '■''         » 


2,V «».**  2,«-' '-.'-'  -  IZ--1  **.'-'J 

Es  ist  nun  noch  nachzuweisen,  dass  dieser  Ausdruck  mit  dem  übereinstimmt, 
den  Gauss  i'üv  das  Krümmung  smaass  einer  Tliiehe  aufstellt,  wenn  -wir  eine 
l'iiklie  befrachten,  welche  von  solchen  kürzesten  Linien  gebildet  wird,  in  deren 
Autangsdementen  die  Variationen  der  x  sieh  verhalten  wie 

adfCj  +  pJiB,  :  udiB,  +  ßSx2:  .  .  .  :  uäxn  +  ß8xn, 
wenn  a  und  ß  beliebige  Grössen  bedeuten. 

Wir  setzen  wie  oben  xL  =  rct,  so  dass  die  Ct  in  jeder  vom  Punkt  0  aus- 
lautenden kürzesten  Linie  eonstant  sind,  und  r  die  Länge  dieser  kürzesten  Linie 
bis  /u  einem  unbestimmten  l'unkt  bedeutet.     Dann  ist.  wie  oben  gezeigt. 


•2<. 


Legen  wir  nun  zwei  feste  Systeme  der  Grössen  c,  zu  Grunde,  e™   und  c'L    nn< 

betrachten  ein  veränderliches  System 

(12)  c,  _«cf  +  |i<, 

so  haben  wir  hiernach: 

wodurch  die  Grössen  <j(  in  Functionen  einer  einzigen  Variablen  übergehen,  fil: 
welche  wir  den  Winkel  f  nehmen  konnej; ,  den  das  Anfangselement  von  r  mi 
dem  Anfangselement  von  ?■„  bildet,  und  der  sich  aus  dem  Ausdruck  ergiebt 

cos<r,=  "Vai0)CC(0> 
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Wenn  sich  mm  die  Grössen  r,  c,  Hin  die  unendlich  kleinen  Grössen  dr,  dct 
ändern,  welche   der  ikdiiij.;!;:;;:  ft'emiireu: 

so  ergiebt  sieh,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4) 

Ferner  haben  wir 

dxt  =  rdct  +  etdr, 

ds'1  =    /   »,  ,-  ixt  dXf  =  dj,a  +  ?,a   ^^  a,  (.  röc,  dct.  =  dr2  -\-  r'p.dtp*, 

wenn  zur  Abkämme 


^  o,  ,.  de,  dct.  =  fi<Zg> 


gesetzt  wird. 

Nun   haben  wir  aber: 


und  aus  (13)  folgt  ein   Ausdruck  von  der  Form 
ÄaL-a^  +  So,, 

—  sinip  df  =  a  +  6  cosqi . 
0  =  a  cos  er-  4-  6 . 

Hieraus  durch   Elimination  von  «  und  6: 

ainip  eic,  =■  äip  (c,  coscp  —  c; ')  ■ 
Daraus  folgt  weiter 

und  mithin 

2,  <!""'."«.' 

Bezeichnen   wir   diesen   Ausdruck   durch  ■■' ,  ,  so  erhallen  wir  die  Form,  welche 
Gauss  dem  Linioneleincnt  auf  einer  bcliebigm  l'hi.che  Ljeijebeu  hat,   nämlich: 

ds*  —  dr*  -\-  m2dcp* 
(Disquisitiones  general w,  cirea  superficies  curvas  a.vt.  UV;  iind  für  das  Kriimmungs- 
maass  ergiebt  sich 
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Ist  I 


Anmerkungen, 
i  die  Oberfläche  im  Punkt  r  =  0  stetig  gekrümmt,   s 


Punkt 

und  daher  in  diesem  Punkt 


Für  die  Function  u  erficht  sieh  hieran*  für  denselben  Punkt 


Die   beiden    ersten   dies«    Gleichungen   sind  in   Folge 
aus  der  dritten  ergiebt  sieh 


l  (13),  (5)   befriedigt: 


2.(* 


^j;\.dc,ä,t 


was  mit  dem  oben  ji-c-f-,  li  ir.Uiiüiii  Aufdruck  übereinstimmt. 
2)  (Zu  Seite  383).  Die  vollständige  Wriu'caüon  der  > i ~ ■  ~- 1 ■  aufgehellten  Schluss- 
resultate  -;(:;H:in!:  noeli  verwickelte  h\e:h  mengen  *'i  erfordern,  die  ich  aus  den 
sehr  uiivollätimdigen  vorhandenen  Hniclräiüeken  nur  zun;  Tlieii  herstellen  konnte. 
Was  sich  daraus  entziffern  liess,  theile  ich  liier  mit  iu  der  Hoffnung,  dass  es 
bei  einem  erneu  bei)  Versuch,  die  Tiesultate  vollsvilndig  herzuleiten,  ah  Grund- 
Inge  dienen  könne. 

Wir  beantworten  zunächst  die  Präge,  in  welchen  Fällen  die  Temperatur 
ausser  von  der  Zeit  nur  von  Einer  Veränderliche:!  abhängt,  in  diesen  Fällen 
hat  die  Differentialgleichung,  re.ch  welcher  die  lictt'eguug  der  Wärme  geschieht, 
die  Form 


(1) 


9ca 


"dZ 


Wenn   nun   die  Coefficienten   a,  b  nicht  .Functionen   der   einzigen  Variablen 
sind,  so  Herfällt  diese  Dille ren Ungleichung  in  die  beiden  folgenden: 


.  &'.  ' 


■«       dt  ' 

i  a  abhängen. 

r   neuen   Variablen   ! 


Stelle  von  «  lässt  sieh  die 
bringen,  so  dass  u  die  Form 


Durch    Einführung    einf 

zweite   dieser  Gleichungen 

erhält  ii,  k  -f-  «a.  wenn  »,,  wa  Functionen  der  Zeit  aliein  sind.    Die  erste  d> 
obigen  Gleichungen  nimmt  dann  die  Gestalt  an 

lc"  +  c'>le       St  ' 
worin  c,  e,   Constanten  sind.     Daraus  folgt  nun  weiter 


also  hat  «  die  Foi 
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Wenn  aber  in  der  DiflcrcTitia.ljrlcie3ii.inir  :'lj  die:  Coeffieioiiten  a,  6  schon 
J.-'uiid ionon  von  k  allein  sind,  so  können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
b  =  0  annehmen  (durch  Einführung  einer  neuen  Variablen  für  et),  und  da,  die 
Differentialgleichung  (1)  durch  Transformation   mis  der  Gleichung 

dx*^  dy'1^  dz*        dt 
hervorgegangen  sein  muss,  so  kommt  unsere  Aufgabe  auf  dir'  folgende  xurück: 
Es  sollen  alle  Functionen  «  der  Coordinaten  x,  y,  z  gefunden  werden,  die 

(Ion   beiden   l)i!l.-'iMii:i!jili.;:i!iiii.;:i:i: 


?a;s  ~r  gya  "r  dz* 
zugleich  genügen. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung: 


(;:)' 


2>s  +  92  +  f 


Sa;  2</ 

und  haben  nun  vier  Fälle  e 

1.     Wenn  p,   q,  r   von   einander    unabhängige.   Functionen   der  Coordinaten 
x,  f,  s  sind,  so  ist  a  eine  Function  von  m,  <p(«i),  und  wir  können  p,  q,  r  a.1« 
uiin.l.iiiiln^igo  Variable  an   Stolle  von  x,  ■;/,  s  einführen.     Setzen  wir 
s  =  «  —  px  —  qy  —  re ,    (Js  =■  —  aidj?  —  j/Äg  —  isdr, 
so  folgt: 


cp      ' cq        er      T>  ' 
Setzt  man 

s  =  y(»)  +  I 

und  bestimmt  die  Function  ii ("•'■)  ira!f  (''.'-   Differesitirilgleiclmrig 
*G»}  — Im*»  — V(ii), 

so  ergiebt  sich   i'iir  t  die  partielle  DilibrenUiiigleiehrmg  erster  Ordnung 

dt          dt  dt 

t  —  p q~ r-%-  = 

*  dp         dq  er 

deren  allgemeine  Lösung  ist: 


=  0, 


;  willK'ii'.ic'ie   i'unrlioti  bedeutet  und  /,ur  Abknr/.unjr 


cosetzt  wird. 
Wir  haben  8 


-  0  =  ^-  =  2p^»  +  z_  pZ'(p)  -  yZ'(y) 
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Nun  folgt  aus  der  Gleichung 


Syn 


durch  Einführung  von  p,  q,  r  uls  unabhängige  Variable 

?V- —  —  ^JL  Q}L  -L.  ?JL  ^£ dx  de       dx  dy        By  dx    _ 

03  dr       'dg  dr  +  dr  dp       dr  dp  +  dp  dg       'dp  dg  ~     ' 

oder  durch  Substitution. von  (2) 

f^(4^>)+4^>))Vi+P*+yi{{Pi+i)p+2Py^|i;+{y'+i)g} 

und  da  jü,  j3,  7  von  einander  unabhängige  Variable  rind,  ao  apaltet  rieb  dieae 
Gleichung  in  diu  drei  folgenden: 


<*> 


'»! 


;  +  2f» 


(,8p  8r;     (i  +  p.  +  r.). 
0ö3y 


-<r'  +  U, 


o?-  + 1)  yj  +  äs, 


Vi  +  F  +  r" 

(5)    .»  (««.»■  -f  IHM«»)  +  ^V"(«*'W  +  »»♦"(■»))  +  S  -  0  , 
worin  7,:,  Äa    unbestimmte    Conrtanten    bedeuten.     Führt  man   an   Stelle    der 
Function  y_  eine  neue  Fuuction  %x   ein  durch  die  Gleichung 

t-ihYi  +  WTV  +  1,, 

so  gehen  die  Gleichungen  (3),  (4)  in  füllend«  über: 

dß*    dt        \8ßdyJ         (1  +  ?'  +  yT' 
d2li  4.  2er  Uli.  +  (yi  4.  i)  *Ü£  =  0 

dß'  ^  *PVdßdy±{V    +1J  »y»         "■ 

Dirk«  Gleichung™   können   aber  nur   dann    zusa,  innen    bestehen,   wenn   %,   eine 
lineate  Function  von  ß,  y,  und  folglich  k'  =  0  ist;  denn  betrachten  wir 

1:1       P  dß        V  dy  '     dß       dy 

als  rechtwinklige  (>,cn.dh..i:-t.i!ii,  ko  int  (ü)  die  Dii.creiitiiüivh.ichimg 
mit  cohstaufem  Kriimmungsmass,  (7)  die  einer  MimniaKlilcliC; 
Schafte»  .  die  bekanntlich  nur  hei  der  libenc  zuüamnicnti'elle». 

Hieraus  ergiebfc  sich,  wenn  a,  6,  c  Constanten  bedeuten,  für  %  1 
von  der  Form : 

z-a  +  tß  +  'v  +  ih  Vi  +  f'  +  r'i 

und  die  Gleichungen  rrV:  gehen  in  folgende  über: 

9  +  „ tfi  +JV»'>'('"' 

yi  +  p'  +  r' 

ft'»  +  'Vj»»»)> 

Vi +  »"  +  /"     ' 


iiier  Flüche 
1  Ausdruck 


»  +  »■ 
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94  XXII.     Commentatio  mathematica  etc. 

(«  +  «)'  +  (j  +  »)■  +  (,  +  «)■  -  (n,  +  ayW (»))', 

woraus    folgt,    dass    die    Flächen    a  =  const.    oder    «i  =  conat.    coneeutriMdie 
Kugeln,  sind. 

2.     Wenn  zwischen  den  Variablen  p,  q,  r  eine  von  den  Coordinaten  x,  y,  z 

freie  (Heichiing    besteht,    so    kann   r  als  Function  von  p,  q  angesehen  werden, 


dr  =  aap  +  6  dq, 

a_ör      h  =  dr       da  _db 
op*              dq'     dq        dp 

gesetzt  wird. 

Hieraus  folgt: 

dp          dp'  , 

dp       dq  __     dq          dq       dr  __^     r 
dy'    dz  "™     die  ~*~    dy '    dx         < 

Wenn  min  nicht 

(8) 

P3  +  3S  +  ''a  =■  coast. 

ist,    so  wird 

a  von 

denselben    beiden    Variablm:   ii.bhvni^eii 

daraus  geht  hervor: 

r  =  ap  -\-  bq 

und  durch   Differentiation: 

P 

dv          dp             r  dq    '    "9a 

m 

gagS        9«g6 

0j)  Sg       3g  8j> 

Holzen   w 

ir  nun, 

wie  vorhin,    auch  iu  dem  Fall,   wo  die 

:  die  i.ik'iehung  (8}  be- 
steht, 

8=  a  —  xp  —  yq~  er, 
ds  =  —  xdp  —  ydq  —  edr  =  —  (x  -(-  «*)d^>  —  tj/  +  6  a)  <2g, 

so  folgt,  dass  auch  s  nur  von  p,  q  abhangt,  und  es  ergiebt  sich 

(10)  |--(.  +  «,),    |i_-(s,  +  S„. 

Führt  man  nun  in  der  Gleichung 

dx  +  dy^dz 
p,  q,  z  als  unabhängige  Variable  ein,  so  folgt 

dp^Jg,         \dq  de       dq  dz!         \dp  dz       dp  dz/         ' 

und  daraus  mit  Hülfe  von  (10) 


i  ^  unabhängig  sind,  so  /erfüllt  diese  tUcichuug  in  die  bei- 
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Anmerkungen,  395 

(11)  -~  (l  +  b^-Zab St-  +  ~  (1  +  b")  =  0 
'     '  dp*  •      '       '  Opdq        cq* 

(12)  ||  (1  +  6")  -  »6  (|f  +  ||)  +  ff  d  +  «")  -  «- 

Rot '-aelil.cn  wir  min  p,  q,  r  als  recht  whiklisjo  Cooi/dinaten,  so  ist  (12)  diu 
Differentialgleichung  einer  Minimal  fläche ,  welche  nach  (8)  oder  (9)  zugleich 
eine  Kugel  oder  eine  in  die  Ebene  ahwickelbiive  Flüche  sein  müsste.  Dies 
kann  nur  vereinigt  sein,  wenn  die  Flüche  eine  Ebene  ist,  und  daher  a,  b  Con- 
üiiint.eiL  sind,  die  man  hei  pussender  J.iestimiiiuu^  der  Uiehtmsg  dei-  .J-Axe 
gleich  Midi  a  mich  nie  :i  kai.:i.     Deninu.eh  erüäebt  sich  aus  (11) 

(..)  P  +  ^.-«- 

und  ferner  wie  im  ersten  Fall 

•  -♦(•>  + «(f)  » 

>»-i>'  +  S",     r  —  0, 

-  *  -  ~  -  »'war  +  i(»  -  P  *'<«, 
-»-|| -*'<»)««  +  *'<». 

wena  ß  =  —  gesetzt  wird. 
Aus  (13)  folgt  daher 

Vm  (4  y  0«)  +  4  m  W"  (m))  +  (1  +  |ja)    i"  (P)  =  0 , 

eine  Gleichung,  die  in   die  beiden   foltfcmlen  /.o-rfiillt : 

ys(t  *■(«■)  + • »*"(»))-*, 

worin  Ä  constant  ist.  Die  Integration  dieser  leUterei'  Gleieiiuno;  ereiebt,  wenn 
o,  b  willkürliche  Coustanten  sind, 

2(ß-*yT+7«  +  «  +  »p. 

Demnach  haben  wir 

(m,'c.)ys  +  t)f 

(■  +  ■>)•  +  <!<  +  »)•-  (2  ♦'  (»)  ys  +  *)". 

Die  isothermen  Flächen  sind  daher  in  diesem  Fall  (.Minder  mit  kreisförmigem 
Querschnitt  und  jjemeitii-cliai'l.lioher  Axe. 

Der   dritte  Fall,   in  dem  p,  q,  r  Functionen  einer  und  derselben  Variablen 
sind,  kann  nicht  vorkommen.    Ist  nemlioli 

$="$ifa)>    a=^sWi    ''=*sW. 
so-folgt  aus  den  Gleichungen 
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XXII,     Couiraantiitio  nuitbematiea  o I c. 
dp      dp      8r  , 


o»/        Sa: 


«i  ÖO  :  *.  Ö»)  :  ?,  M  =  {£  : 


(i5(it  5(i 


f.'/  '  oz 


und  die  Gleichung  A  =  0  liefert 


was  sich  offenbar  widerspricht. 

Es  bleibt  also  nur  der  vierte  Fall,  in  dem  p,  q,  r  constant  sind,  und  daher 
die  Schaar  der  isothermen   l'"nehei)  aus  parallelen  Ebenen  besteht. 


Von  der   allgemeineren  Frage,    wann    die    Temperatur   ausser   von   der   Zeit 
nur  von  zwei  Variablen   abhängig   int,   liisst  sieh   der  erste   Kall,   der  im  Text 
durch  m  =  1.  t: ti nr Ei-k t er i r-=  irt  ist,  in   folgender   Weise  beantworten. 
Wir  haben  in  diesem  1'a.li  die  eaiailra.tisoho  Form 
/O      0      c\ 
\a,    !/,    ß'J' 
in  der  a,  h'  lineare  Functionen  von  ■/  sind,  wahrend  c    von  y  unabhängig  ist-. 
Ferner  ist  die  Determinante 

0,    c,    b'\ 

constant.     Die  adjungirtc  Torrn  zu  dieser  ist 

—  (a'da  +  b'dß  —  e'dyY  +  8(8o'J'  —  cc')dadß, 
in  der  2  ab'  —  cc   von  y  unabhängig  ist. 

Nun  können  wir  durch  Einführung  einer  neuen  Variablen  an  Stelle  von  y, 
welche  eine  lineare  Function  von  -/  ist,  diese  Form  in  die  einfachere  trans- 
formirea: 

(ada  +  cdyf  -j-  2mdtxäß, 
in    der   a  eine   lineare   Function   von  j>,  c  und   m  von   y  unabhängig   sind.     Es 
sind  nun  die  Fälle  aufzufinden,  in   wekhen  diese  Form  in  eine  andere  mit  con- 
s'tanten  Coefficienten ,  oder  speciell  in  die  Form  dx*  -j-  dy'1  -\-  dz'1  transforinir- 
bar  ist. 

Zu  dem  Ende  bilden  wir  die  Gleichungen  (ii,  t" C")  =  ü  (S.  381),  welche 
in  diesem  Fall  die  Gestalt  annehmen: 

'  \daa         aioyJ    '    \dy        .......  ■    , 

(s,s,    «=(^-^)  +  4«|^(^-«||)-ite)'-o, 
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\dßd7 


(1,2) 


gß*  Sß    2fi 

dadp        dpdy!  ^ 


ß  dp!  \da 

+  a  HT  V  'AH  ~ 


Aus  (1 ,2)  folgt,  dass  c     ,  —  a  t-z  ,   also  auch  -^-5-  von  y  unabhängig  ist:  setzt 

c p  op  0 p 

man  daher  a  =  a,  -f-  70,,   so  folgt  dass  %  von  der  Form  ist  cf(a),  und  f(«) 
von  ß  unabhängig. 
Wir  hüben  daher 
(ad«  +  cdy}'1  -f-  2m  da  dß  =  (<*,  da  +  c(/(ß)dß+  dy))1  +  im  da  dp; 
führt  man   also   statt  y  eine   neue  Variable  y  -]~J"f{a)da  ein,   so   geht  die 
quadratische  Form   in    eine   andere   von   derselben  Gestalt   über,   in   der  nur  a 
von   y   unabhängig  ist.      Bei   dieser   Annahme    erhält    die   Gleichung   (3,2)    die 
Form 

woraus  in  Verbindung  mit  (1,1)  hervorgeht: 

^üM  _  Ü?I^        B1°gH       3  log« 
da  da      '  oß       =      dp      ' 

und  daraus 

|i-«,<fl-,    §±- »*(•). 

Es  sind  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1)    wenn    <p(ß)  =  ip(a)  =  0    ist,    so    ist    c  =  eonst.    und    aus    (1,2)    folgt 

-■--  =  0.  Führt  man  also  an  Stelle  von  y  eine  neue  Variable  ey  -\-fada 
ein,  so  erreicht  mar.,  dass  ii:  der  .■■|'ULdr;.ri.-cli'.-u  Kern;  a  =  0,  c  =  1  wird,  und 
aus  (3,3)  folgt  dann 

8sIogw  _ 

Führt  man  daher  an  Stelle  von  a,  ß  die  Variablen  f%{a)da,  f&{ß)dß  ein, 
so  erhält  man  die  quadratische  Form 

dy1  ■+■  dadß, 

welche   durch   die  Substitution  «  =■  X  -\-  iy,   ß  =  x  —  iy,   y=j  übergeht  in 

da2  +  dys  -f  &**■ 
hie  isoüievmen  Üurven  a  =  const.,  ß  =  eonst.  sind  also  in  diesem  l'a.ll  lüj.m.deLe 
gerade  Linien. 


r«  M  . 
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2)  Wenn   tp(ß)  =  0,  ty(a)   nicht  =  0  ist,   so   ist  c  von    a   unabhängig,   und 

aus  (1,3)  folgt,  dass  —  von  fi  unabhängig  ist.  Auf  ähnliche  Weise,  wie  oben 
erreicht  mau  nun,  das»  fi  verschwindet,   mid   ferner  ergiebt  sich 

wodurch  die  Gleichungen  (1,1) . . .  (1,3)  Kirn  mt.l  ich  befriedigt  sind.  FüliM.  nmn 
—  ■-,  c  als  neue  Variable  an  Stelle  von  a,  fi  ein,  so  erhält  mau  die  quadrati- 
sche Form  fiidyi  +  dadfi,  welche  in  äaF  +  &V2  +  üg%  übergeht  durch  die 
Substitution 

Ilie:-;i.i:a  kann  man  hI.ilt  miUeist;  der  Gleichungen  a  =  const.,  ß  =  const,.  Iseinc 
reellen  Curven  erhalten.  Der  Fall  if>(«)  =  0,  tp(ß)  nicht  =  0  ist  von  diesen 
nicht  wesentlich  verschieden. 

3)  "Wenn   weder  -!p(a)   noch    rjKfi)   verschwindet,    so  führt!  man  für  a,  (J  die 

erreicht,  dass 


und  daraus  durch  Integration 

«»_/>(«)  +  ♦(«) 

durch    Einführung    der    Variabem    y-\-jtp(a)da    statt    y    erreicht    man    dass 
<p(a)  =  o  und  mithin  ac  =  i/j(h)  wird.     Dann  folgt  aus  (1,2): 
LT ,« 

Da    nun    die    eine  Seite   dieser    Gleichmiy   nur   von  a,   die    andere   nur   von 

o  -(-  ß  abhängt,  so  ninss  jede  derselben  einer  Con  stireren  /,-  gleicb  sein,  woraus 
sich  für  die  Function  /'  die   Differential  gl  eich  uns.*  zueiier  Ordnung  ergiebt: 

wonach  die  Gleichungen  (1,1). .(1,2)  alle   befriedigt  sind.      Hie  einmalige  hite- 
gration  dieser  Gleichung  ergiebt,  wenn  k,  eine  neue  Constante  bedeutet: 

Setzen   wir   nun   a  =  x  -\-  iy  ,   fi  =  x  —  iy ,   und   führen   für    y   eine  neue 
Variable  y  —  ik  f  -~  ein,  so  erhalten  wir 

(edy  +  ad«)*  +  2m  da  äfi  =  (fdy  +  ~  dy^  +  2/'(cte*  +  Ä»») 
=-  fdy*  +  ikdyäy  +  2f'äx''  +  }i*dy\ 


ii    Varinbleu     /   — ^ 

0^™ 

».,  JJ-», 

Sc 

«_f(.  +  P),.,_ 

lun  folgt  aus  (1,8) 

f («  +  f)  wirf. 

slosTF 

81.e. 
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Anmerkungen.  3! 

Setzen  wir  ferner 

•"*-&—&£*— *•• 

woraus  folgt 

i  =  ~  w-*',     r  =  k\  ia  +  ^ , 

so  geht  unsere  ijn  ad  rausche  Form  über  in 

(j-  dy  4-  \  dy)    +  k\  fdf  +  dtf. 

Beziehen  wir  dieselbe  auf  Polareoordinaten ,  indem  wir  setzen: 

|  =  j-,    ,ksy  =  tp,     t,J  + jr  =  «, 

so  nimmt  sie  die  Form  an: 

dr*  +  r*dq>*  +  ds2. 

Die  Cui'ven  a  =  eonst.,  ji  =  con-t.  worden  daher 

)■  =■  eonst.,      z  — ■  -=-=-  <p  =■  eonst. 
worin  £  auch  =  0  sein  kann. 

In  dem  Specialfall  J\  =  0  erhalten   wir  £  =  ~-  nnd  die  quadratische  Po 

—  2hi£dy'  +  2AdT(J)/  +  d|8, 


oder  indem  wir  an  Stelle  von  j,  --■—-—,   y—  lliiy  wieder  k,  |J,y  schreiben: 

ady"  -f  dp  tiy  4-  (Sa8, 

welche  in   die  T'onn  ä;t;'  -\-  äy2  -\-  da-  üljci-j-id'-t  änt-tii  dii:  Hr,':.'.it;'m"H':i. 

*  4-  iy  —  P  +  "7  -Ar', 
x  —  iy  =-  f , 

aber  den  hieiuus  sich  ergebenden  Gleichungen 

(x  4-  iy)  —  a  (p  —  iy)  +  ■&  C*  —  iy)s  =  P  =  const. 
entsprechen  keine  reellen  Ourven. 

In  den  übrigen  Filllen  ist   es   mir  nicht  gelungen  die  Rechnung  vollständig 
durchzuführen.  W. 
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XXIII. 

Sullo  svolgimento  del  quoziente  di  due  serie  ipergeometriche 
in  frazione  continua  infinita.*) 


Avendo  una  fraziono  cont.inufi  infinita  della  forma 

i  +  _ü__ 

ehe  per  valori  di  x  abbastanza  piccoli  converge  e  rappressenta  la  fun- 
zione  f(x),  si  vede  facilmente,  ehe  la  ridotta  mesima  e  uguale  al  quo- 
ziente  —  di  due  funzioni  intere  pm  e  qm;  i  cui  gradi  sono  ambedue 
n,  se  m  =  2w  +  1,  e  »  e  n  —  1,  se  m  =  2n.  La  differenza  tra  la 
ridotta  e  la  funzione  f(x\  se  x  e  infinite simo,  e  infinitesima  dell'  ordine 
m0™10.  Ma  affinche  questo  avvenga,  debbono  essere  sodisfatte  tante 
condizioni,  quante  sono  le  quantitä  arbitrarie  contenute  nella  funzione 
fratta  uguale  alla  ridotta. 

Dunque  la  ridotta  meaIiii(1  puö  determinarsi  mediante  la  condizione 
di  eoincidere  nei  primi  m  termini  dello  svolgimento  secondo  le  potenze 
di  x  colla  funzioae  da  svolgere  e  mediante  i  gradi  del  numeratore  e 
del  denominatore,  ehe  sono  per  m  =  2n  -\-  1  ambedue  n  e  n  e  n  —  1 
per  m  =  2«. 

IL 

Questo  modo  di  determinare  la  ridotta  conduce  immediatamente 
all'  espressione  della  ridotta,  quando  si  tratta  di  svolgere  il  quoziente 
delle  serie  ipergeometriche 

\«  ß  y      '  \a  —  1       ß       y      J 

*)  Die  Bearbeitung  dieses  Fragmciib,  dessen  'Uisi.sU'hnng  in  den  Getobe  r  1863 
fallt,  rührt  voa  H.  A.  Schwarz  in  Göttingen  her. 
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ove  si  faecia  uso  dolle  propriet.ü  csirattemtiidie  esposte  nclla  memoria 
[Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauäs'sclie  Tieihc  F(ct,  ß,  y,%) 
darstellbaren  Functionen]. 

Tnfatti,    poiche    per   x   infiniteaimo  -q  —  —    divieni    innnitesimo 

delTordme  m  e  Qq„,  dell'ordine  a,  l'esprcssione  q^P  —  pmQ  diviene 
'iuliuitüBima  dell'ordine  m  -f-  «,  e  si  dimostra.  faeilmentCj  die  questa 
e  apres  sione  ha  tutte  le  proprietä  caratteri  stiebe  di  una  funzione 
sviluppabile  in  serie  ipergeometrica  in  modo  che  si  abhia 


(1) 


V«— 1  ß—nyj  \tt—  n—  Iß    y     }  ^ 

J  \k  — n      ß  —n  y     / 


dove  JP„,  Q„  denotano  ciö  che  divengono  _P,  Q,  quando  si  mutano 
«,  a  in  ß  +  n,  a  ■ —  n.  Ora,  se  facciamo  variare  continuaniente  x  e 
le  funzioni  di  x,  in  modo  che  l'indice  del  valore  complesso  x  percorra 
im  giro  intorno  l'indice  di  1,  qm,  p„>  riprendono  o;li  sIessi  valori,  mentre 
P,  (9,  Pn,  Qu  si  convertono  in  altri  rami  di  queste  funzioni. 

Dunque:   se   designiamo   con  P'}  (/,  P*,  Q'n  altri  rami  corrispon- 
dctfti  di  queste  .(imzioui,  abbiamo  anche 

®nF'~PanQ'  —  *"&. 

Dalle  equazioni  (1)  e  (2)  s'ottiene: 

Dunque,  per  trovare  per  quali  valori  di  ; 

verso  tj-,  basta  ricercare  qnando  - 
a:  convergano  verso  zero. 

[im 

A.  questo  scopo  conviene  mtrodurre   l'eapresaioni   di  Pn  e   Qn  per 
integrali  definiti.     Ponendo 

[_  a'  _  ff  _  /  =  a 
_  „'  _  0  _  j,  =  ft 

_    «     _  ß'   -   y     =   „] 

puö  esprimersi 


22« 

ög; 

.— 

<?'«, 

[i  s, 

5t  e 

5s  „ 

2b 

convergano 

G   77 

-  col  creseere 

indefinito  di 
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[*«+»(i -*)7yJI-+. 


(1  -,)*  +  •(!  -**)- 


&  per   f>  +  «  (1—  x)r  fsa+l+»  (1  -  s)s  +  "  (1  - 


■  a;s) c ' 


"tfs 


Per  avere  il  valore  generale   delle   funzioni  P„,  @„   bisogncrebbc 

moltiplieare  gli  integrali  per  fattori  costanti,  ma  possiamo  sostituire 
nelle  equazioni  (1)  gli  integrali  comprendendo  i  fattori  costanti  nelle 
funzioni  intere  pm,  qm.  Quanto  ai  valori  delle  funzioni  sotto  il  segno 
integrale,  e  indifferente  quahmque  valore  si  prenda,  purche  si  pren- 
dano  per  s",  (1  —  s)b,  (1  —  xs)e  gli  atesai  valori  in  ogni  integrale, 

[Nun  bleiben  die  Ausdrücke  für  — —  auch   unverändert,  wenn  für 

P',  Q',  P„',  Q'„  dieselben  linearen  Verbindungen  dieser  Grossen  und* der 
GröasenP,  Q, P„,  QH:AP  +  BP',  AQ  +  BQ\AP„+BP;,  AQn  -f  B&, 
gesetzt  werden,  wo  A  und  B  zwei  Constanten  bezeichnen,  von  wel- 
chen B  nicht  gleich  Null  ist.  Solche  correspoiulirende  Functionen  er- 
geben sich,  wenn  die  obigen  integrale  anstatt  von  0  bis  1  von  irgend 
einem  der  vier  Werthe  07  1,  -  - ,  oo  zu  irgend  einem  dieser  vier  Werthe 
und  zwar  alle  auf  demselben  Wege  erstreckt  werden.'] 

Dunque  si  posaono  prendere  per  P„',  Q'a  gli  stussi  integrali  catesi 
da  uno  ad   uno  intorno  di  — . 

Gli  integrali  [durch  welche  der  letzten  Annahme  zufolge  P„,  Qn. 
Pn,  Q'n  ausgedrückt  sind,  ändern  bei  einer  continuirlichen"  Variation 
des  Weges  der  Integration  /.wischen  den  angegeben  Grenzen  ihren 
Werth  nicht]  purche  il  cammino  d'integrazione  non  oltrepassi  l'iudice 
di  — ,  e  possiamo  disporre  del  cammino  dell'  integrazionc  in  modo 
che  si  possa  piü  faeilmente  trovare  il  limite  verso  il  quäle  converge  il 
valore  dell'  integrale  col  crescere  di  n. 

A  questo  scopo  -~^  ■  -■   ■  ■  ■ 
[Hier   bricht   der  Text   ab.     Es    lassen   sich  aber   aus   einigen  Hand- 
zeichnungen und  Formeln   die  Schlüsse,   deren  h'iemann  sich  bedient 
hat,  etwa  in  folgender  Weise  herstellen. 

Man  setze:] 


«(l- 


*)_ 


:  e/M 


[und  betrachte    in    der  Ebene   der   complexen    Grösse   s   die    Cm 
längs    denen    der  Modul   von    e-n':)   einen    eoustanten    Werth   hat, 
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sehr  Meine  Werthe  dieses  Moduls  umgeben  diese  Curven  die  Punkte  0 
und  1  nahezu  wie  coneentriselie  Kreise  mit  Ideinen  Radien.  Für  sehr 
grosse  Werthe  des  Moduls  umgeben  diese  Curven  den  Punkt  s  =  — 
und  den  Punkt  s  =  oo.  In  beiden  Füllen  bestehen  die  Curven  also 
aus  zwei  getrennten  Theilon.  Lässt  man  den  Modul  von  kleinen 
Werthen  an  wachsen,  so  werden  die  getrennten  Theile,  welche  die 
Punkte  0  und  1  umgeben  und  demselben  "Werthe  des  Moduls  ent- 
sprechen, einander  immer  näher  rücken,  bis  sie  nur  eine  Cnrve  bil- 
den, welche  einen  Doppelpunkt  hat.  Für  diesen  Doppelpunkt  muss 
f'(s)  gleich  Null  sein.  Eine  ähnliche  Betrachtung  findet  statt,  wenn 
man  den  erwähnten  Modul  von  sehr  grossen  Werthen  an  abnehmen 
lässt. 

Es  ergeben  sich  folgende  Gleichungen:] 

fts)_log(l-S)-log(i-s), 

™  =■  ~xb + xr^  -  TT-  'm -"'■)  • 

[Für  f'(s)  =  0  ist  also] 

1  —  2s  +  jss  —  0,  s(l  — m)— 1  —  b,  l-2s  +  s2  =  (1  -  *)ss=0  —sf 
1  —  l  =  ]/i  ^T£  =  1  —  XS 


[Es  werde  nun  mit  "[/l  —  %  derjenige  Werth    der  Quadratwurzel  be- 
zeichnet, dessen  reeller  Best  an  dth  eil  positiv  ist,  wobei  der  Fall,  däss 
x  reell  und  >  1  ist,  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  wird.    Ferner 
mögen  ff,  ff'  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
1  —  2s  +  xs°-  =  0, 


i  +  Yi-z  i-y'l-tf 

bezeichnen,    so    dass    der    Modul    von   ö   kleiner   ist   als    der    Modul 
von  g'. 

Dann  ist 

Vi  +  y  i  _  x/  Vi  -  V  l  -  ij 

Man  denke  sich  nun  den  Punkt  s  =  0  mit  dem  Punkte  s  =  1  so 

durch   eine   Linie  verbunden,    dass   dieselbe  den  Punkt  s  =  ff   enthält 

und   dass   bei  dem  Fortschreiten  auf  dieser  Linie   der  Modul  von  e/w 

auf  dem  Wege  von  s  =  0  bis  s  —  G  bestiuidig  im  Zunehmen,  auf  dem 
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Wege  von  s  =  e  bis  s  =  1  aber  beständig  im  Abnehmen  begriffen  ist. 
Eine  solche  Linie  kann  als  Integrationsweg  für  die  von  S  =  0  bis 
s  =  1  au  erstreckenden  Integrale  dienen,  durch  welche  die  Functionen 
■P»,  Qn  ausgedrückt  werden. 

Für  diejenigen  Integrale  hingegen,  welche  an  die  Stelle  der 
Functionen  P,j,  Q'H  gesetzt  wurden,  kann  ein  .Integra. t.ionsweg  dienen, 
welcher  vom  Punkte  s  =  1  zunächst  nach  dem  Punkte  s  =  e'  führt, 
von  dort  nach  dem  Punkte  s  =  1  zurückführt  und  hierbei  den  Punkt 
s  =  —  umschliesst.  Dieser  Inte grations weg  kann  so  gewählt  werden, 
dass  der  Modul  von  e/(,)  sein  Maximum  auf  dieser  Linie  nur  im  Punkte 
s  =  ö'  erreicht. 

In  den  nachstehenden  Figuren,  zu  denen  sich  Entwürfe  von 
Riemann's  Hand  vorgefunden  haben.,  sind  die  hifegrationswege  durch 
punktirte  Linien  angedeutet. 


handelt  sich  nun   darum,   einen  Ausdruck  s 
den  Werth  des  Integrals 


/' 


n  n  asymptotisch  darstellt. 


für  unendlich  grosse  Werthe 
Man  setze 


so  ist  zu   berechnen 


j'e'iw  r(f) 


üs  für  «  = 


Diejenigen  'i'heile  des  hitegrationsvveges,  welche  nicht  in  der  Nähe 
des  singulären  Wertlies  s  =  e  liegen,  ergeben  zu  dem  Werthe  des 
Integrales  einen  Beitrag,  welcher  für  unendlich  grosse  Werthe  von  n 
nicht  allein  unendlich  klein  wird,  sondern  auch  —  weil  der  reelle  Be- 
standteil von  n{f(e)  —  f(s))  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen 
über  jedes  Mass  hinaus  wächst  —  unendlich  klein  wird  im  Verhältnis;. 
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zu  dem  Theilc-  des  Integrals,  welches  sieh  auf  einen  in  der  Nähe  dos 
Werthes  s  =  ö  liegenden  Theil  des  .Integrationsweges  bezieht.  Aus 
diesem  Grunde  genügt  es  zur  Auffindung  eines  für  lim  »  =  oo  gelten- 
den asymptotischen  Ausdruckes  für  das  erwähnte  Integral,  die  Sum- 
mation  auf  einen  in  der  Nähe  des  Werthes  s  =  ß  liegenden  Theil  des 
Iniegrationsweges  zu  beschränken.  Man  setze  daher,  mit /(  eine  Grösse 
bezeichnend,  deren  Modul  nur  kleine  Werthe  annehmen  soll:] 
S  =  0  -J-  Jt 

/»  =  ««)  +  i /"(«)>>• +  (>>') 

nfls)  —  »/■(«)  +  «  Q^  *■  +  »(V) 

<a  — 


e"/W  9i(s)(?s  = 


6  TC+i^T)e"  i/^bt- 


[Wird  nun  der  in  der  Nähe  des  Punktes  s  =  ö  liegende  Theil  des 
In  tegratious  wegen  gerndiinig  smge-uommen  und  zwar  so,  dass  der  von 
den  beiden  Tangenten  der  Curve 

mod  e^'}  ■=  mod  e/'0) 
im  Punkte  s  =  fl  gebildete  rechte  Winkel  durch  denselben  halbirt  wird, 
so  eonvergiren  für  lim  w=  oo  die  Grenzen  der  auf  die  Variable  z 
sich  beziehenden  Integration  beziehlich  gegen  die  Werthe  —  oo  und 
-f-  oo,  und  es  ist  daher  der  Beitrag,  den  die  in  der  Nähe  des  Werthes 
s  =  ö  liegenden  Elemente  des  betrachteten  Integrales  für  sehr  grosse 
Werthe  von  n  zu  dem  Werthe  des  Integrals  ergeben,  asymptotisch  gleich 
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Es  ist  demnach  der  asymptotische  Werth  von     /  e"J'{j'(p(s)d-ii  gleich 

Durch  analoge  Schlüsse  wird  der  asymptotische  Werth  von  /  e"SWcp(s)ds 
als  * 

gefunden. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ergiebt  sich  also  für  den 
Quotienten  Fu:ly„.  der  asymptotische  Werth:1 

[Für  alle  Werthe  von  x,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  reell  und 
grösser  als  1  sind,  sowie  mit  Ausnahme  den  Wertlies  x  =  1,  con- 
vergirt  daher  der  Quotient  I\t  :  P,',  mit  unendlich  zunehmendem  n  gegen 
Null. 

Dasselbe  gilt,  wenn  a  in  a  -}-  1  verwandelt  wird,  von  dem  Quo- 
tienten  Q„.  :  Q',t. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  N^Uievuagsweiihe  des  Kettenbruches 
von  der  in  I  angegebenen  Form,  in  welchen  der  Quotient 

W-i     (T     r   1 
entwickelt  werden  kann,   für  alle   Wertke   von  x,   welche   nickt  reell 
und  <:  1  sind,  mit  wachsendem  Index   gegen  den  Werth   dieses  Quo- 
tienten convergiren.] 
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lieber  das  Potential  eines  Ringes. 

Um  die  Wirkung  eines  beliebigen  Körpers,  dessen  Theile  eine 
Anziehung  oder  Abstossiing  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der 
Entfernung  ausüben,  für  jeden  Punkt  ausserhalb  diesen  Körpers  zu 
bestimmen,  hat  man  bekanntlieh  eine  Function  V  der  rechtwinkligen 
Coordinuteii  ,;.-,  y.  ,:  dieses  Punktes  zu  suchen,  welche  den  Namen  des 
Potentials  oder  der  I'oteiiüalfuiietion  der  wirkenden  Massen  führt  und 
deren  Differentialquotienten  s—  >  ~-  >  -,  ■  den  Oomponenten  der  be- 
schleunigenden Kraft  im  Punkte  <c,  y,  e  gleich  oder  entgegengesetzt 
sind,  je  nachdem  die  Masseneinheit  eine  gleiche  Lim  die  Längeneinheit 
entfernte  Masse  mit  der  Einheit  der  Kraft  anzieht  «der  a.l.istösst.  Zur 
Bestimmung   dieser  Function,   welche   der  Bedingung 

*•  '  dx3     '    Oy1     '    Gz* 

genügen  muss,  ist  es  hinreichend,  wenn  in  jedem  Punkte  der  Ober- 
fläche des  Körpers  noch  eine  Bedingung  gegeben  ist,  und  es  bietet 
sich,  die  Aufgabe  häufig  in  der  Form  dar,  dass  nicht  die  Vertheilung 
der  Massen  im  Körper,  sondern  gewisse  Bedingungen,  denen  ihre 
Wirkung  in  der  Oberilüehe  genügen  soll,  gegeben  sind,  z.  B.  dass  V 
einer  willkürlich,  gegebenen.  Function  gleich  «erden  soll,  also  in  jedem 
Punkte  der  Oberfläche  die  ihr  parallele  Coniponente  gegeben  ist,  oder 
dass  in  jedem  Punkte  in  Einer  gegebenen  Richtung  die  Componente 
einen  gegebenen  Werth  erhalten  soll.  Das  Verfahren  um  diese  Auf- 
gabe zu  lösen  besteht  bekanntlich  darin,  dass  man  aus  parüeukiren. 
Losungen   der  Differentialgleichung  (1) 

glt  qs,  ...,  Qa, ... 

einen  allgemeinen  Ausdruck 

OiQx  +  «ift  +  ■  ■  ■  +  **Q«  +  ■  ■  ■  —  R 
mit    den    willkürlichen    Constanten  alf  u.2,  .  - -,  ö»,  ...  zusammensetzt, 
welcher  ebenfalls  der  Differentialgleichung  (1)  genügt,  und  dann  diese 
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Constanten  so  bestimmt,  dass  die  Grenz  he  dingungen  erfüllt  werden. 
Die  Ausdrücke  fi  convergiren  im  Allgemeinen  mir  für  gewisse  Werthe 
der  Coordinaten  x,  y,  s,  so  dass  für  jeden  bestimmten  Ausdruck  der 
ganze  unendliche  Raum  durch  eine  Fläche  s  in  zwei  Theile  zerfällt,  in 
deren  einem  dieser  Ausdruck  convergirt,  während  er  in  dem  andern 
allgemein  zu  reden  (d.  li.  von  einzelnen  Punkten  und  Linien  abgesehen) 
divergirt.     So  z.  B.  wird  der  Ausdruck 

f,  <hie      ""  cos  an  &  cos  ßn  y 

für  eine  bestimmte  auf  der  #-Axe  senkrechte  Ebene  zu  convergiren 
aufhören.  Führt  man  statt  x,  y,  8  Polarcoordinaten  ein  und  entwickelt 
V  nach  Potenzen  des  Ra.diusveelors,  wo  dann  bekanntlich  die  Coef- 
iicienten  der  wten  Potenz  sich  aus  den  Kugelfun ctionen  «ter  Ordnung 
muH.iplieirt  mit  willkürliehen  Constanten  zusammensetzen,  so  erhält 
man  eine  Reihe,  welche  für  eine  bestimmte  Kuge]  fläche,  die  den  Pol 
zum  Mittelpunkt  hat,  zu  convergiren  aufhört.  Es  ist  nun  beachtens- 
werth,  dass  einer  bestimmten  Form  der  Entwicklung  M  schon  eine 
bestimmte  Schaar  von  Grenzflächen  ■  der  Convergenz  entspricht  (im 
ersteren  Falle  eine  Schaar  paralleler  Ebenen,  im  zweiten  eine  Schaar 
eoncentriseher  Kugelllächen),  während  es  von  den  Werthen  der  Coef- 
ficienten  abhängt,  für  welche  Fläche  dieser  Schaar  die  -Divergenz 
eintritt. 

Offenbar  muss  nun  der  Ausdruck  ]i  für  das  ganze  Gebiet,  wo  die 
Function  V  bestimmt  werden  soll,  convergiren,  weil  man  nur  dann 
diesen  Ausdruck  in  die  Grenzbedingungen  einsetzen  kann  um  die  will- 
kürlichen Constanten  in  ihm  zu  bestimmen.  Andererseits  aber  lässt 
sieh  leicht  zeigen,  dass  ein  Ausdruck,  welcher  der  Dilferenüalgleiclning 
(1.)  genügt,  nur  da  wo  er  zu  convergiren  aufhört,  eine  willkürlich  ge- 
gebene Function  darstellen  kann.  Folglieh  muss  die  Form  des  Aus- 
drucks li  so  bestimmt  werden,  dass  die  Oberfläche  des  Körpers  eine 
der  ihm  angehörenden  Grenzflächen  der  Convergenz  ist. 

Es  soll  zunächst  für  einen  Ring  mit  kreisförmigem  Querschnitte 
diese  Aufgabe  gelöst  werden,  wa.s  für  manche  physikalische  Unter- 
suchungen nicht  unerwünscht  sein  dürfte. 

1. 

Legt  man  die  g-Axe  in  die  Axe  des  Ringes  und  den  Anfangspunkt 

der  Coordinaten  in  deu  Mittelpunkt  des  Ringes,  so  erhält  die  Gleichung 
der  Ringoberfläche  die  Form 

W*  +  f  +  »)■  +  «'-  <-'■ 
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Ich  suche  zunächst  statt  x,  y,  s  solche  Variabein  einzuführen, 
dass  eine  derselben  in^  der  Oberfläche  des  Ringes  einen  Constanten 
Werth  erhält  und  zugleich  die  DiffcrentifilG'leieliu.ug  >1;  eine  möglichst 
einfache  Form  behält. 

Führt  man  in  der  (x.  i/) -Ebene  Polarcoordniaten  ein,  indem  man 
x  =  r  cosip,    y  =  r  siuep 
setzt,  so  wird  die  DiHcrentialgleichung  (1.) 

a^v       7>v  JfiV         ?aF 

(i)  ^+^  +  ^w  +  w=° 

die  Grenzgleiehung  von  <p  unabhängig,  nomlich 

(>•  +  «)*  +  «"-<? 

und 

(r  —  af  +  2S  =  ca, 
also  in  der  (r,  s)-Ehene  die  Grenze  durch  zwei  mit  dem  Radius  c  um 
die  Punkte  ( —  a,  0)  und  {a,  0)  beschriebenen  .Kreise  gebildet. 

Ich  führe  nun  statt  r  und  0  zwei  neue  Veränderliche  p  und  ip 
ein,  indem  ich  für  r  -{-  zi  eine  Function  einer  complexen  Grosse  pe1'" 

und  die  Grösse  pe^'  als  Function  von  r -\- zi  so  bestimme,  dass  ihr 
Modul  j?  in  jedem  der  beiden  Grenzkreise  einen  coust anlen  Werth  er- 
hält und  sie  ausserhalb  der  beiden  Kreise  allenthalben  stetig  und  end- 
lich bleibt. 

Diesen  Bedingungen  wird  genügt,  wenn  man 

r +  «-'  +  "'*' 
und 

ß  =  —  y  =  Yaa  —  cc 

setzt;  denn  es  wird  dann 

„  +  ,+„ ——jri 

(a+f  +  ,0(B+f  _„■)-(•  +  >).  (°  +  r>»  (B  +  yV. 

1  +  pe  f  1  +  0C      ■ 

Diese  Grösse  wird  von  ip  unabhängig,  wenn 

£&— 

und  zwar 

=  0  +  f)V  -(«  +  «(»  +  7) 

Ebenso  wird  die  Grösse 

(—  «  +  1-  +  >•)  (—  o  +  f  —  zi) 
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von  ij>  unabhängig  und  zwar 

-(-<■  + CK- «  +  iO, 


**  —  -,  +  , 

Es  entsprechen  also  den  Werthen 

YV  ft_j_r         V*  —  rt  +  y 

zwei  um  die  Punkte  (—  a,  0),  (ö,  0)  mit  den  Radien 

)/(¥+7)V+r),  VFH-1)  F  «  +  r) 

beschriebene  Kreise.     Sollen  beide  Radien  =  c  werden,  so  muss 

(<■  +  (!)  (»  +  y)  -  (-  a  +  ß)  (-  o  +  r)  -  2a(ß  +  )0  -  0, 
also  y  =  —  ß,  <ia  —  ßß  =  cc,  also  ß  =  Yaa  —  cc  sein. 


Die  Umformung  der  i'üTererjüalgloiclunig  (!)  kann  dadurch  or- 
leichtert  werden,  dass  man   V  =  r"  (7  setzt,  wodurch 

8"7    .    JF  2"r/  «_i8f_i_    /         i\  »-irr 

-  '"'  57?  +  (»(•  +  1)  •'"-  |f  +  «"■"-*  f. 
und  jt   so   annimmt,    dass   das   zweite   Glied   wegfällt,   also   (i  =  —  ^. 
Die  Differentialgleichung  (I)  wird  dann 

Bezeichnet  man  nun  der  Kürze  wegen  die  eomplexen  Grössen 
r  -j-  ?A  durch  y  und  pc^1*  durch  tj  und  die  conjngirteu  Grossen  durch 
y'  und  tj',  so  erhält  man 

„  _  i  +  y_  _  ■  _  y  -  y 
2     '  a 

3(7        ,  /SP       3(7  -\  d*U        ,  ß*U    ,    d'U\ 

37  =  *  Xft  -  FI  V  >  ftty~*\fc*+W) 

folglich 

ß*U   ,    d'U\  ,      ,     ,,.   B*U 

ferner 
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W  T~  ./J    dydy  ■  '  '  '   öij  0jj'  iji/  9  log  jj  <■'  So;;  r/ 

oder  (da  ^tj'  =  9%  log  i;  =  log  q  +  ^s,  log  tf  =  log  p  —  ij)i) 

—  (i  -  oa)'  i  f  yg    .  ^ 

p»  t\d  logQ1    "*"  3l/W 

Die  partielle  DirTereiitialgleielnmg  wird  also 

(^J^  +  ^  +  P  +  i^o- 

3. 

Es  ist  jetzt  leicht,  U  in  eine  Reihe  von  particulären  Integralen 
dieser  Diffeirirtialgieidnrng  zu  entwickeln,  welche  gleichzeitig  für  alle 
Werthe  von  <j>  und   ip   eonvergirt   oder  divergirt.     Zu   dem  Ende   hat 

man  nur  diesen  particulären    Integralen  eiii;  Form,  /n  gehen 

nudtiplicirt  in  eine  Function  P  von  p,  welche  der  DitlVrentialgleichiuig 

OD       (!4>(^_„,)_(..-„p_o 

genügt.     Die   Besümmniig    der    willkürlichen   Co  Listanteil  ergieht  sich 
dann  durch  die  Fourier'sche  Reihe. 
Setzt  man 


d  log  q*        \     2     /     <Ji2     '         2 
und  die  DitrercHTmlgleidtung  (IT)  geht  Über  in 

-i)P-Q. 

Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  Glieder  von  zwei  ver- 
schiedenen Dimensionen  in  Eezug  aaf  t  und  lässt  sich  folglich  nach 
dem  seit  Euler  bekannten  Verfahren  durch  hyjiei'geom.e  tri  sehe  Reihen 
integrireu.  Die  Losung  lässt  sich  auf  sehr  mannigfaltige  Art  durch 
andere  hypergeo  metrische  Iteibon  iiusdriicken,  nemlicli  durch  solche, 
deren  viertos  Element  den  Werth  oder  den  reeiproken  Werth  folgender 
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neun    Grössen  hat. 


A  -  »V  _  [i  -  p)B  t  (i  +  p)a 
\i  +  e/  4e  *e      ' 


und  zwar  giebt  es  nach  jeder  dieser  achtzehn  (J  rossen  vier  verschie- 
dene Entwicklungen,  welche  der  Diflererilia.lgieich.urig  genügen,  von 
denen  indess  je  zwei  dieselbe  purticulare  Lösung  darstellen.  Im  All- 
gemeinen wird  man  nacli  der  kleinsten  dieser  Grössen  entwickeln. 
Entwickelt  man  nach  einer  solchen,  welche  für  p  =  1  verschwindet, 
so  zeigt  sich,  dass  von  den  beiden  parl.uulii.reii  Lösungen  die  eine  für 
p  =  1  unendlich  wird.  Da  V  endlich  bleiben  soll,  so  muss  in  dem 
Werth  von  P  der  Coefficient  dieser  parÜcniären  Lösung  verschwinden 
und  P  der  für  p  =  1  endlich  bleibenden  proportional  sein.  Von  den 
verschiedenen  Ausdrücken  derselben  will  ich  Einen  anzuführen  mich 
begnügen  und  durch  P"'"1  bezeichnen,  nenilieh 

P«,™  =  (1  _  QQy+iQ±mF(n  +  m  +  i,  n  +  £,  2«  +  1,  1  —  pp). 
Da  sich  in  den  Werthen  der  P">™  die  ersten  drei  Elemente  der  hyper- 
geometri sehen  Reihen  nur  durch  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  lassen 
sich  alle  P«.™  linear  in  zwei  derselben  P°'°,  P0'1  ausdrücken  (Comm. 
Gott.  rec.  Vol.  II*)),  welche  ganze  elliptische  Integrale  erster  und 
/weiter  Gattung  sind111*)  und  vielleicht  am  bequemsten  nach  dem  Prineip 
des  arithmetisch-geometrischen  Mittels,  d.  h.  durch  wiederholte  Trans- 
formationen zweiter  Ordnung,  gefunden  werden, 


*)  Gauss'  Werke  Bd.  III.  S.  131.  W. 

**)  Sämmtliche  P»j  ">  lassRii  sich  dunih  j>-hubc  i.-llijiti-eliu  inl.rgi'alo  im  weite ni 
Sinne  ausdrücken. 


/Google 


XXV. 

Gleichgewicht  der  Kleotricitiit  auf  Cylindern  mit  kreisförmigem 
Querschnitt,  und  parallelen  Axen.*) 

Das  Problem,  die  Verthoihing  der  statischen  Electrica  tat  oder  der 
Temperatur  im  Station Urt-n  Zustand  in.  unendlichen  evllvulrisehen  Leitern 
mit  parallelen  Erzeugenden,  zu  bestimmen,  vorausgesetzt  das*  im  ersteren 
Fall  die  vertheile.uden  Kräfte,  im  letzteren  die  Temperaturen  der  Ober- 
flächen eonstant  sind  längs  geraden  Linien,  die  zu  den  Erzeugenden 
parallel  sind,  ist  gelost,  sobald  eine  Lösung  der  folgenden  mathe- 
matischen Aufgabe  gefunden  ist: 

In  einer  ebenen,  zusammenhängenden,  einfach  ausgebreiteten,  aber 
von  beliebigen  Ourven  begrenzten  Flache  S  eine  Function  u  der  recht- 
winkligen Koordinaten  x,  y  so  zu  bestimmen,  dass  sie  im  Innern  der 
Flüche  tS  der  DüferenTisügleLcdirmg  genügt; 

und  an  den  Grenzen  beliebige  vorgeschriebene   YY'erthe  annimmt. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  zunächst  anf  eine  einfachere  zurück- 
führen: 

Man  bestimme  eine  Function  £=£-f-'J»  des  eomplexen  Argu- 
ments g  =  x  -|-  yi,  welche  an  sämmtlichen  Grenzcurven  von  S  nur  reell 
ist,  in  je  einem  Punkt  einer  jeden  dieser  Grenzcurven  unendlich  von 
der  ersten  Ordnung  wird,  übrigens  aber  in  der  ganzen  Fläche  S  end- 
lich und  stetig  bleibt.  Es  lässt  sich  von  dieser  Function  leicht  zeigen, 
dass  sie  jeden  beliebigen  reellen  "Werth  ai.il'  jeder  der  Grenzcurven  ein 
und  nur  einmal  annimmt,  und  dass  sie  im  Innern  der  Fläche  S  jeden 
eomplexen  Wertb  mit  positiv  imaginärem  'l'lieil  nraal  annimmt,  wenn 
n  die  Anzahl  der  Grenzcurven  von  S  ist,  vorausgesetzt  dass  bei  einem 
positiven  Umgang  um  eine  der  Grenzcurven  £  von  —  oo  bis  -f-  oo  gebt. 
Durch  diese  Function  erhält  man  auf  der  obern  Hälfte  der  Ebene, 
welche  die  complexe  Variable  t,  repräsentirt,  eine  «fach  ausgebreitete 

*)  Von  dieser  und  den  folgen  ileii  AhhuncUviiigeu  liegen  angeführte  Manuscripte 
von  Riemann  nicht  vor.  Sie  sind  aus  Blatt  c-m  zusammengestellt ,  welche  ausser 
wenigen  Andeutungen  nur  Formeln  enthalten.  W. 
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Flache  T,  welche  ein  confornies  Abbild  der  Fläche  S  liefert,  und 
welche  durch  die  Linien  begreift  ist,  die  in  den  n  Blättern  mit  der 
reellen  Axe  zusammenfallen.  Da  die  Flächen  S  und  T  gleich  vielfach 
zusammenhängend  sein  müssen,  nemlieh  «-lach,  so  hat  T  in  seinem 
Innern  2n  —  2  einfache  VotY.weigungspuHkte,  (vgl.  Theorie  der  Abel' - 
sehen  Functionen,  Art.  7.  S.  106)  und  unsere  Aufgabe  ist  zurückgeführt 
auf  die  folgende: 

Eine  wie  T  verzweigte  Function  des  eonrplexen  Arguments  %  zu 
rinden,  deren  reeller  Theil  u  im  Innern  von  T  stetig  ist  und  an  den 
n  Begrenzungslinicn    beliebige  viirgi'si'Lriebeue  Werthe  hat. 

Kennt  man  nun  eine  wie  T  verzweigte  Function  "fä  =  h  -f-  ig  von 
£,  welche  in  einem  beliebigen  l.'unkt  e  im  Innern  von  T  jogarlthnikscli 
unendlich  ist,  deren  imaginärer  Theil  ig  ausser  in  s  in  T  stetig  ist 
und  an  der  Grenze  von  T  verschwindet,  so  hat  man  nach  dem  Green' - 
sehen  Satze:  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen 
einer  veränderlichen  coniple.xen  Grösse  Art.  10.  S.  18.  f.) 

wo   die  Integration  über   die  v,  Begrcimiiigslinien  von  T  erstreckt  ist. 

Die  Function  g  aber  lässt  sich  auf  folgende  Art  bestimmen.  Man 
setze  die  Fläche  T  über  die  ganze  Ebene  £  fort,  indem  man  auf  der 
unteren  Hälfte  (wo  t,  einen  negativ  imaginären  Theil  besitzt)  das 
Spiegelbild  der  oberen  Hälfte  hinzufügt.  Dadurch  erhält  man  eine  die 
ganze  Ebene  %  «fach  bedeckende  Fläche,  welche  in  —  4  einfache  Ver- 
zweigungspnnkte  besitzt  und  weiche  sonach  zu  einer  Klasse  algebraischer 
Functionen  gehört,  für  welche  die  Zahl  p  =  n  ■ —  1  ist,  (Theorie  der 
Abel'schen  Functionen  Art.  7.  und  12.  S.  106,  112.) 

Die  -Function  ig  ist  nun  der  imaginäre  Theil  eines  Integrals  dritter 
Gattung,  dessen  Un s (.evi gt i vi tsp unkte  in  dem  Punkt  s  und  in  dem  dazu 
cunJLtgirteii  s'  liegen,  und  dessen  PeriodicitiitsmodLiln  sämmtlich  reell 
sind.  Eine  solche  Function  ist  bis  auf  eine  additive  Constante  völlig 
bestimmt  und  unsere  Aufgabe  ist  somit  gelöst,  sobald  es  gelungen  ist, 
die  Function  %  von  B  zu  finden. 

Wir  werden  diese  letztere  Aufgabe  unter  der  Voraussetzung  weiter 
behandeln,  dass  die  Begrenzung  von  S  aus  «  Kreisen  gebildet  ist.  Es 
können  dabei  entweder  säinmtliche  Kreise  ausser  einander  liegen,  so 
dass  sich  die  Fläche  S  ins  Unendliche  erstreckt,  oder  es  kann  ein  Kreis 
alle  übrigen  einsehliesseu,  wobei  .6'  endlich  bleibt.  Der  eine  Fall  kann 
durch  Abbildung  mittelst  reeiproker  Radien  leicht  auf  den  andern  zu- 
rückgeführt werden. 
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Ist  die  Function  J  von  0  in  S  bestimmt,  so  lässt  sich  dieselbe 
über  die  Begrenzung  von  8  stetig  fortsetzen,  dadurch,  dass  man  zu 
jedem  Punkt  von  .S'  in  Bezug  auf  jeden  der  Grenzk  reise  den  harmoni- 
schen Pol  nimmt  und  in  diesem  der  Function  £  den  conjngirt  imaginären 
Werth  ertlieilt.  Dadurch  wird  das  Gebiet  8  für  die  Function  t,  er- 
weitert, seine  Begrenzung  besteht  aber  wieder  aus  Kreisen,  mit  denen 
man  ebenso  verfahren  kann,  und  diese  Operation  lässt  sich  ins  Unend- 
liche fortsetzen*,  wodurch  das  Gebiet  der  Function  £  mehr  und  mehr 
über  die  ganze  «-Ebene  ausgedehnt  wird. 

Im  Folgenden  bedienen  wir  uns,  um  auszudrücken,  dass  zwei 
Grössen  a,  a    conjugirt  imaginär  sind,  des  Zeichens: 

die  dadurch  ausgedrückte  Verknüpfung  zweier  Grössen  bleibt  bestehen, 
wenn  beiderseits  eonjugirt  imaginäre  Grössen  addirt  werden,  oder  wenn 
mit  solchen  multiplieirt  oder  dividiri  wird;  auch  kann  beiderseits  die 
Wurzel  gezogen   werden,   wenn  dieselbe  richtig   erklärt  wird. 

Ist  nun   £  -[=  £'   und  entsprechen  den   Werthen   £,  %'  die   Werthe 

e,  s',  so  ist,  wenn  r  der  Radius  eines  der  Grenzkreise  von  S  ist,  und 

f.  im  Mittelpunkt  desselben  den  Werth  p  hat: 


woraus  sieh  ersieht: 


wenn  a,  b,  c,  d  Cons tauten   bedeuten.     Hieraus: 
dz     ,     ad  —  bc   da' 


Setzt  man  also: 


und  bezeichnet  die  Werthe,  welche  y,  yi  für  £'  annehmen  mit  ?/,  y[ 
so  ergiebt  sieh: 


(i) 


cifi .+  dy 
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A''V        ; 

d£*     ' 

Ya8  —  bc 

(2) 

Nun  folgt  aus 

(3) 

durch  Differentiation: 


oder 

w 

und  ebens« 
(5) 


Setzen  wir  also 

so  ist  s  eine  Function  von  g  die  für  eonjugirt  imaginäre  Werthe  von 
£  selbst  eonjugirt  i.mfiginii.re  Werthe  erhält,  und  die  sich  also  nicht 
ändert,  wenn  man  in  der  Fläche  T  und  ihrer  symmetrischen  Fortsetzung 
auf  beliebigem  Weg  zum  Ausgangspunkt  zurückkehrt.  Mithin  ist  s  eine 
wie  T  verzweigte  algebraische  Function  von  §;  y  und  y1  sind  particuläre 
Lösungen  der  linearen  Differentialgleichung  (7)  und  z  ist  das  Verhältnis« 
derselben.  Nimmt  man  umgekehrt  die  algebraische  Function  s  in  T 
beliebig  an,  jedoch  so  dass  sie  in  Mtnjugirtcii  Punkten  eonjugirt  imaginäre 
Werthe  erhält  und  mithin  für  reelle  Werthe  von  £  reell  wird,  und  nimmt 


■  Ita- 
lic 

■*3-l 

■*ft-o 

1    d'y 

1    d*y 

1     "i1!/', 

(2)  folgt  weiter: 

1   d*y. 

1  iV        i 
1    y  <*£'*       2/, 

«Vi 

JE," 

CO 


irgend  zwei  particuläre  Lösungen  von  (7),  so  liefert  die  Function  g  =  -- 
ein  conformes  Abbild  der  Fläche  T,  welches  durch  Kreise  begrenzt  wird. 
Die  dabei  auftretenden  unbestimmten  Constanten  hat  man  dadurch  zu 
bestimmen,  dass  dieses  Abbild  in  seinem  Innern  von  singulare»  Punkten 
frei  und  mithin  in  der  s-Ebene  einfach  ausgebreitet  ist,  und  dass  die 
Grenzkreise  gegebene  Lügen  erhalten. 
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XXVI. 

Beispiele  von  Flächen  kleinsten  Inhalts  bei  gegebener 
Begrenzung.*) 

I. 

Es  soll  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  hestimmt  werden,  welche 
;  ist  von  drei  Geraden,  die  sich  in  zwei  Punkten  schneiden,  so 
dass  die  Fläche  zwei  Ecken  in  ihrer  Begrenzung  und  einen  ins  Un- 
endliche verlaufenden  Sector  besitzt. 

Die  Winkel,  welche  die  drei  geraden  Linien  mit  einander  bilden, 
seien  a%,  ßit,  yit.  Auf  der  Kugel  wird  die  gesuchte  Fläche  abgebildet 
durch  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Winkel  a%,  ß%,y%  sind,  so  dass 
a  +  ß  +  y  >  1  ist. 

Es  mögen  mit  a,  h,  c  die  Punkte  bezeichnet  werden,  welche  in 
der  Ebene  der  complexen  Variablen  t  den  beiden  Ecken  und  dem  ins 
Unendliche  verlaufenden  Sector  entsprechen.  (Ueber  die  Fläche  vom 
kleinsten  Inhalt,  Art.  13.  S.  296.)     Dann  hat  man: 


S\ 


oder 


-  COll  St.  log        ,  ^=- 


fimmt  man,  was  freisteht,  a  =  0,  h  =  oo,  c  =  1  ai 

l,  so  folgt  hierans: 

du  =  const.  — =:     u  —  coiisl..  log- 

(1  -  t)  yi '                         *  i 

--V 

*)  FSv  das  f/vsto  dieser  hlei-piele  iiiiu.i.t  suJi  iivii'  c-: ] e i ' ■  i- j i  uirm-hieii  Blatt  in 
Riemann's  Nachlass  das  Resultat  kurz  aber  voilst.!;än.iij;  suis.rijgiibKii.  Bezüglich 
des  zweiten  lieyl.  nur  ein«  Rfil]■lOl,k^ms■  vor,  in  der  nicht  mehr  als  die  i-lcj^rlit-iikinr 
der  Lösung  ausgesprochen  ist.  l'iir  die  Ausf ulu-uifg  ist  daher  der  Ileraiisyehei'  «:r- 
antwortlich.  Einige  besondere  F-'iÜie  des  leutoren  Problem:;  sind  von  H.  A.  Schwarz 
behandelt.     (Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche.     Berlin  1871.1 
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und  die  letztere  Constante  hat  den  Werth  1/  ,  wenn  6' den  kürzesten 
Abstand  der  beiden  einander  nicht,  schneidenden  Linien  bedeutet. 

Setzt  man  nun  nach  Art.  14.  der  genannten  Abhandlung  (8.  298) 

so  sind  diese  Functionen  in  allen  Punkten  der  i-Ebene,  ausser  0,  <x>,  1 
endlich  und  einäudrig,  Lind  wenn  man  das  Verhalten  dieser  Functionen 
in  der  Umgebung  der  singidären  l'nnkte  nach  der  an  erwähnter  Stelle 
(8.  299)  angegebenen  Methode  untersucht,  so  erkennt  man,  dass  \,  \ 
zwei  Zweige  der  Function 


li  +  i  i  +  f  +  •  I 

sind,  und  für  1)  hat  man  den  Quotienten  zweier  Zweige  dieser  Function 


IT. 

Die  gesuchte  Fläche  vom  kleinsten  Inhall  sei  begrenzt  von  zwei 
in  parallelen  Rhenen  gelegenen  geradlinigen  Polygonen  ohne  ein- 
springende Ecken  und  mit  je  einem  Umlauf.  In  diesem  Falle  wird  die 
Fläche  zweifach  zusammenhängend  sein,  und  kann  erst  durch  einen 
Querschnitt  in  eine  einlach   zusammenhängende  verwandelt  werden. 

Die  Abbildung  der  Minimal  fläche  auf  der  Kugel  wird  begrenzt  sein 
durch  zwei  Systeme  von  Bögen  gross ter  Kreise,  deren  Ebenen  senk- 
recht stehen  auf  den  Ebenen  der  Grenzpolygone,  und  welche  dem- 
nach in  zwei  diametral  entgegengesetzten  Punkten  der  Kugelfläche  zu- 
sammenlaufen. Jeder  dieser  beiden  Punkte  entspricht  den  sämmtlichen 
Ecken  der  beiden  '■renzpolygone.  Au  jeder  l'olygonseite  findet  sich 
Ein  Umkehrpnnkt  der  Normale,  welcher  dem  Endpunkt  des  betreffen- 
den Kreisbogeiis  enl. spricht.  Das  Bild  der  Minimal  fläche  wird  also  die 
KugelfläjChe  vollständig  und  einfach  bedecken. 

Projiciren  wir  die  Kugel  flache  auf  ihre  Tangentialebene  in  einem 
der  Punkte  in  welchem  die  Begrenzungsbögen  zusammenlaufen,  so  er- 
halten wir  als  Bild  der  Minimalfläche  ein  Flächenstück  U,  welches 
die  Ebene  der  coniplexe.ti  Variablen  j;  völlig  ausfüllt,  und  begrenzt  ist 
einerseits  durch  ein  System  geradliniger  strecken,  welche  sternförmig 
vom  Nullpunkt  auslaufen,  bis  zu  gewissen  Punkten  G1}  Cs,  ...,  Cn, 
andrerseits  von  einem  System  ähnlicher  Strecken,  welche  von  gewissen 
anderen  Punkten    Q,  Ci,  ..,  Cm  nach   dem    unendlichen   fernen  Punkt 
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verlaufen,  und  deren  Verlan gerungen  daher  im  O-Punkt  zusammen- 
treffen (wenn  n  und  m  die  Anzahlen  der  Ecken  der  beiden  gegebenen 
Polygone  bedeuten). 

Diese  zweifach  zusammenhängende  Fläche  soll  nun  in  der  Ebene 
einer  complexen  Variablen  t  auf  eine  die  obere  Halbebene  doppelt 
bedeckende  Fläche  'J\  abgebildet  werden,  so  dass  den  beiden  Be- 
grenzungen die  reellen  Werthe  von  t  entsprechen.  Diese  Fläche  muss, 
damit  sie  zweifach  zusammenhängend  sei,  zwei  Verzweigungspnnkte 
enthalten.  Fügen  wir  zur  Fläche  Tx  ihr  Spiegelbild  in  Bezug  auf  die 
reelle  Axe  hinzu,  so  erhalten  wir  eine  die  ganze  ^-Ebcne  doppelt,  be- 
deckende Fläche  T  deren  vier  Verzweigungspunkte  eonjugirt  imaginären 
Werthen  von  (  entsprechen.  Durch  Einführung  einer  neuen  Variablen 
('  an  Stelle  von  t,  die  mit  t  durch  eine  in  Bezug  auf  beide  Variable 
quadratische  Gleichung  zusammenhängt,  lässt  sich  erreichen,  dass  die 
Verzweigungspunkte  den  Werthen  t'  =  +  i,  +  -r-  entsprechen,  worin 
h  reell  und  <  1  ist,  und  dass  ausserdem  einem  beliebigen  reellen  Werth 
von  (  ein  gegebener  reeller  Werth  von  t'  in  einem  der  beiden  Blätter 
entspricht. 

Wir  haben  also  i  als  Function  der  complexen  Variablen  ij  so  zu 
bestimmen,  dass  sie  in  jedem  Punkt  der  Fläche  H  einen  bestimmten, 
stetig  mit  dem  Ort  veränderlichen,  Werth  hat,  in  den  beiden  Be- 
grenzungen von  H  reell  ist,  und  in  je  einem  Punkt  der  beiden  Be- 
grenzungslhrien  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird.  Setzen  wir 
diese  Function  über  die  Begrenzung  hinaus  dadurch  stetig  fort,  dass 
wir  derselben  an  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  einer  jeden  Begrenzungs- 
strecke gelegenen  Punkten  eonjugirt  imaginäre  Werthe  ertheilen,  so 
hat,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Function  — j~  für  eonjugirt  imagi- 
näre Werthe  von  (  selbst  eonjugirt  imaginäre  Werthe.  Sie  ist  also 
in  der  ganzen  Fläche  T  einwerthig  und,  einzelne  Punkte  ausgenommen, 
stetig,  muss  mithin  eine  rationale  Function  von  t  und 

j(t)  =  Y(i  +  t>)(i  +  m>j 

gem. 

Bezeichnen  wir  die  reellen  Werthe  von  t,  welche  den  Punkten 
0,,  Gi, . . .,  Q,,  Oi,  G£, . . .,  Gm  entsprechen,  mit  c1,ct,..,c„,Ci,  <&,  ■  -,  tmj 
die  gleichfalls  reellen  Werthe,  welche  den  mit  dem  Nullpunkte,  bezw. 
unendlich  fernen  Punkte  zusammenfallenden.  Ecken  der  Fläche  H  ent- 
sprechen, mit  blr  b2,  ..,  b„,  b'i,  b'n,  ..,  b'm,  so  muss  — -—-  unendlich 
klein  in  der  ersten  Ordnung  werden  für 

t  =  Cj,  £,,  . .,  c,  <kf  c's,  . .,  cm, 
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unendlich  gross  in  der  ersten  Ordnung  für 

t  =  \,  h2,  ..,  &„,  ..,  Vi,  &,  ..,  6™ 
und  in  den  Verzweigungspunkten 

t-+J,+i- 

Wir  können  demnach  setzen: 

dlog-ij  =  ip{t,  d(t)) 

dt  V(i  +  t>)  (1  +k't*)  ' 

worin  <p  eine  rationale  Function  von  l  und  z/(7  i  b (.-deutet,  welche  unendlich 
klein  wird  in  den  Punkten  c,  c,  unendlich  gross  in  den  Punkten  b,  b', 
und  welche  dadurch  bis  auf  einen  eonsteinten  reellen  Factor  bestimmt  ist. 
Damit  übrigens  eine  solche  Function  (p  oxi  stire,  muss  eine  Bedingungs- 
gleiehung  zwischen  den  Punkten  c,  c,  b,  b'  bestehen,  vermöge  deren 
einer  dieser  Punkte  durch  die  übrigen  bestimmt  ist.  (Theorie  der 
Ahel'schen  Functionen  Art.  8.  S.  107.)  Ueherdies  kann  nach  dem 
oben  Bemerkten  von  den  Punkten  c,  c,  b,  V  einer  beliebig  angenommen 
werden.  Die  zu  log*;  hinzutretende  ■  additive  (Jon staute  ist  bestimmt, 
wenn  der  zu  einem  der  Punkte  c  gehörige  Werth  von  ij,  »j0,  gegeben 
ist    wonach  sich  ergiebt: 


logi)  —  logij0=  i 


In  diesem  Ausdruck  bleiben,  nachdem  %  und  c  festgesetzt  sind, 
noch  2n  -+-  Sm  unbestimmte  Consteuit.cn,  nemlich  2m  - 1  2m — -2  von 
den  Werthen  c,  c,  b,  V ,  der  Modul  h  und  ein  reeller  constanter 
Factor  in  <p. 

Für  diese  Constanten  ergeben    sich    zunächst    zwei  Bedingungen, 
welche  besagen,  dass  der  reelle  Theil  des  Integrals 
q>(t,  A(t))dt 


J\ 


über  eine  geschlossene     beide  Yetv.wei<>'uii;:'spiinkte  i,        eiusehliessende 


Linie  verschwinden  soll  und  dass  der  imaginäre  Theil  desselben  Inte- 
grals den  Werth  2jti  haben  soll.  Für  die  2n  -j-  2m  —  2  übrig  blei- 
benden Constanten  erhalt  man  eine  ebenso  grosse  Zahl  von  Bedingungen 
aus  der  Forderung,  dass  den  Punkten  c,  c  die  gegebenen  Punkte 
C,  C  m  der  i;-Ebene  entsprechen  sollen. 

Wir  denken  uns  nun  die  #-Axe  senkrecht  gegen  die  Ebenen  der 
beiden  Grenzpolygone  gelegt,  und  untersuchen  die  Abbildung  der 
Minimalfiäche  in  der  Ebene  der  complexen  Variablen  X,  nachdem  die- 
selbe  durch  einen   von  einer  Begrenzung  zur  andern  gelegten  Schnitt 
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in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  ist.  Der  reelle  Theil 
von  X  ist  dann  in  den  beiden  Begrenzungen  und  in  jedem  zu  den- 
selben parallelen  Schnitt  der  Fläche  constanl.  Der  imaginäre  Theil 
wächst,  während  man  an!'  einem  solchen  ISclniiÜ  hen.inijrehi,  beständig, 
und  zwar  im  Ganzen  um  eine  constante  Grösse.  Daraus  folgt,  dass 
das  Bild  unserer  Flache  in  der  X-Ebene  von  einem  Parallelogramm 
begrenzt  ist,  welches  die  Ebene  einlach  bedeckt,  von  dem  zwei  Seiten, 
welche  der  Begrenzung  der  Fläche  entsprechen,  der  imaginären  Axe 
parallel  sind.  Die  beiden  andern  Seiten,  die  den  Rändern  des  Quer- 
schnitts entsprechen,  können  zwar  krummlinig  sein,  kommen  aber 
durch  eine  Verschiebung  parallel  der  imaginären  Äse  mit  einander  zur 
Deckung. 

Dieses  Parallelogramm  muss  sich  auf  die  obere  Hälfte  Tt  der 
Fläche  T  so  abbilden  lassen,  dass  die  beiden  der  imaginären  Axe 
parallelen  Seiten  desselben  den  beiden  Rändern  von  Tl}  die  beiden 
anderen  Seiten  den  beiden  Ufern  eine«  Querschnitts  von  J\  entsprechen. 
Eine  solche   Abbildung  wird   daher  vermittelt  durch  die  Function 

x  =  w  C  ät      =-  +  er 

worin  die  Constante  Ü  reell  ist,  C  beliebig  angenommen  werden  kann, 
wenn  über  die  Lage  des  Anfangspunkts  auf  der  x-Axe  verfügt  wird. 
Ist  h  der  senkrechte  Abstand  der  beiden  parallelen  Grenzebenen,  so 
ergiebt  sich: 


=  4C 


J  1A1 


idt 


wodurch  die  Constante  C  bestimmt  ist. 

Hiernach   ist    die  Aufgabe,    abgesehen    von  der  Bestimmung  der 
Oonstitiii.en,  gelöst,  denn  man  hat  nach  den  Formeln  S.  292 


wodurch    die    Coordinaten   x,  y,  z   der   Minimal  fläche    als   Functionen 
zweier  unabhängiger   Variablen    dargestellt  sind. 

Für  die  in  tj  vorkommenden  konstanten  ergeben,  sich  noch  zwei 
Bedingungen,  welche  besagen,  dass  die  reellen  Theilc  der  Integrale, 
durch  welche  Y  und  Z  ausgedrückt  sind,  über  eine  den  Nullpunkt 
einschliessende  geschlossene  Cnrve  in  der  ■?;- Ebene  erstreckt,  den  Werth 
0  haben  müssen. 


/Google 


422  XXVI.     Beispiele  von  Flüchen  kleinsten  Inhalts 

Nimmt  man  h  und  die  Richtungen  der  begrenzenden  Geraden  als 
gegeben  ati;  so  hangen  unsere  Ausdrückt»,  abgesehen  von  den  additiven 
Gonst.ant.en  in  X,  Y,  Z,  von  n  -j-  m  —  2  unbestimmten  Constanten 
ab,  für  welche  man  die  Entfernungen  der  Punkte  G,  C  vom  Null- 
punkt in  der  /j-Ebeue  annehmen  kann,  /wischen  denen  nach  dem  so- 
eben Bemerkten  zwei  Relationen  bestehen  müssen.  Ebenso  gross  ist 
aber  auch  die  Anzahl  der  Constanten,  welche  die  gegenseitige  Lage 
der  Grenzpolygonc  bestimmen.  Man  kann  nemlieh,  indem  man  zwei 
Polygon seiten  zur  Fixirung  des  Coordinaten- Anfangspunkts  festhält, 
jeder  der  n  +  m  —  2  übrigen  noch  eine  Parallolversehiebung  in  ihrer 
Ebene  ertheilen. 


Einfachere  Gestalten  nehmen  die  Resultate  an,  wenn  wir  gewisse 
Symmetrieen  in  den  Verhältnissen  der  begrenzenden  Vielecke  voraus- 
setzen. Es  möge  im  Folgenden  der  Fall  betrachtet  werden,  dass  die 
beiden  Vielecke  regulär  seien  und  die  beiden  Endflächen  einer  gerade 
abgestumpften  geraden  Pyramide  mit  regulär-vieleckigcr   Basis   bilden. 

Die  (Jrnkehrpun k te  der  Normalen  liegen  in  diesem  fall  sämmtlich 
in  den  Mittelpunkten  der  begrenzenden  Geraden,  und  fallen  daher 
paarweise  in  dieselbe  durch  die  Axe  der  Pyramide  gehende  Ebene. 

Legen  wir  die  y-Axe  senkrecht  gegen  eine  der  begrenzenden  Ge- 
raden, so  wird  in  der  i/-Ebene  ein  Punkt  G  und  ein  Punkt  C'  in  der 
reellen  Axe  liegen,  auf  welcher  sie  die  Abstände  »;„,  rj'n  vom  Nullpunkt 
haben  mögen.  Die  Punkte  C,  bezw.  G'  liegen  auf  zwei  concen  tri  sehen 
Kreisen,  auf  welchen  sie  die  Ecken  je  eines  regulären  Polygons  bilden, 
und  zwar  so,  dass  immer  ein  Punkt  G  und  ein  Punkt  C  auf  demselben 
Radius-Vector  liegt. 

Da  nun  in  der  Begrenzung  der  fr1  Hiebe  T  ein  Punkt  beliebig  an- 
genommen werden  kann,  so  mag  festgesetzt  sein,  dass  dem  auf  der 
reellen  Axe  gelegenen  Punkt  G  der  Punkt  t  —  0  in  einem  der  beiden 
Blätter  von  T  entspreche.  Es  folgt  dann  aus  der  Symmetrie,  dass  das 
zwischen  G  und  6"  liegende  Stück  der  reellen  Axe  in  der  ij-Ebene  in 
der  Fläche  T  einer  Linie  entspricht,  welche  vom  Punkte  t  <=  0  im 
ersten  Blatt  nach  dem  Verzweigungspunlit  t  =  i,  und  von  da  zurück 
zum  Punkte  t  =  0  im  zweiten  Blatt  längs  der  imaginären  Axe  ver- 
läuft. Demnach  hat  die  Function  <p(t,  d(t))  für  rein  imaginäre  Werthe 
von  t' selbst  rein  imaginäre  Werthe,  und  dem  Punkte  C  entspricht 
der  Werth  t  ~  0  im  zweiten  Blatt. 

Nun  wird  die  Fläche  II  durch  die  Substitution  rjif  =  ij0i;J,  auf  eine 
mit  .ffcongruen.te  Flüche  H'  abgebildet  in  der  Weise  dass  die  Punkte  C  in 
die  Punkte  C  übergehen  und  umgekehrt  (nur  in  vertauschter  Ordnung). 
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Hieraus  ergiebt  sieh,  dass  den  beiden  in  der  Flache  H  gelegenen  Punkten 
rj  und  jj'  =  2222.  über  einander  Hegende  Punkte  in  beiden  Blättern  der 
Fläche  T  entsprechen/  Und  da  d  log  -q  +  d  log  ij'  =  0  ist,  so  muss 
<p(t,  d(())  in  übereiii  ander  Holenden  Punkten  beider  Blätter  denselben 
Werth  haben,  ist  also  rational  in  t  auHdrüekbar  und  hat  zufolge  der 
oben  gemachten  Bemerkung  die  Form  t^(t'i)i  wenn  ip  eine  rationale 
Function  bedeutet 

Dies  veranlasst  uns,  die   Fläche  T  auf  eine  Fläche  S  abzubilden 
durch  die  Substitution: 

i  4.  m*  =  S 
wonach   der  oberen  Hälfte   der  Fläche  T  ein   die  s-Ebene  einfach  be- 
deckendes Blatt  entspricht,  welches  längs  der  reellen  Axe  zwischen  den 

Punkten   s  =  1    und  s  =  ,  -    und   zwischen    den    Punkten    s  =  —  1. 
k 

s  =  —  .-.-  aufgeschlitzt  ist.  Die  Ränder  dieser  beiden  Schlitze  ent- 
sprechen den  Grenzen  der  Fläche  H.  Für  X  ergiebt  sich  hiernach  der 
Ausdruck 


r <h 


*-fw>- 


ds 


fltl-^l 


ist,   während   sich   ij  als   algebraische  Function   von  s  darstellen  liisst. 
Für  eine  Begrenzung  durch.  Quadrate   rindet  man 


i-VIS 


»)  (1  -  ms) 


'    (1+  AM)   (!+»'«) 

den  Ecken  des  Quadrats  in  der  einen  Begrenzung  Entsprechen  die 
Punkte  s  =  — ,  s=-  p  beiden  Itiuiderii  des  Schlitzen,  den  Umkehr- 
punkten  der  Normalen  die  Punkte  s  =*  .1 ,  s  =  -v-  und  ein  an  beiden 
Rändern  des  Schlitzes  gelegener  Punkt  s' =  -,  der  aus  der  Gleichung 
— -?—  =  0  zu  bestimmen  ist,  und  man  hat; 

1  >  m  >  n  >  tu'  >  k.  *) 

*)  Es  lägst  sich  die  vorst(!l!r.'!i'.ic  lieti.,;icl]1ut];:  :i  i:f  viele  i'^iUr-  ausdehnen ,  :*i 
denen  die  beiden  J'oiy^oiie  nicht  ivgidiii'  -dnd.  So  lichij.lt  der  ob.igc  Ausdruck  für 
ij  seine  Gültigkeit   luv   die  riegreitzung  durch  /,wci  .Kcehtcclie,   deren  Mittelpunkt' 
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Für  die  Begrenzung  durch  gleic.liaei.tige  Dreiecke  ergiebt  sieh: 
■Vi  , 


/l  -ma\l  /l  —  fcsU 


Um    für    diesen    letzteren    Fall    die  Möglichkeit    der    Oonstanten- 

bestimmung    au    irntersn eilen    setze    man  zunächst  s  =  +  1,    wodurch 
sich  ergiebt: 

i\  -  »i\#  /i  —  k\l        ,        n  +  m\i  n  +  t\i 


-vk,  i/J=(^)*(^ 


und  für  den    besonderen  Fall,  dass  beide   Dreiecke  congruent  sind 

Den  Ecken  des  Dreiecks  in  der  einen  Begrenzung  entsprechen  die 
Punkte  s  =  —  au  beiden  Räudern  des  Schlitzes  und  der  Punkt  j-,  so 
dass  1t  <  m  <  1  sein  muss.  Der  erste  Umkehrpunkt  der  Normalen 
findet   statt   für  s=l,   die    beiden    amieru    entsprechen    einem   Punkte 


s  =  —  an  beiden  Rändern  des  Schlitzes,  so  dass 

k  <  n  <  m 
sein  muss.     Für  n  erhält  man  zunächst  aus  der  Gleichung        *jv  =  0 

die  Bestimmung: 

j,  =  im(«  +  2k) 
n    ~       2m +  k       ' 
woraus  für  jedes  Werthsystem  von  Je,  m,  welches  der  Bedingung 

0<ft<m<l 
genügt,  ein  Werth  von  «  hervorgeht,  welcher  zwischen  Je  und  m  liegt. 
Man  erhalt  aber  zwischen   m,  n,  Je  noch  eine   zweite   Gleichung, 
welche  ausdrückt,  dass  für  s  — —    rf  =  jjo  werden   soll.     Diese  Glei- 
chung ist: 

ll  +  m)    IT+Ä  =  \«4-m/    iT+ft 
und  wenn  man  aus   diesen   beiden  Gleichungen  ji  eliminirt,   so  erhält 

mau  folgende   Relation  zwischen  b  und  m: 

aus  welcher  h  durch  m  zu  bestimmen  ist. 

in  einer  zu  ihrer  r.büt«:  senkrechten  Liuit'  Liegen,  vuranügusütal  dass  der  Modul 
von  ij'i\  für  die  Üiukehrpunkte  der  Normalen  denselben  Werth  hat.  Dies  findet 
z.  8.  statt  wenn   beide  Jveäueeke  Kongruent  sind. 
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I„R*, 


Für  k  =  0  ist  die  linke  Seile   dieser   Gleichung   Null,  die  rechte 
— ,  für  h  =  m  ist  der  Unterschied  zwischen  Imker   und    rechter  Seite 

(i  -  »v 

»(3  +  M*)> 
also  positiv  für  m  <  1.     Es  existirt  daher  zu  jedem  Werth  von  »t  der 
kleiner  als    l  ist,  eine   ungerade  Anzahl   von  Wertheil  von  k  <  m.     Da 
sich  nun  ferner  leicht  ergiebt  rlass  die  Function 
(1  +  «'  +  »»>)»  (t  -f  2my 

zwischen  &  =  0  und  ft  =  «*  nur  Ein  Maximum  hat,  so  folgt,  dass  für 
jedes  m  <  1  Ein  und  nur  Ein  unseren  Bedingungen  genügender  Werth 
von  fc  gefunden  werden  kann,  und  darnach  ergiebi.  sieb  auch  nur  Ein 
zugehöriger  Werth  von  n.  Für  die  beiden  Grenzen  m  =  0  und  m  =  1 
erhält  man  7e  =  n  =  m. 

Für    die    Functionen   X,   Y,  Z  finden    sieh   hiernach,    wenn   man 
über  die  additiven.  Couslanten  verfügt,  die  Ausdrücke: 


•n-j  ■ 


«*J   y(,  = 

»■)  (1  -  SV) 

fi          /* 

di                  i 

8  V  '/(1  = 

•■)  (1  -  *'.-)    I1 

»R   r 

d. 

Ytjr^')  (t-F^j 


Die  beiden  noch  übrigen  (.konstanten,  m-  und  j/i;,.,?/!,  bestimmt  man 
aus  den  gegebenen  l.ii.ngen  der  llrei.eekseiien.  Bezeichnen  wir  diese 
mit  ß  und  h,  so  ergieht  sich: 


»a  r  ds  i    .  i\ 


besonderen  Fall  a  =  b  ist  j^sjo  —  1  und  es 
■r  Oonstanten.  m  die  eine  transcendente  Gl< 

a_  _  _*_   /'  ds /      .    i  \ 


In  dem  besonderen  Fall  a  =  6  ist  ^0»/ö  =  1  und  es  bleibt  zur  I 
Stimmung  der  (Jonstanten  w.  die  eine   Lranscendente  Gleichung 
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Lässt  man  in  dem  Ausdruck  z-ur  Rechten  m  von  0  bis  1  gehen,  so 
behält  derselbe  positive  Werthe,  wird  aber  an  beiden  Grenzen  unendlich 
gross.  Er  imiss  also  für  einen  zwischen  lio^uiuli\u  Werth  von  m  ein  Mini- 
mum haben.  Daraus  folgt,  dass  es  für  das  'Verhältnis  -j-  eine  untere 
Grenze  giebt,  jenseits  der  die  Aufgabe  keine  Lösung  mehr  hat,  während 
für  jeden  Werth  von  -=-,  der  über  dieser  Grenze  liegt,  zwei  Werthe 
von  »m,  also  zwei  Lösungen  der  Aufgabe  existiren.  Es  ist  anzunehmen, 
dass  nur  der  kleinere  der  beiden  Werthe  von  m  einem  wirklichen 
Minimum  des  Flächeninhalts  entspricht. 
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XXVII. 

Fragmente  über  die  Grenzlälie  der  elliptischen  Modiü- 
funetionen. 

I, 

Additamentum  ad  g™  40. 

[Fimdamenta,  nova,  thcorii«;  fuinjtiümim  ullipticamm.] 
Formulae    in   hoc   §"   propositae   in  eo  casu,    ubi  modulus  ipsius  q 
umtatein    aequat,    r.onsideratione    satis    dignae    videntur,    quippe    quae 
funetiones    unius    variabilis    pro   quovis   argumenti  valore   discontinuas 
praebeant. 

Series  quidem  propositae  magna  ex  parte  pro  modulo  ipsius  q 
unitati  aequale  doii  coiivei'guiil:,  sei!  integramlo  series  konvergentes  inde 
erivari  possunl.;  itnrpie  prinio  integral ia  f'orniulamin  1  —  7  proponaimis 

48)     /'(log*  -  logiVq)  ti  _  -  41og(l  +  S)  +  |  log(l  +  q') 

-TtogCi  +  rt+aiogCi  +  sl--- 

49)J-log^-41„gl±i  +  |logi±i;  +  A1„gl±|+... 

50)  Jl«g"  ~  -  41og(l  +  S)  +  1  log(l  +  q>)  +  i  log(l  +  3s)  +... 

61)    /(?-  1)^~_41°8(1"S)  +  ^I°S(1™aI)^^l0B(1_95)+  " 

52)  J^^_41ogi±ä_ilogiiai  +  |l0gi±|i;  +  ... 

53)  J^„1^_„41og(1+9)+|log(1+g,)_|Iog(1+,/)+... 

,,  - ,       1  — ■  <»i    .    St,       1  —  öS        2t,       1  —  qH    , 
=  —  2(  log— .— i-r  4-  ----  log  - T  -7 .  —  ■■-  log-— j-'-p  4-  ■■■ 
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(M)  f(SKJ£_  j)  H  „  _± i„g(i  +  s>)  +  i i„g(l  +  <fl 

-^i«g(i  +i,")  +  nh^  +  *")—■ 
-  -  ¥  los  rr?j  +  ¥  >°s  rrü 
-  ¥  '"s  rr$  +  ¥  los  i^f-i  -  •  • ' 

ubi  logarithraos  ita  sunieodos  esse  niau.If'eskLin  eyi,  ut  evaimscaiit  ponilo 
3-0. 

Functiones   eaedem    ad   dignitak-s   ipsius   q   evolutae   adhibitis   Cl' 

Jacobi  dcuotalionibus  hoc  modo  reprauKuntantur 

(55)  y (i„g  *  _  iog  m)  ii  _  _  4  2  ^  («» -  ^  -  ä «" 

(56)  J'-ksi'Ü-S^f!' 

(57)  Jl„g^i?_42'^>(«'-|ä"-lS"-5«"-nä"'--: 

(58)  /"('Lg  _  i'l  jl  _  4  V  JWi''""~ "'' 

J   V  «  }    1  ^1       a'(4m-  l)s» 

(59)  j-njc*,_s2tut2£: 

w/fr-')?-42^ 

+  4y  tw/+'14-"'' 

■tf-J      2,+1(4m  —  1)B« 

(J31)  y^  _ ,)  ^ _ _  4^, <ö|^=£ 

-r     ^J     2'+>(4»-i)'» 
Aeenratiori  nmutiuiium  propositai'uni  clisquisitioni  tanquam  leuima 
antemittimus  theorema  sequens  generale. 
Si  series 

«D  +  «i  +  «i  H 
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eo  quo  scripsimus  online  sumiiiata.  snnimam  liubet  convergmtem,  functio 
ipsius  r  hae  serie 

«„  +  «,»'  +  «,.•'  +  •■• 

expressa,  convergente  r  versus  limitein  1,  convergit  versus  valorem 
eundem, 

Hine  facile  deducitur 

Si  functio  f{<i)  complexae  quantitatis  q  pro  inodulis  ipsiua  q  tmi- 
täte  minoribus  cxhibeatur  per  seriem 

«o  +  <h  1  +  'htf  H 

lianc  seriem  pro  valore  ((„  cujus  modulus  sit  unitas,  si  [habeat  sum- 
mam,  expriinere  valorem  euni,  quem  functio  f(q)  iianeiscätur  conver- 
gente q  versus  q0  itaf  ut  modulus  tantura  mutetur,  i.  e.  secundum 
notam  repracsentationeitj  geoinetrieam,  appropiuquante  puncto,  per  quo d 
quantitas  q  repraesentatur,  in  linea  ad  limitem  spatii,  pro  quo  functio 
est  data,  norniah. 

Quamobrem  hos  tantum  valores  l'unctionum  propositarum  hie  re- 
spieimus,  etiamsi  evolutiones  48  —  54  lathis  pateant, 

Sit  brevitatis  gratia  (x)  aut  absolute  minima  quantitatum  a  quan- 
titate  x  numero  integro  distantium,  aut,  si  x  es  uumero  integro  et 
fractione  -  composita  est,  =  0,  porro  E(x)  numerus  integer  maximus 
non  major  quam  x:  obtinemus  e  48,  attribuendo  ipsi  q  valorem 
So  ™  e^ 

(62)   JOogfc-log4j/2)^ 

=  — 21og4cos-~  4-  -■  log4cos  —  —  -^  log 4  cos-g- 

+  ^log4cos^ 

-*-*(£)+{?C-3-irC-3+^©— • 


7(-  l)"log4  coa  — 

Pars  imaginaria  hujus  seriei  convergit,  quieunque  est  valor  ipsius 
x,  pars  realis,  si  x—  est  numerus  surdus,  non  convergit,  sin  minus, 
denotando  literis  m,  n  mimeros  integros  inter  se  primos,  et  ponendo 
—  =  —  ita  exhiberi  potest 
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1°  si  n  est  impar,  aequalis  fit, 

„        I     (—  l)*0OB— 

—     >   j —  log4  cos ■  -:,  log  4  . 

2°  si  n  est  par,  rlesignante  p  tiumevum  imparera 
2(-l)'log4cos^-"  , 


-i2- 

quae    forum la    iiianifesto  ita   est    intelligenda,    functionem   proposiUui). 
tui btrücta  iYmetiojie 


-  C-  i)" 


,  3°  -  g   . 

3  So  +  2 


si   convergat  q  modo   Kiipni   slubililo   versus  l.iiriii.em  q„,  convergere  ver- 
sus liniiteiii  linitum,  ejnsque  valorem  assignat. 
Perinde   obtiu.eU.ir 

(63)  I  _iogÄ^  =  -2logtgT— -tgT_-logtg-r 

+S(fö-(H+i))+- 

i    t  — a 

(64)  /  log  —  —  =  2  log  4  cos  ~  +  "ä  1°8  4  cos  L--  -| 

—  I„g4  sui-  +... 
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-*■#.  +  ?)  +  *?£  +  ?)- 
=  ,•loi5tg(^),  +  iiogtg(l2±^)"  +  ii„gtg(5£±i)'+- 

+  ¥((S  +  i)-(S  +  !))  +  - 

/¥  f — 2l0='=t  + 1 lostgl?  - !  »v*'-t  +  - 
+  ^(©-(£+{))-T((g)-(S+0)+- 


+^((£+i)-(£+i))+¥((S+i)-(S+S)+- 

(67)  f(m-i)<b 21og4«o.L'  +  llog4co.5f! 

—  -  Jog4  cos  -^ — |-  •  •  ■ 

-4»te)+i?(S)"¥(s)+"" 

-  -  flog  tg  (2^)*  +  i  log  tg  (isi^)" 

-|i»gtg(i^),+--' 
-^((£+i)-(£+5) 

+f(fr:+i)-(K  +  j))- 

(68)  y'(^'-l)|  =  -l„g4cos^  +  !log4coS3x' 

— '7log4eos5^-f 

-«©  +  ¥(¥)-"(")  +  ••■ 

— 4  log  tg  (* + j)'  +  4  log  tg  (21 + 4)" 

-4logtg(3»  +  j)+- 
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-((i+ä~(-:+i))+i((¥+D-(^+i)) 

~f((¥+0-(~+!))  +  - 

Posito  x  =  —  2jt  fit  pars  imaginaria  formulae  65 
1°  si  w  est  numerus  par 

2"  ai  n  est  numerus  impar 

=  2-^2}-  ^fTn=(?  +  S)  (-  V 

quam  patet  habere  valorem  finitum,  uisi  jj  est  ^0  mod  4. 
Convergentia  summae 


postulat,  ut  data  quantitate  quam  vis  parva  £  assignari  possit  terminua 
«n,  a  quo  summa  usque  ad tennhium  quemvis  am  extensa  lmiLciseutiir 
valorem  absolutum  ipso  s  minorem.     Iam  posito  brevitatis  gratia 

£  „  + 1  =  an  + 1 

£„  +  £=«,1+l+«„  +  . 


functio 

/■(•■)-«.  +  «.>■  +  «.<■'  +  •" 

facile  sub  hac  forma  exhibetur 

-  «„  +  ».,.-  +  o, ,•>  +  ...  +  „„,-  +  «„  +  „«  +  '  +.(«„+,-  «,+,)f  + 

+  («.+, -*+,)f+' 

-«,  +  «,  »■  +  <%>■*  H h«.'-"+«.+i('-  +  '~'-  +  *) 

+  „„  +  ,(,"+»-,■.+')+... 

Unde  patet  convergente  r  versus  limitem  1  functioneni  f(f)  tandei 
quavis  quantitate  minus  a  valore  seriei 

o,,  -j-  o,  -j-  öj  . . . . 
distare.     Sumiuii  torniiiiorum  altioris  gradus  quam  m,  quum  aint  £„4. 
fi«+a, .  -  ex  hyp.  omnes  omisso  signo  <  s,  differentiaeque  r>!+1  —  j-"  +  a 
omnes  positivae,  manifesto  evadit  quantitate  absoluta 

<  e(rn+1  —  rn  +  *)  +  £(»-"+ 3  —  »*+*)  -  -  ■ 

<  £/«+  ' 

auteni  terminorum  non  altioris  gradus  quam  »  est  functio  a 
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gebraica  ipsius  r,  quam  consl.nl.  n jipi'opiuqvi ando  r  unitati  sunimae 

an  +  ff,  +  .«a  +  ■  ■  ■  +■ «« 
quantumvis  app  1:0  p  in  qua  vi   posse;    unde  palet  appi'opmqtiundo  r  unitati 
dillort/nuam   l'imctiouis  f{r)  a  valore  sorici 

«„  + «,  h — 

infra  quantitatem  quamvis  datnm  descendere. 

Es  hoc  theoremate,  qviod  Cl°  Abel  tribuendum  esso  C!1,s  Dirichlet 
modo  (1852  Sept.  14)  quam  antecedentia  jam  essen t  scripta  monuit, 
iVi.f;il(;  deducitur 

IL 
logfc  =  ]og4^^  +  2'(--l)',  J^-^,     q  =  exi. 

1)  x  =  — JT,     n  ungerade. 
l„gt_i(i  +  2'(-l).|tgS.j) 

-''f-  +  2i/2c-i)-tg~»i3? 

-y?(-r/*- 

-^  +  ^(2,^(-i)'-2(-i)^&-+i)) 
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2)  x  =  —ff,    *M,  n  ungerade. 

9  -  So  2»s  ^J  *"         «      B  1  -  2" 

2 /.Jr^  Ti—hil  2  (~  i)'+"««--(«'"  - 1)«-« 

3)  ai  = -—  je,  m  nngürndo. 

2/,|^  k-  h i  J(-  »•— - •(-— »-< 

*  =  2rm  -+-  4n  mod.  8« 
-^ +  f<  +  2_2i1°S(l- «'•+"-)-• 

■i(8»((-l)'-(r-l)-(-l)'r)+8»(-l)'(4»-l)) 

-A  +  ^i  +  2Jl«!(l  -  «■'-)  =i(-  I)' 
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,  A  +  f  i  -  4  ^log  (-  «"")  17,  (-  1)' 

(#)  =  absolut  kleinster  Rest  von  a;. 


-log/;' =  8  V}  — ^7  =  4i  VpV,   j  — «■«. 

1)  a;  =  t—  je,  m  ungerade. 

0,  »  1,4«— 1  Sln    2B 

J  ^J  1  _*"  1  -  „'"■ 

-_2llog(]  +  «»<>'+»)  -  log(l  +  «—»+'))] 
__.„-((„_2)„„42'«("4^)) 

2)  #  =  — ,  »  ungerade.  «  =  ea" 

=  9  —  3o  *«a  U        '        J      ^J_    1  —  ccB"  1  —  «ama 

-A  + 


°/2t^-^2  2X- 


1)  t  =  m(2r+  1)  mod.  2« 

2)  (  =  m(2r+  1)  +  » 
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log(l  _«>*+■>)  2.  (!_!_)„ 


.^+8^ 


-82l»g(l-«"("+"+-)ÄV— 
-  A  +  82  ¥  (t)  (log(l-«"'+-)  -  log(l-«-»-+"")) 

-  4^Q  (log(l— «»-+I-+»)— log(l_«-»»+(~+i).)) 
_^  +  8^p)((!=:ii±^_(J-^»)) 

-'+«•£(*)( ) 

=  ^  +  ^2fö)((--±(Sti,-")-(-z?4F))' 

*W(t  =  1  mod.  » 


l0g!?  =  451-L-log('fc^W4V|('J-T-|-STN| 
-^l^  +  ^T^f 

1)        X— 31,    n    n)lg('l';iuir. 

,  _  >*'       i     _  v  1 1)"'°~" — 
'  1  +  r«'""    .z      1  +  1» 


„«■  +  '. 


■  ä^  ^  5ST+ 


=  log^  +  a^loga  "  «"-)  (-  1)'  n» 

-*§log(l-  «"■•+•)  (-l)ri» 
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-  A  + 12  &  +  ?)  (-  D'2«  -  I2(t)  (- 1)'2" 


e=  —  ffi,  «  ungerade,  m  ungerade,  i 


1)  t  =  2m»"  mod.  4« 

2)  i  =  2*»*-  +  2n 

~A-  22V*(i  -  «" )  k  (-  Vfe)  4» 

+  22^(1  -«»'  +  ")  (-l)'(^) 

mft,  =  1  mod.  2n 
3)      #  =  ö-  n>  m  ungerade. 

-  A  +  ä/|S  n  22  2J-  i)«(^?)  «"•"«- 

=  ^1  +  2rei^1(—  l)r  f-^-T — — )  >    «»,«  =  1  mod.  4w. 
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Erläuterungen  zu  den  vorstellenden  Fragmenten 

von  K.  Dedekind. 

Die  Entstelnmg*ieit,  (September  1852)  des  ersten  der  beiden  Frag- 
mente macht  es  wahrscheinlich,  dass  Riemann  darauf  ausging,  für 
die  Abhandlung  über  die  trigonometrischen  Reihen  Beispiele  von 
Functionen  zu  finden,  die  unendlich  oft  in  jedem  Intervall  unstetig 
werden,  und  es  ist  möglich,  dass  die  zweite  Untersuchung,  welche  sich 
auf  einem  kaum  leserlichen  Blatt  findet,  demselben  Zwecke  dienen  sollte. 
Die  hier  von  Riemann  benutzte  Methode  zur  Bestimmung  des  Ver- 
haltens der  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auftretenden 
Modulfunctionen  für  den  Fall,  dass  das  complexe  Pcriodenverhältniss 
K'i        logg 

sich  einem  rationalen  W'eitlie  nähert,  gestattet  aber  eine  sehr  inter- 
essante Anwendung  auf  die  sogenannte  Theorie  der  unendlich  vielen 
Formen  der  $•- Function  eil .  nenilieh  auf  die  Bestimmung  der  ,bei  der 
l.'ransioi'niation  erster  Ordnung  au) 'treten den  Coustanten,  welche'  be- 
kanntlich von  Jacobi  und  Hermite  auf  die  Gauss'schen  Summen, 
also  auf  die  Theorie  der  quadratischen  Reste  zurückgeführt  ist.  Da 
ich  diese  Bemerkung  erst  in  den  letzten  Tagen  vor  dem  Abdruck  ge- 
macht habe,  so  ist  keine  Zeit  übrig  geblieben,  die  Currcctheit  der 
Riemann'schen  Formeln  in  den  reellen  Theilen  genau  zu  prüfen;  da 
sie  sieh  aber  sämmtlich  aus  der  im  Folgenden  angedeuteten  Unter- 
suchung ergeben  müssen,  so  wird  hoffentlich  ihre  Mitthetlung  auch  ohne 
diese  Prüfung  gerechtfertigt  erscheinen. 

Den  Mittelpunkt  der  Theorie  dieser  Modulfunctionen,  welche  man 
auch  ganz  unabhängig  von  der  der  elliptischen  Functionen  aufstellen 
kann,  bildet  gewissermaassen   die  Function 

,(»)  _  1"K(1  -  1")  -  <f'Ml  -  i") 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist,  und  wo  das  Productzeichan  sich  auf  alle  positiven  ganzen 
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Zahlen  v  erstreckt.  Da  diese  Function  der  complexen  Variablen 
ot  =  x  +  yi,  deren  Ordinate  y  stets  positiv  ist,  im  Innern  des  hier- 
durch begrenzten,  einfach  zusammenhängcndei]  Gebietes  nirgends  Null 
oder  unendlich  gross  wird,  so  sind  auch  alle  Potenzen  von  i}(cd)  mit 
beliebigen  Exponenten,  und  ebenso  logij(ra)  durchaus  einwerthige 
Functionen  von  ra,  sobald  ihr  Wertb  an  einer  bestimmten  Stelle  fest- 
j  ist.     Die  Function  logij(<»)  soll  dadurch  deiinirt  werden,  dass, 


wenn  y  über  alle  Grenze)!  wachst,  also  £  =  1"   unendlich   klein  wird, 

logijf»  —  ^!  =  o 
wird.     Nun  ist  bekanntlich  (Fundam.  nova  §.  36.) 

,r    .*  '(1) 


l/f- 

also  nach  der  obigen  F 

log, (21)  +  log,(f)  +  log, (4  ")  -*;  +  31og,W 
log  k  —  log  4  +  "  +  4  log  ,  (8«)  -  4  log  ,  (i±i) 
log*  -  *'  +  41og,(f)  -41og,(l±^) 
log!?  _  _  «  +  41„g,(^)_  -  21og,(«) 

wo   die  Logarithmen   linker  Hand   (wie   in  den  Fund,  nova  §.  40)  als 
einwerthige  Functionen  von  w  so  definirt  sind,  dass 

log/c  —  log  4  —  ^-l  =  logfc  —  log4>^, 
log«    und  log  — 
mit  q  unendlich  klein  werden. 

Aus  diesem  Verhalten  der  Functionen  ergiebt  sich  nun  mit  Hülfe 
der  Transformation  erster  Ordnung  der  fr-Functionen  ihr  Verhalten 
bei  Annäherung    von   a    an    einen    reellen    rationalen   Worth,    also    bei 
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Annäherung    von  q  an   eine   bestimmte   Einheit« Wurzel  i/u  (die   irratio- 
nalen  reellen  Werthe   gehören   in    gewissem  Sinne   gar  nicht  mit  zur 

Begrenzung  dos   Gebietes  der  Variablen  a).     Setzt  man 


^(ä,o)  ■ 


-% 


;s+i)9l  +  (3  +  «(^-^ 


=  2ij(w)  lu  8inßjtn(l  —  1»*+*)(1  —  1»'-*) 

so  wird,  wenn  man  die  mich  ,•■  genommene  Derivirte  dureli  einen  Ace-ent 
bezeichnet, 

»',(0,»)-2«l(»):'- 
Sind  nun  et,  ß,  y,  S  vier  der  Bedingung 
aÖ  —  ßy  =  l 
genügende  ganze  Zahlen,  so  ist  bekanntlich 

»>  ('•  !££)  ~  «V^F^  l1'"-1-'""»,  ((« +  m»,») , 

wo  C  eine  von  cc,  ß,  y,  Ö  und  der  Wahl  der  Quadratwurzel  abhängige 
achte  Einheits wurzel  bedeutet,  deren  Rc  Stimmung  von  Herraite  auf 
die  Gauss'schen  Summen  zurückgeführt  ist.  (Liouville's  Journal, 
Serie  II.  T.  III.  1858.)     Für  m  =  0  ergiebt  sieh  hieraus 

also 

•it^fl)  =  <*(«  + MM»)- 

Man  kann  daher,  wenn  ß  ^  0  ist, 

setzen,  wo  die  einwerthige  Function 

lo^  =  log(,-"±/-) 
so  definirt  werden  soll,  dass  ihr  imaginärer  Theil  zwisclien  den  Grenzen 
+  ^  liegt,  wahrend  logß*  reell  zu  nehmen  ist;  dann  wird  h  eine 
durch  a,  ß,  y,  Ö  vollständig  bestimmte  ganze  Zahl  sein,  welche  die- 
selbe bleibt,  wenn  diese  vier  Zahlen  mit  ( —  1)  multipücirt  werden. 
Die  vollständige  Bestimmung  dieser  ganzen  Zahl  h  leistet  offenbar  noch 
sehr  viel  mehr,  als  die  Bestimmung  der  obigen  Einheitswnrzel  c. 

Um  dies  zu  erreichen,  lasse  man  m  =  x  -f-  yi  dem  rationalen,  in 
kleinsten  Zahlen  ausgedrückten  Werthe  ~  sich  so  annähern,  dass  mit 
y  auch 
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{«  +  §*)* 
unendlich  klein  wird,  so  wird 

'  =  r  +  ^°>  _  £  _         i 

der  Art  unendlich  gross,   dass  q  =  l*1"   unendlich  klein,  und  folglich 

logi)(m')  —  ~  =0 
wird.     Bei  dieser  Annäherung  wird  mithin 
0  -  log <)(<»)  +  ylog— Jf-  +  4  log?"  +  iMj.  +  >.)  +  TT  -  T5p 

und   da   alle    Glieder   mit  Ausnahme    der   beiden   letzten   nur  von  den 
beiden  Zahlen  a,  ß  abhängen,  so  kann  man 

setzen,  wo   2( —  a,  ß)  und,  wie   sich  leicht  zeigen  liesso,   auch  ( —  a,  ß) 

selbst  eine  lediglich  von  den  beiden  relativen  Primzahlen  k,  ß  a.blni.ngemk; 

ganze  Zahl  bedeutet,  durch  deren  Einführung  der  Annäherungssatz  die 

form 

(II)  ü  _  log  ,(«,)  +  12-s*^  -,  +  \  logi^ 


+  ilog»'  +  ^t 


.> 


annimmt,  wo  m  und  n  <-  0  zwei  beliebige  relative  Primzahlen  bedeuten, 
und  angenommen  wird,  dass  o  =  x  +  yi  in  der  angegebenen  Weise 
sich  dem  Werth  —  nähert,  nenilicli  so,  dass  mit  #  auch 

» 
unendlich   klein   wird.     Ersetzt    man   m,  n   durch  —  in,  —  »,  so   er- 
giebt  sich 

(III)  (—  m,  —  n) («*,  ») 

ausserdem  folgt  aus  der  obigen  Definition  des  Symbols  (—  ff,  0),  weil 
ft  eine  ganze  Zahl  und  «iJ=  1  (mod.  JJ)  ist,  allgemein 

(IV)  3»(m,  »)  5=:  ma  -f-  1     (mod.  w). 

Zugleich  nimmt  die   obige  Gleichung  für  die  Transformation  erster 
Ordnung  der  Function  log  rj(c> ■  die  folgende  Form  an: 


(V) 


Die   Fundamental  eigen  Schäften    des    Symbols   (m,  w)    ergeben    sieh 
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nun  auf  folgende  Weise.     Aus   der  Definition  von   log  17(0)   folgt  un- 
mittelbar 

logij(l  +  a)  =  logij(to)  +  ^- 
Bei  Annäherung  von  w  an  —    nähert   sieh   nun    1  -j-  ca    dem    Wertli 

— ,  welcher  gleichfalls  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt  ist,  und 

folglich  wird  nach  dem  obigen  Annäherungs-Satze 

0  =  log,(l  +  »)  +  „.(.*'_„  +  kXo^r 

.     1  ,  g     .     Bfi»  +  *,«)  —  in  —  «      . 

+  -logra3+  Va^T- **' 

woraus  durch  Vergleichung 

(m  -j-  »,  w)  =  (m,  ») 
also  allgemein 

(VT)  ( m',  »)  =  (*»,  n)  wenn  »»'  ^ee  j»  (mod.  n) 

folgt.     Aus   dem    allgemeinen    Transformation*  -  fcwitze    (V)    ergiebt   sich 

ferner 

log,  (=1)  _  log,(»)  +  ilog(-  oi)  +  ^pi, 
oder,  da  für  ei  =  i 

(VII)  (0,  1)  — (»i  1)  — 0 

folgt, 

!og  n  fv)  =  log  »jH  +  ^log(—  toi); 

nähert  sich  nun  hierin  w  dem  Werth  — ,  also  dem   Werth  , 

so    ergiebt   sich,   wenn   m   ebenfalls   von   0   verscliieden   ist,   aus   dem 
Annidierungs-Satze  (IT) 

0  -  losn  (—)  +  am£7-m)  +  i^Häir 

1,  s    ,    8(— «,  m)  +«     - 

+  ^logm8  +  -i-     i2m        **i 

durch  Vergleichung  mit  dem  ursprünglichem  Annäherungs- Satze  (II) 
unter  genauer  Berücksiel itiguug  der  über  die  Logarithmen  gemachten 
Festsetzungen  ergiebt  sich  das  Resultat 
(VTIT)  2m(m,  n)  —  2n{ —  n,  m)  =  1  +  j»8  +  n2  +  Sin» 
wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  au  nehmen  ist,  je  nachdem  j?ik 
positiv  oder  negativ  ist.  Dasselbe  ist  nur  ein  specieller  Fall  des 
folgenden,  welches  man  erhält,  wenn  man  in  dem  allgemeinen  Trans- 
formations-Satze  (V),  die  Variable  oi  sich  dem  Werth  —  annähern 
lässt:    Sind  m,  n  und  m,  ri,  zwei  Paare    von  relativen  Primzahlen,  so 
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wird,  wenn 

n"  =  nm  —  mri 
gesetzt  liiuI  m    durch  die  Congrnenzen 

m'fn"  =  m,     n'm"~n     (mod.  ri') 
bestimmt  wird, 

2nri(m",  ri")  —  2rin"{m,  n)  -j-  2nri'{m,  ri) 
=  ri1  -f-  w's  +  w"3  +  3ww'n" 
wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
nn'n"  positiv  oder  negativ  ist.  Aber  offenbar  ist  der  Wort.li  des  Sym- 
bols 0»,  ri)  schon  durch  die  Sätze  (VI),  (VII),  (VIII)  vollständig  be- 
stimmt, und  man  findet  denselben  durch  eine  Art  Kettenbruch -Ent- 
wicklung. 

Es  ergiebt  sich  ausserdem,  dass  ;illget)]eia 

(■ — ■  m,  ri)  =  —  (m,  ri),    (m,  —  »)  =  (m,  n) 
ist;   der   erstere    dieser  beiden  Sätze   kann   auch  daraus  abgeleitet  wer- 
den, dass  logjj( — o,)  mit  log  ■>;(»)  conjugirt  ist,  wenn  m1  die  mit  w 
conjugirte  eomplexe  Grösse  bedeutet. 

Man  kann  ferner  ohne  Verletzung  dieser  Blitze  die  Bedeutung  des 
Symbols  (m,  ri)  auch  auf  den  Fall  n  =  0  ausdehnen,  woraus,  da  m 
stets  relative  Primzahl  zu  n  sein  soll,  m  =  -\-  1  folgt,  und  es  er- 
giebt  sich 

(+1,  0)  =  +  l. 

Es  ist  endlich  allgemein 

(m',  ri)  =  (m,  ri)  wenn  mm  =  1  (mod.  «) . 

Diese  Zahlen  (im,  ri),  deren  Theorie  die  Untersuchungen  von  Her- 
rn ite  über  die  von  ihm  mit  g>(ra),  v(g>),  x(f0)  bezeichne  teil  Functionen 
in  sich  schliesst  (Sur  la  theorie  des  erjnations  modulaires.  1859),  be- 
sitzen die  merkwürdigsten  zahlentheoretiscliüii  Eigen-diaiten:  aber  es 
ist  nicht  leicht,  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  dieselben  zu  finden. 
Mit  Hülfe  der  von  Riemann  in  dem  zweiten  Fragmente  angewandten 
Methode  gelingt  es  aber  einen  solchen  Ausdruck  in  Form  einer  end- 
lichen Summe  aufzustellen. 

Bedeutet  r  einen   positiven   echten   Bruch,   der   sich   der   Einheit 
nähert,  so  kann  man  bei  normaler  Annäherung  von  to  an  — 
m  - logr  a s m 

setzen,  wo  logr  reell  und  k  =  1"  =  o  "    ist.     Gleichzeitig  wird 
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wo  die  Logarithmen  rechter  Hand  für  r  =  0  verschwinden,  oder  nach 
der  Umformung  von  Jacobi  (Fund,  nova  §.  39) 

log,(»)  -  =|! -  2v  ,  1°?„„,  ■ 

wo  v  wieder   alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufen  muss.     Nähert 
sieh  nun  r  dem  Werthe  1,  so  wird  nach  dem  Annäherung  s- Satze  (II) 

<>  =  -  21  r1^  +       *'    i  +i  loglogi 

—  1~ra  6«2log7 

+  l'°gg+""'6t''". 
wo  alle  Logarithmen  reell  zu  nehmen  sind;   durch  den  Uebergang  zur 
conju girte ii  Grösse  erhiilt  man  gleichzeitig 

0 yi  ,  r**7*'.,  H ~~  +  i loglog^ 

A*         1-r«  6«al0g- 

folglich  wird  für  •/■  =  1 

yi_ ''«"_ „vi _j^1_ _  &.•)". 


oder 


wo  zur  Abkürzung 


gesetzt  ist.     Es  lässt  sich  nun  beweisen,  dass  die  Reihe 

wenn  ihre  Glieder  nach  wachsenden  v  geordnet  werden,  auch 
noch  für  r=  1  convergirt  und  an  dieser  Stelle  stetig  ist,  d.  h.  dass 
sie  sieh  dem  Grenzwerth 


nähert,  wo  a"  den  aus  «,,  für  r  =  1  hervorgehen  den  Cuel'licienten  be- 
deutet. Durch  Vereinigung  von  je  zwei  Gliedern  «,.,  welche  den  In- 
dices  v  =  sw  +  e  und  v  =  (s  +  l)m  —  ff  entsprechen,  wo  0  <  e  <  — , 
ergiebt  sich  nemlich  leicht,  dass  der  Modul  der  Summe 

Ay  =  «!  +  «2    -J-  "    ■    +  Oy 

für  alle  Werthe  von  r  einschliesslich  r  =  1  unterhalb  einer  von  r  und 
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v  unabhängigen ,  endlichen  Constanten  bleibt,  woraus  die  obige  Be- 
hauptung nach,  einem  Satze  folgt,  den  ich  durch  Verallgemeinerung 
der  Abel'schen  Prhicipien  gefunden  habe  (Dirichlet,  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie,  2.  Aufl.,  §.  143.  Amn.).     Es  ist  daher 

und  die  Summe  rechter  Hand  lässt  sich  nach  der  von  Riemann  an- 
gewandten, von  Dirichlet  herrührend™  Methode  (Iteclierehes  sur 
diverses  applications  ete.  §.  1  in  Crelle's  Journal  Bd.  19)  in  Form 
einer  endlichen  Summe  bestimmen,  weil 

und  (wenn  n  positiv  vorausgesetzt  wird) 

K  +  al  +  • '  '  +  K  =  ® 
ist.     Durch  Anwendung  der  Gleichung 

4- /*■->** 


ergiebt  sich  auf  diese  Weise 


f    f¥>     *• 

J   i-«r    "' 


m—2<i* 


gesetzt  ist.  Durch  Auflösung  in  Partialbrüche  und  Ausführung  der 
Integration  folgt 

<Ajri  --  2««—)  log  (i  -  «-'), 

wo  t  ein  vollständiges  tlestsystem  (med.«)  mit.  Ausschluss  von  t  =  0 
durchläuft,  und  der  imaginäre  Theil  der  Logarithmen  zwischen  +  —, 
also 

zu  nehmen  ist,  wenn  der  Deutlichkeit  halber  der  von  x  um  eine  ganze 
Zahl  abstehende,  zwischen"-]-  —  liegende  Werth  nicht  mit  (?/;),  sondern 
mit  ((a:))  bezeichnet  wird.     Durch  Anwendung  der  Transformation 
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erhält  man  den  auch  für  v 


Jen   vorsU'hiriiciev;  Jirn^aiiui"!  l-"i  . 
=  n  geltenden  Ausdruck 


a"  =—  "S,0a~mro  —  —  "Va 
y         n  ^j  n  ^j 

und  hieraus  folgt  leicht 

/■(«—)  -  2a- *~"'  - [_ "  -  w  -  - 

wenn  allgemein  mit  \t)  der  in  der  Reihe  6  =  0,  1,  2  . . .  (w  —  1)  be- 
findliche Rest  der  Zahl  t  nach  dem  Modul  n  bezeichnet  wird.  Man 
erhält  daher,  wenn,  wie  oben  vorausgesetzt  wurde,  n  positiv  ist, 


-2«     -'■  - 


^-.Sira-i-fli^-i))- 


wo  £  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  ri)  v.u  durchbluten  hat.  Dieser 
Ausdruck  für  (m,  n)  in  Form  einer  endlichen  Summe  lüsst  sich  noch 
umformen  und  bedeutend  vereinfachen,  was  aber  hier  unterbleiben  soll. 
Es  sollen  hier  nur  noch  zum  Schluss  die  Formeln  zusammengestellt 
werden,  die  sich  aus  dem  Hauptsatze  II.  und  dem  Fonnelsystem  I.  für 
die  Annäherung  von  a>  an  den  WerLb  —  ergeben,  woraus  die  Riemann'- 
schen  Resultate  folgen  müssen.  In  demselben  ist  zur  Abkürzung  ge- 
setzt 

A  =  -rri—, ---,-,       B  =  -log         1-  -rloswa. 

Es  folgt  dann: 

(2  (m,  n)  - 


log,(»)        +2A  +  B  4   ,■:,-'. 

log,  (2a,)    +    ^  +  B  +  Ilog2 


log, (2»)    +4A  +  B  +~ 

(t)    +  ^  +  B  +$• 

(y)     +^  +  ^~|l°s2  +  ^ 

°gi(ir)+  ■*+*  +iä 


(2.,,,  „)  _  ,»} 


wenn  »  =  1  (mod.  2) 

•>t)— ") 

wenn  sa  =  0       „ 
2()»,2«)  — wj 

wenn  m  =  1       „ 

wenn  «1  =  0      „ 

2(m  +  «,  2»)  — «1  — »] 
wenn  m  -f-  «  =  1  (mod.  2) 

'f*-*, -)-=£-*}       ' 
wenn  m  -f-  n  e^  0  (mod.  2) 
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und  hieraus: 

I.  wenn  »1  =  n  =  1  (mod.  2) 

2  (2,»,  »)  +  (».,  2»)  +  2  (i±i,  .)  -  6  (>»,  ») 
log*  -  124  -  2  log  2  +  =£  +  |5  {(^-,  «)  -  (2.»,  »)) 
log*'  —  124  —  21og2  +|1  J2('" ■+— ,  »)  -  (tu,  2»)j 

log"—-  124— 2B+21og2  +  |i  j(m,  »)  —  2("±",  »)} 
IL  wenn  3»  — -  0,  n  ^  1  (mod.  2) 

2(2,»,  11)  +  2(2   »)  +  («1  +  »,  2«)  —  6(»s,  ») 
log*  —  —'  +  |j  {(«1  +  »,  2»)  -  2(2»?,  »)} 

logi'  .,  -  124  +  21og2  +  -*;  {(m  +  n,  2»)  -  2(f,  »)] 

log?-  -  2-B  +  ^  {(">,  »)  ~  (»»  +  »,  2»)} 

III.  wenn  »j  =  1,  w  =  0  (mod.  2) 

4(«,  y)  +  (m,  2»)  +  (»>  +  »,  2»)  —  6(».,  ») 
log*   —  —  124  +  2Iog2  +  ~  +  |i  Um  +  s,  2«)  —  4(l»,  y)} 
logt'  -=  +  £  Um  +  «,  2»)  —  (m,  2»)J 

log^-  -  2-B  +  *!  }(.»,  »)  -  (>»  +  »,  2»)} 
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XXVIII. 

Fragment  aus  der  Analysis  Situs. 

Zwei  Einstrecke  werden  derselben  oder  verschiedenen  Gruppen  zu- 
gerechnet, je  nachdem  das  eine  stetig  in  das  andere  übergehen  kann 
oder  nicht. 

Je  zwei  Einstrecke,  welche  durch  dasselbe  Pimkteuaar  begrenzt 
werden,  bilden  zusammen  ein  zusammenhängendes  unbegrenztes  Ein- 
streck und  zwar  kann  dies  die  ganze  Begrenzung  eines  Zweistrecks 
bilden  oder  nicht,  je  nachdem  sie  derselben  oder  verschiedenen  Gruppen 


Ein  inneres,   zusammenhängendes,    unbegrenztes   Einstreck  kann, 
genommen,  entweder  zur  ganzen  Begrenzung  eines  innern  Zwei- 
strecks ausreichen  oder  nicht. 


Es  seien  alr  a%,  ..,  am  m  innere  : 
«-Strecke,  welche,  einmal  genommen,  weder  einzeln  noch  in  Verbin- 
dung ein  inneres  n  +  1-Streek  vollständig  begrenzen  können,  und 
bl}  b2,  ..,  bm  m  ebenso  bescbalTene  «-Strecke,  deren  jedes  mit  einem 
oder  einigen  der  a  zusammengenommen  ein  inneres  n  -J-  1- Streck  voll- 
ständig begrenzen  kann,  so  kann  jedes  innere  zusammenbringende 
W-Streck,  welches  mit  den  a  die  ganze  Begrenzung  eines  inneren  n  -\- 1- 
Strecks  bilden  kann,  dies  auch  mit  den  b  und  umgekehrt. 

Bildet  irgend  ein  unbegrenztes  inneres  n-  Streck  mit  den  a  zu- 
sammengenommen die  ganze  Begrenzung  eines  inneren  n  -f-  1-Strecks, 
so  können  in  Folge  der  Voraussetzungen  die  a  nach  und  nach  elimi- 
nirt  und  durch  die  6  ersetzt  werden. 

Ein  !i-Streek  A  heisst  in  ein  anderes  B  veränderlich,  wenn  durch 
A  und  durch  Stücke  von  B  ein  inneres  n  -j-  1- Streck  vollständig  be- 
grenzt werden  kann. 

Wenn  im  Innern  einer  stetig  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  mit 
Hülfe  von  m  festen,  für  sich  nicht  lieg  reu/  enden,  n-  Strecksstücken 
jedes  unbegrenzte  M-Streek  begrenzend  ist,  so  hat  diese  Mannigfaltig- 
keit einen  m  -f-  1-fachen  Zusammenhang  wter  Dimension. 
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Eine  stetig  ausgedehnt«  zusammenbringende  Mannigfaltigkeit  heisst 
einfach  zusammenhängend,  wenn  der  Zusammenhang  jeder  Dimension 
einfach  ist. 

Ein  Querschnitt  einer  begrenzten  stetig  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit A  heisst  jede  im  Innern  derselben  verlaufende  zusammen- 
hängende Mannigfaltigkeit  B  von  weniger  Dimensionen,  deren  Be- 
grenzung ganz  in  die  Begrenzung  von  A  fallt. 

Der  Zusammenhang  eines  u-Strecks  wird  durch  jeden  einfach  zu- 
sammenhängenden n —  sw-streckigen  Querschnitt  entweder  in  der  mten 
Dimension  um   1   erniedrigt  oder  in  der  m —  Iten  Dimension  um  1 

i.'lhölLL. 

Der  Zusammenhang  jiter  Dimension  kann  nur  geändert  werden, 
indem  entweder  unbegrenzte  nicht  begrenzende  «.-Strecke  in  begrenzte 
oder  begrenzende  in  nicht  begrenzende  verwandelt  werden,  ersteres  in 
sofern  zur  Begrenzung  eines  /i-Streeks,  letzteres  in  sofern  zur  Be- 
grenzung eines  «■  -f-  1-Strecks  neue  Theile  hinzukommen. 


Abhängigkeit    des   Zusammenhangs    der  Begrenzung    B   einer   stetig 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  A  von  dem  Zusammenhang  derselben. 

Die  unbegrenzten  innerhalb  B  nicht  begrenzenden  Vielstrecke 
zerfallen  in  solche,  welche  innerhalb  A  nicht  begrenzen,  und  solche, 
welche  innerhalb  A  begrenzen.  Untersuchen  wir  zunächst,  wie  der 
Zusammenhang  von  1>  durch  einen  einfach  zusammenhangenden  Quer- 
schnitt von  A  geändert  wird. 

A  sei  von  der  w-ten,  der  Querschnitt  q  von  der  jwten  Dimension, 
a  eine  Hülle  eines  Punktes  von  g  von  der  n  —  1  —  mten  Dimension, 
welche  g  nicht  schneidet,  p  die   Begrenzung  von  q. 

Der  Zusammenhang  von  A  wird  in  der  w  —  1  —  m  ten  Dimension 
um  1  vermehrt,  wenn  a  innerhalb  A'  nicht  begrenzt,  in  der  w— mten 
Dimension   um    I    vermindert,  wenn  a  innerhalb  A'  begrenzt 


A'~  A- 


)  wenn  a  innerhalb  A    nicht  begrenzt  («) 


_  (m  -f-  1 

~\       i  )  wenn  a  innerhalb  A'  begrenzt  (ß) 

*) 


*)  Es  finden  sich  im  Manuscript  hiev  noch  emi^L!   Zeichen,  deren  Bedeutung 
und  Zusammenhang  ieh   nicht  entziffern  konnte. 
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Aenderung 

I.  a  innerhalb  Ä  nicht  begrenzend  vüll  ^  von  jj 

a  innerhalb  B'  nicht  begrenzend  /m -\-  1\       /n  —  m—1     m  \ 

folglich  j)  innerhalb  1)  begrenzend.  \  -|-  1  /        \       +1          +1/ 

II.  a  innerhalb  A'  begrenzend  .    . 

a  innerhalb  B'  nicht  begrenzend  (          )        (                               J 
folglich^)  innerhalb  11  begrenzend. 

III.  tt  innerhalb  Ä  begrenzend 
a  innerhalb  B'  begrenzend 


+  i 


Zwei  VielstrecksLlieüe  (llaiiintheile)  heissen  /.vi äMiimen hängend  oder 
einem  Stück  gehörig,  wenn  sich  von  einem  inneren  Punkt  des  einen 
durch  das  Innere  des  Vielstrecks  (Raumes)  eine  Linie  nach  einem 
inneren  Punkt  des  andern  ziehen  lässt. 

Lehrsätze  aus  der  Theoria  Situs. 

(1.)  Ein  Vielstreck  von  weniger  als  n—1  Dimensionen  kann  nicht 
Theile  eines  w-Strecks  von  einander  scheiden.  Riu  zusammenhängendes 
w-Streek  hat  entweder  die  Eigenschaft,  durch  jeden  n  —  1  -slreckigen 
Querschnitt  in  Stücke  zu  zerfallen  oder  nicht.  Den  Inbegriff  der  er- 
steren  bezeichnen  wir  durch  a. 

Wird  ein  unter  a  gehöriges  w-Streck  durch  einen  n  —  2-streckigen 
Querschnitt  in  ein  anderes  verwandelt,  so  ist  dies  zusammenhängend 
und  gehört  entweder  zu  a  oder  nicht, 

Diejenigen  «-Strecke  a,  welche  durch  jeden  n  —  2-streckigen 
Querschnitt  unter  die  Nicht-«  versetzt  werden,  bezeichnen  wir  durch  aL. 

(2.)  Wird  ein  Vielstreck  A  durch  einen  f(-streckigen  Querschnitt 
in  ein  anderes  A'  verwandelt,  so  bildet  jeder  Querschnitt  von  mehr 
als  ft  -J-  1  Dimensionen  von  A  einen  Querschnitt  von  A'  und  um- 
gekehrt. 

Wird  eins  der  »-Strecke  %  durch  einen  »—  3-streckigcn  Quer- 
schnitt in  ein  anderes  verwandelt,  so  gehört  dies  zu  den  a  (2),  kann 
aber  entweder  zu  den  aL  gehören  oder  nicht. 

Diejenigen  unter  den  öj,  welche  durch  jeden  n  —  3-streckigen 
Querschnitt  unter  die  Nicht -fl^  versetzt  werden,  bezeichnen  wir  durch  öj. 

Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man  zuletzt  eine  Kate- 
gorie aK_2  von  «-Strecken,  welche  diejenigen  der  ß„_3  umfasst,  die 
durch  jeden  ein  streck- igen  (linearen)  Querschnitt  unter  die  Nicht-««  _  3 
versetzt  werden.    Diese  «-Strecke  «„_>>  nennen  wir  einlach  z 
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hängend.  Die  n- Strecke  ah  sind  also  einfach  zu s tun inen hängend,  in 
sofern  von  Querschnitten  von  n  —  ft  —  2  oder  weniger  Dimensionen 
abgesehen  wird  und  sollen  bis  zur  n  —  (*  —  2ten  Dimension  einfach 
zusammenhängend  genannt  werden.*) 

Ein  «-Streck,  welches  nicht  bis  zur  n  —  lten  Dimension  einfach 
zusammenhängend  ist,  kann  durch  einen  n — 1 -streckigen  Querschnitt 
zerlegt  werden,  ohne  in  Stücke  zu  zerfallen.  Das  entstandene  n- 
Streck  kann,  wenn  es  nicht  bis  zur  n  —  lten  Dimension  einfach  zu- 
sammenhängend ist,  durch  einen  ähnlichen  Querschnitt  weiter  zerlegt 
werden,  und  offenbar  lässt  sich  dies  Verfahren  fortsetzen,  so  Sänge 
man  nicht  zu  einem  bis  zur  n  —  lten  Dimension  einfach  zusammen- 
hängenden gelangt  ist.  Die  Anzahl  der  Querschnitte,  durch  welche 
eine  solche  Zerlegung  des  ü-Htrecks  in  ein  bis  zur  ersten  Dimension 
einfach  zusamuienliiingendes  bewerkstelligt  wird,  kann  zwar  na.ch  der 
Wahl  derselben  verschieden  ausfallen,  offenbar  aber  muss  sie  für  eine 
Gattung  von  Zerlegungen  am  Ideinsten  werden. 


*)  In   Uebevein Stimmung  mit   dem.  Folgenden  sollten  wohl  die  «-Strecke  «,„ 
als  zusammenhängend  Mb  zur  n  —  ft  —  lten  Dimension  bezeichnet  sein. 
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XXIX. 

Convergenz  der  p-fach  unendlichen  Theta- Reihe.*) 

Es  kann  die  Unters  nein»  ig  der  Convergenz  einer  unendlichen  Reihe 
mit  positiven  Gliedern  immer  reducirt  werden  auf  die  Untersuchung 
eines   bestimmten   .Integrals  mich  folgendem  Satz: 

Es  sei 

Ol  +  «2  +  «s  +;  ■  '  •  • 
eine  Reihe  mit  positiven   abnehm enden  Gliedern,    ferner  fix)  eine  mit 
wachsendem  x  abnehmende  Jnmction,  so  ist: 

a  +  X 

f(a)>jf(x)äx>f(a+l) 
und  mithin: 

B+l 

W  +  AI)  +  ■•■+/■(«)  >ff(x)dx  >  f(l)  +  /'(2)  +  ■  -  ■  +  f(n  +  1). 

Die  Reihe 

«0)  +  AI)  +  /'(2)  +  •  •  •  • 
eonvergirt  und  divergirt  daher  gleichzeitig  mit  dem  Integral 


jm 


üx. 


Ist  nun  /'(«)  positiv  und  o,^<.f(ii),  so  wird  die  Reihe: 

ebenfalls    eonvergiren ,    sobald   jenes  Integral   eonvergirt.     Daraus  folgt 
der  Satz: 

Ist  aa<.f(x),  sobald  n>x  ist,  so  eonvergirt  die  Reihe  2Ja.„,  so- 
bald das  Integral  j  f(x)dx  eonvergirt, 

*)  Diese  und  die  folgende  Abhandlung  tied  niiim-  VorUnung  entnommen, 
welche  Kieniann  in  den  Jahren  1861  u.  18()ü  gelullten  hat.  Her  Bciivheitung  liegt 
ein  von  G.  Hoch  geführtes*   lieft  üu  <3 runde. 
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Setzt  man  nun  x  =  rp{y),  f{%)  =  f(<p(y))  =  ■f  &)j  a°  erhält  man 
Jf(x)dx-j'F(i,)9'(9)d,j. 

Wenn  nun  die  beiden  Variablen  x,  y  gleichzeitig  ab-  und  zuneh- 
men (und  zwar  bis  unendlich)  so  wird  nach  dun  gemachten  Voraus- 
setzungen mit  wachsendem  y  F(y)  abnehmen,  inj/)  wachsen.  Darnach 
gehen  die  oben  gefundeneu  Redjngungcn  der  Uonvergenz  iu  folgende 
über: 

Die  Reihe  2La,t  eonvergirt,  wenn  für  n  >  (p(y)  <f„.  <  F(ij),  oder,  was 
dasselbe  ist,  wenn  für  a„}>F(y)  n  <  q>(y)  ist  und  das  Integral 

l  F(y)yXy)äy 
eonvergirt. 

Ist  nun  «„  >  FQf),  so  sind  es  auch  alt  a2!  ..,  a„  —  i.  Ist  also 
<t*  +  i<F(y),  so  ist  n  die  Anzahl  der  Reihen glied er,  welche  grösser 
als  Ffy)  sind.     Daher  liisst  sich  der  Satz  auch  so  ausdrücken: 

Sind  F(g),  <p(y)  zwei  Functionen,  von  denen  die  erste  mit  wachsen- 
dem y  abnimmt,  die  zweite  (ins  Unendliche)  zunimmt,  und  ist  die  An- 
zahl der  Glieder  einer  Reihe  mit  positiven  Gliedern,  die  gleich  oder 
grösser  als  F(y)  sind,  kleiner  als  <p(;i/),  so  eonvergirt  die  Reihe,  wenn 

das  Integral  J  F(-y)  y'(jj)dy  eonvergirt. 
i 
Es  sollen  nun  solche  Functionen  für  die  jj-iach  unendliche  ©■-Reihe 


aufgesucht  werden,  in   der  wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträch- 
tigen, zunächst  v oraus.se ixen  können  die  Grössen  ah,-  und  v,  seien  reell. 
Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe: 

S>  £.'  a,, ,-  m  )»,■  -f  2  Z>  m,  v, 

int  grösser  als  e~h''  wenn 

-Ji;'  "■■""■""  -2Ii  '»•»•<''"■ 

Für  unsern  Zweck  kommt  es  also  darauf  an.  festzustellen,  wie  viele 
Combinationen  der  ganzen  Zahlen  ■%,  m.if  .  .-,  m3,  dieser  Ungleichung 
genügen. 
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Zu    dem  Ende   betrachten   wir   zunächst    das  mehrfache  bestimmte 

Ititegnil 


-If-ß 


dessen  Begrenzung  gegeben  ist  durch  die  Ungleichung 

Das  Integral  wird  immer,  und  nur  dann  einen  endlichen  Wcrth  haben, 
wenn  die  homogene  Function  zweiten  Grades 

—2J  2s  "'■"'" 

in  eine  Summe  von  i>  positiven  Quadraten  zerlegt  werden  kann.    Denn  ist 

-j?  21  <•■■  "'■'■—  «+«+•••+* 

so  ist  die  Begrenzung  des  Integrals  bestimmt  durch  die  Ungleichung 

Ü  +  £  +  ■  ■  ■  +  4  <  1 
und  das  Integral  A  wird: 

Die  Functionüideierminunfe  ist  eine,  endliche  Coiistante  und  von  den 
Variablen  t  kann  keine  absolut  grösser  als   1   werden. 

Wären  andrerseits  die  1}  nicht  alle  positiv,  oder  würden  einige 
in  der  tr  ans  form  irtcn  Form  fehlen,  so  würden  im  Integral  A  auch  un- 
endliche Werthe  von  t  vorkommen  und  somit  A  selbst  unendlich  werden. 

Dieses  Ergebnis  wird  in  "Nichts  geändert,  wenn  wir  statt  der  oben 
angenommenen  Begrenzung  des   Integrals  A  die   folgende  nehmen: 

-2'2'«...'«'-22'«.<1> 

wenn  die  a,  beliebige  reelle  Grössen  sind.  Betrachten  wir  nun  die 
Ungleichung 

oder,  indem  wir  -=--  =  xc  setzen, 

-2^"*-»2f«<'. 

so  folgt  zunächst,  dass  für  jedes  endliche  h  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Comhinationen  der  ganzen  Zahlen  my,  m,i;  .  ..  m.T,  dieser  Ungleichung 
genügen,  denn  die  ic,  müssen  alle  innerhalb  gewisser  endlicher  Grenzen 
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bleiben,  und  innerhalb  solcher  Grenzen  giebt  es  nur  eine  endliche  An- 
zahl rationaler  Zahlen  mit  gegebenem  Nenner  h. 

Es  sei  also  $/,  die  Anzahl  der  zulässigen  Coinbinationen  der 
Zahlen  m. 

Betrachtet  man  nun  die  über  alle  diese  Coinbinationen  erstreckte 
Summe 

2  fdxi     f  &*»•••   Ate,  — jjj, 


mo  ist  dieselbe  für  jedes  endliche  h  endlich  und  nähert  sich  mit  un- 
endlich wachsendem  h  der  Grenze  A,  von  der  wir  nachgewiesen  haben, 
dass  sie  gleichfalls  endlich,  ist-,  falls  die  Function  -  ■  SJfl,,,'!,*  durch 
p  positive  Quadrate  darstellbar  ist.  Setzt  man  diese  Summe  daher 
gleich  A  -f-  h,  so  ist  k  eine  endliche  Grösse,  die  mit  unendlich  wachsen- 
dem /(  gegen  0  convergirt.     Es  ist  also 

8,-04  +  *)*», 

und  dies  ist  die  Anzahl  n  der  Glieder  der  Theta- Reihe,  welche  >  e~',s 
sind.     Es  ist  sonach 

n<(A-{-K)h", 

worin  K  eine  Con  staute  ist,  der  man,  wenn  man  nur  das  h,  von  dein 
man  ausgeht,  gross  genug'  iiniiiinuiL,  einen  beliebig  kleinen  Werth  er- 
theilen  kann.  Die  Functionen  F(p),  rpC'j)  können  also  folgendem 
angenommen  werden 

F(n)  —  e-f,    <p(!i)  =  (A  +  K)y 

und  da  das  Integral 


C<r»l{AA~K)pyv-^äy 


convergirt,  so  gilt  das  gleich«  von  der  # -Reihe  unter  der  angegebenen 
Voraussetzung.  Hieraus  schliesst  man:  Die  jj-fach  unendliche  Theta- 
tleihe  convergirt  für  alle  Werthe  der  Variablen  v1}  v2,.-!vPl 
falls  der  reelle  Theil  der  quadratischen  Form  im  Exponenten 
wesentlich  negativ  ist. 
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Zur  Theorie  der  Ab  ersehen  Functionen  für  den  Fall  p  =  3. 

Es  sei  (elt  e$,  ..,  ev)  ein  Grössensystem ,   welches   die  Eigenschaft 
hat,  dass 

»(«„«„..,»,) -0 
ist.     Nach  Art.  23.  der  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Abel'sehen 
Functionen   (S.  127)  lägst  sich    unter   dieser  Voraussetzung   die  Oon- 
gruenz  befriedigen 

(«,,  „„ . ., «,)  s  (§>, . . .,  5>)  =  (-'§'<.,-.  -"SV) 

durch  gewisse  Punkte  %,  %,  ..,  ijap  —  s,  welche  durch  eine  Gleichung 
q>  =  0  verknüpft  sind.  Sind  daher  %t  und  u'fl  dieWerthe,  welche  die 
Integrale  erster  Gattung  u„  für  zwei  unbestimmte  Werthsy steine  s,  s 
und  Sj,  s1  annehmen,  so  verschwindet  die  Function 

^(«,  —m'i — e,,  ...,  «p~«y  — Cp) 
als  Function  von  s,  s  betrachtet  für  (s,  e)  ==.  (s,,  gj)  und  in  den  j>  —  1 
Pankten iJi,%,-,Vp-1j  als  Function  vonsJ;  gy  betrachtet  fi'ii'^,  £1)  =  (s,f) 
und  in  den  Punkten  rjP!  .  .,  ijaji-s.  Ist  also  (/i>  fi}  .  .,fp)  ein  Grössen- 
system von  denselben  Kigniscliattcn  wie  (e,,  eB,  ..,  e,,)  so  wird  die 
Function 

m  &t%  -«;-«.,.  o  »(«t  -  <  +  «l  ,  ■  ■) 

W  <K«,  -u\-f\,.  .)   &(»,  -  «1  +  Ä  ,  •  0  ' 

die  sowohl  in  Bezug  auf  s,  g  als  in  Bezug  auf  su  £L  rational  ist,  in  je 
einem  durch  eine  Gleichung  <p  =  0  verknüpften  Punktsystem  unendlich 
gross  und  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  werden,  und  wird 
daher  darstellbar  sein  in  der  Form 

(2)  -^ \ ■ 

worin  die  Coemcienten  &,  c  von  s,  g  und  Sj,  ^  unabhängig  sind. 
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Wenn  nun  die  Grössensysteme  e,  f  din  Eigenschaft  haben,   dass 

(3)  (A,f«-;f,)  =  (.-fu  -f.,  ■■■•  -ti) 

ist,  so  fallen  die  Punkte,  in  denen  die  Function  (1)  oder  (2)  Null  resp. 
unendlich  wird,  paarweise  zu  stimmen  und  wir  erhalten  eine  Function, 
welche  nur  in  p  —  1  Punkten  unendlich  gross  und  unendlich  klein 
von  der  zweiten  Ordnung  wird.     Hiernach  ist  die  Fum-tum 


2  c„  g>„(s,  e)      2  e. 


2KV*&Q      ShVrfo'll) 


wie  die  Fläche  2"  verzweig],  und  nimmt  heim  Uebersch  reiten  der  Quer- 
schnitte Pactoren  an,  welche  =  +  1  sind.  Die  auf  diese  Weise  be- 
stimmten Functionen 


n 


2  e„^0>  *) 

welche  in  p  —  1  Punkten  unendlich  klein  in  der  ersten  Ordnung  wer- 
den, heissen  Abel'sche  Functionen.  Sie  entstehen  aus  den  Functionen 
(p  durch  paarweise^  Zusammenfallen  der  0 -Punkte  und  Wurzelziehen. 
Die  Anzahl  dieser  Functionen  ist  im  Allgemeinen  eine  endliche. 

Es  verlangt  nemlich  die  Congruenz  (ß),   dass  die  Grössensysteme 
e,  f  von  der  Form  seien 

U'ir£  +  £  £i°'.i  H hifij>«p,ij  ■■■■.  EI.Y+i£i^,H hi*P»P.j>J 

worin  die  s,  s  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  auf  ihre  kleinsten  Ilestc 
(modulo  2)  reducirt  werden  können.  Die  Bedingung  #(e,,  ea  . .,  ep)  =  0 
wird  durch  ein  solches  GrÖ.ssensystem  im  Allgemeinen  nur  erfüllt  wenn 

(4)  giei  +  ^  +  ..-f-c„6;  =  l     (mod.2) 

ist.  Solche  Zahlensysteme  s,  e'  existiren  aber  2p_:1(2p  —  1),  und  so 
gross  ist  daher  auch  im  Allgemeinen  die  Zahl  der  Abel 'sehen  Functionen. 
Der  Zahlencornplex 

heisst  die  Charakteristik  der  Function 


wird  mit 

Y£c9,(. 

»,») 

(ysc,9,{ 

,-)) 

/Google 


458       XXX.     Zur  Theorie  der  Abdrehen  Functionen   für  den  Fall  p  ~  3. 

bezeichnet.  Man  nennt  die  Ch a.r akter isr.ik  ungerade,  wenn  die  Congrueiry 
(4)  erfüllt  ist,  sonst  gerade.  Die  Anzahl  der  geraden  Charakteristiken 
beträgt  2i'—1(2i' -|-  1)  und  diesen  entsprechen  im  Allgemeinen  keine 
Abel'schen  Functionen. 

Unter  der  Summe  zweier  Charakteristiken  versteht  man  die  Cha- 
rakteristik, welche  durch  Addition  entsprechender  Elemente  entsteht, 
wonach  die  Elemente  immer  auf  0  oder  1  redueirt  werden  können. 
Summe  und  Differenz  zweier  Charakteristiken  sind  daher  identisch. 

Es  soll  nun  zunächst  die  Gleichung  F(s,  z)  =  0  durch  Einführung 
neuer  Variablen  in  eine  symmetrische  Form  gebracht  werden.  Ist 
j>>3,  so  existiren  mindestens  drei  von  einander  linear  unabhängige 
Functionen  91,  und  man  kann  daher  die  Gleichung  I'Ys,  £)  =  0  um- 
formen durch  Einführung  der  Variablen 

(falls  zwischen  diesen  keine  identische  Gleichung  besteht,  was  im  All- 
gemeinen nicht  der  Fall  ist).' 

Genügen  die  Functionen  (pl,  tf>,2,  fs  nicht  besondere]  1  .Bedingungen, 
so  gehören  zu  jedem  Werth  von  g  2p  —  2  Werthe  von  j;  und  um- 
gekehrt, da  jede  der  beiden  Functionen 

9>i  —  S%,  Vs  —  Wa 
für  ein  constantes  |,  resp.  v\  in  2p  —  2  Punkten  verschwindet.  Die 
resultirende  Gleichung  1\%,  17)  =  0  ist  also  in  Bezug  auf  jede  der 
Variablen  vom  Grade  2p  —  2.  Da  ausserdem  dieser  Grad  erhalten 
bleiben  muss,  wenn  für  g,  ij  irgend  eine  lineare  Substitution  gemacht 
wird,  so  kann  in  dieser  Gleichung  kein  Glied  in  Bezug  auf  g,  ij  zu- 
sammengenommen die  ißp  —  2)te  Dimension,  übersteigen.  Die  übrigen 
Functionen  <p  werden,  durch  g,  97  ausgedrückt,  in  Functionen  über- 
gehen, in  denen  kein  Glied  die  (2p  ■ — Ö)te  Dimension  überschreiten 
kann,  wie  man  daraus  erkennt  dass     f  ^j?  äy    endlich    bleiben    muss 

J    H 

für  unendliche  Werthe  von  g  und  y\. 

Die  Anzahl  der  Constanten.  die  in  einer  solchen  Function  (2 p  —  Sjten 
Grades  vorkommen,  ist  =  (j>  —  2)  (2p —  3).  Bestimmt  man  r  von 
ihnen  so,  dass  die  Functionen  rp  für  die  r  Werthepaare  (y,  d)  wo 
vrr-,  g—  zugleich  versehwinden,  ebenfalls  0  werden,  so  müssen  p  Con- 
stanten übrig  bleiben,  da  es  p  linear  unabhängige  Integrale  erster 
Gattung  gräbt.     Es  ist  demnach 
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0-2)(2i)~3)=p  +  r 
und  folglieh: 

r  -  2(p  -  1)  (f>  -  8).. 

Zu  demselben  Ergebnis«  gelaugt  man  auf  folgendem  Woge:  Die 
Function  %r^  wird  in  (2p  —  2)  (2p  —  3)  Paukten  unendlich  klein  von 
der  ersten  Ordnung,  und  diese  Zahl  ist  =  w  +  2r,  wenn  w  die  An- 
zahl der  einfachen  Verzweigungs  punkte  ist.  Andrerseits  ist  (Theorie 
der  Abel'schen  Functionen  Art.  7.) 

w  =  2(w  +j)  —  1),       n  —  2p  —  2 
w  =  2(3jj  —  3) 
mithin: 

r  -  (J.  -  1)  (2p  -  3)  -  i  w  -  2(j>  -  1)  (p  -  3) . 
Werden  nun  sänimtliche  Functionen  <p  durch  |,  ij  ausgedrückt,  so 
müssen  die  beiden  Gleichungen: 

identisch  werden,  also: 

Es  muss  mithin  eine  Function  ai«,  geben,  die  in  Bezug  auf  §,  ij  nur 
von  der  (2^)  —  6)ten  Dimension  ist.  Diese  Function  <p  wird  also  für 
(2p  —  2)  (2p  —  6)  =  2r  der  Gleichung  F  =  0  genügende  Werthepaare 
von  %,  rj  versehwinden  und  wird  demnach  nur  in  den  r  Puuktpaaren 
(?,  S)  gleich  Null  werden  können. 

Endlich  geht  durch  Einführung  der  neuen  Variablen  j;  =  — , 
n  =  -|-  und  Mnltiplication  mit  g?P-*  die  Gleichung  F==0  in  eine 
homogene  Gleichung  vom  Grade  2p  —  2  für  die  drei  Veränderlichen 
#,  y,  ss  über: 


Für  den.  Fall  j)  =  3  ist  die  Gleichung  F(|,  ij)  —  0  oder  Ffo  y,  *)  —  0 
vom  vierten  Grad;  es  ist  r  =  0  und  die  Function  q%  reducirt  sich  auf 
eine  Oonstante.  Keine  der  Functionen  q>  kann  den  ersten  Grad  über- 
steigen und  der  allgemeine  Ausdruck  dieser  Functionen  ist 

<p  =  c%  +  ci\  +  c", 
oder,  wo  es  nur  auf  die  Verhältnisse  solcher  Functionen  ankommt, 

(p  =  cx  +  c'y  +  c"#, 
worin  c,  c1,  c"  Constanten  sind.     Jede  Function  tp  wird  in  vier  Punkten 
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unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  und  es  giebt  28  solcher 
Functionen,  deren  Nullpunkte  paarweise  zus am uienf allen.  Die  Quadrat- 
wurzeln ans  diesen  sind  die  Abel'schen  Functionen  und  wir  haben  zu 
untersuchen,  wie  sich  die  Charakteristiken  diesen  28  Functionen  zu- 
ordnen. 

Führen  wir  als  Variable  x,  y,  s  drei  solche  Functionen  tp  ein, 
welche  zweimal  unendlich  klein  in  der  zweiten  Ordnung  werden,  so 
dass  Yx,  ]/y,  ]/s  Abel 'sehe  Functionen  sind,  so  hat  die  daraus  hervor- 
gehende Gleichung  F(x,  y,  g)  =  0  die  Eigenschaft,  in.  ein  vollständiges 
Quadrat  überzugehen,  wenn  x  oder  y  oder  s  —  0  gesetzt  werden.  Es 
sei  daher 

für  x  =  0  :  F  ={y  —  ß#)2  (y  —  tt'gf 
für  y*=0    :    F=(z-ßxy(3~-ß'xf 
für  g  =  0   :  F=(x  —  yyf  (x  —  y'y'f- 
Sind  nun  u,  b,  c  die  Co  efrici  enten  von  it4,  y4,  #4  in  F{x,  y,  £),  so  ist: 

"'-±Vi-   <V'-±l/f.   n'-±Y\ 

und  folglich: 

(5)  aaßßrr  -  +  1. 

Kennt  man  daher  die  Grossen  a,  k,  ß,  ß',  y,  y ,  'so  kann  man  alle  Glie- 
der der  Function  F(x,  y,  «)  bilden,  welche  nicht  das  Product  xyn 
enthalten,  und  F  enthält  ausserdem  nur  noch  ein  Glied  xyzt,  worin  t 
eine  lineare  homogene  Function  von  x,  y,  s  ist, 

Wenn  nun  in  der  Gleichung  (5)  das  obere  Zeichen  gilt,  so  kann 
man  den  ersteren  Theil  von  F  immer  darstellen  als  das  Quadrat  einer 
homogenen  Function  zweiten'  Grades  von  x,  y,  e.     Denn  setzen  wir 

f=  öi.iiC*  +  ßs,a«/2  -f-  «3,3Sa  -j-  2a1>3yz  -j-  2a3,iiix  -\-  2ai,sxyl 
so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Coefficienteu  a-,ti.  die  Gleichungen: 
«  +  ß-  =  „2^, 
ß-\-ß> 2^ii, 

y  +  v  =  —  2  -^ , 

welche  immer  befriedigt  werden  können,  wenn  ua'ßß'yy'  =  \  ist 
Unter  dieser  Voraussetzung  geht  also  F~Q  über  in 

(6)  f1  — syrf  —  0. 

Hetzt  man  t  =  0,  so  erhält  man  aus  f2  =  0  wieder  zwei  Paare  einander 
gleicher  Wurzeln  und  demnach  ist  auch  ~|/T  eine  Abel'sche  Function 
und  zwar  eme  solche,  dass  Yxyzt-  eine  rationale  Function  von  x,ij,g  ist. 
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Sind   daher  (d)  (b)  (c)  (ß)    die   Charakteristiken    von   ]/x,  Yy,  ]/.£,  Yt, 
so  muss 

oder 

(ä)  -  (a  +  b  +  c) 
sein.     Es  muss  also  die  Summe  der  Charakteristiken  der  drei  Functionen 
V#j  Vy>  Y~s   eine  ungerade  Charakteristik  sein. 

ist.  rnngekehrt  diese  Voraussetzung  erfüllt,  und  ist  yt  diejenige 
Ab el'selie  Function,  die  zu  der  Charakteristik  (a-\-b-\-  c)  gehörte,  so  ist 
Yxt/st  eine  Function,  die  heim  U  eher  schreiten  der  Querschnitte  sich 
■stetig  ändert  und  mithin  rational  durch  x,  y,  s  darstellbar  ist,  diese 
Function  kann  aber  den  zweiten  Grad  nicht  übersteigen,  und  daher 
ergieht  sich  auch  immer  unter  dieser  Voraussetzung  eine  Gleichung 
von  der  Form  Iß).  Diese  Gleichung  kann  nicht  identisch  sein,  wenn 
V%i  Vlh  V~£y  Y^  verschiedene  Abel'sche  Functionen  sind. 

Da  es  28  Abel'sche  Functionen  giebt,  so  kann  die  Gleichung 
F  =  0  auf  mehrere  Arten  in  die  Form  (6)  gebracht  werden.  Wir 
wollen  zunächst  untersuchen,  ob  das  Paar  Abel'scher  Functionen 
]/#,  Yt  durch  ein  anderes  Paar  Yp>  YÜ  ersetzt  werden  kann. 

Es  möge  also  F=0  durch  Einführung  von  x,  y,  p,  q  in  die 
Form  gebracht  werden: 

$a  —  xypq  =  0, 
dann  muss,  wenn  ein   constanter  Factor  passend  bestimmt  wird,   die 
identische  Gleichung  bestehen: 

f*  —  xyzi  =  ■$*  —  xypq 
oder: 

(/■-*)(/+*)-*»(««-m). 

Es  muss  demnach  f  —  ty  oder  f  -f-  1p  durch  xy  theilbar  sein  und 
kann  sich,  da  beide  vom  /weiten  Grade  sind,  nur  um  einen  con stauten 
Factor  davon  unterscheiden.     Sei  demnach 
$~f  =  axy, 


(7) 


«(*  +  /)--**  +  *«, 


♦  -«**  +  /; 

^  '  2af-\-  a2xy  -fr  gt<=pq. 

Die  linke  Seite  dieser  letzteren  Gleichung  muss  also  in  zwei  lineare 
Factoren  zerfallen;  denken  wir  uns  diese  Function  entwickelt  in  der 
Form 

«1,1**  +  o*,iJ/a  +  «3,s^  +  2«3,3j/^  +  2a3,isx  -+-  2a,iSxy, 
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so  sind  die  Coefficienten  a,-^  Functionen  zweiten  Grades  von  a-,  da  aber 
die  Determinante 

^+  «i,i«a,a«a,a 

verschwinden  muss,  so  erhält  man  eine  Gleichung;  fiten  Grades  für  «, 
von  der  leicht  einzusehen  ist,  dass  sie  die  Wurzeln  k  =  0  und  a  =  öc 
hat,  entsprechend  den  beiden  Zerlegungen  #£  und  aiy. 

Es  bleibt  also  eine  Gleichung  vierten  Grades  übrig,  deren  Wurzeln 
vier  Functionenpaare  p,  q  liefern,  welche  die  verlangte  Eigenschaft 
haben. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  (8)    folgt  noch  mit  Hülfe  von  (6) 
pqzt  =  zH*  +  2afst  +  v?f  =  («*  +  «fl1, 
so  dass  man  die   gewünschte  Form  der  Gleichung  _F=0  auch  durch 
die  Functionen  p,  q,  e,  t  herstellen  kann.     Gehen  wir  demnach  von 
zwei  beliebigen  Abel 'sehen  Functionen  '\/-i:,  '\/y  aus,    so    erhalten  wir 
G  Paare  solcher  Functionen; 

Yxy,   Y7t,  YMi,  VÜ&,  VMs,  VK<ü, 
welche  die  Eigenschaft  haben,   dass  durch  je  zwei  derselben  die  Glei- 
chung F  =  0  auf  die  Form  gebracht  wird ; 
f2  —  xyet  =  0. 
Diese  6  Functionen  müssen  beim  Uebersehreiten  der  Querschnitte  die- 
selben  Factoren    annehmen,    da   sonst  nicht  das  Product  von  zweien 
derselben  rational  sein  könnte.     Solche  6  Producte  von  je  zwei  Abel'- 
schen  Functionen  nennen  wir  zu   einer   Gruppe  gehörig.     Da  die 
Faetoren Systeme    an    den    Querschnitten   für   Producte   von    Abel'schen 
Functionen  durch  die  Summen  der  Charakteristiken  bestimmt  sind,  so 
folgt,    dass    die    Charakteristiken    aller    Paare    einer   Gruppe   dieselbe 
Summe  ergehen  müssen,  welche  die  Gruppencharakteristik  heisst. 
Aus  den  Gleichungen  (8)  und  (6)  ergiebt  sich  noch 

2f=M~zt  -  axy  =  2Yxy  yVt, 
woraus: 

pq  =  a2xy  -f-  2a\fxyYzi  -J-  zt 
oder: 

(9)  Yp-q^YTt  +  aVx-y, 

woraus  man  den  Schlnss  zieht,  dass  jedes  Product  einer  Gruppe  linear 

durch  zwei  Producte  derselben   Gruppe  ausgedrückt   werden  kann. 

Ordnet   man   sämmtliche  28  Abel'sehe  Functionen  zu  Paaren,    so 
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zerfallen.     Jede  der  von  (???)  verschiedenen  63  Charakteristiken  kann 
Gruppencharakteristik  sein. 

um  die  Charakteristiken  der  t>  Paare  einer  Gruppe  zu  erhalten, 
hat  man  daher  die  betreffende  Gruppenchiirakteristik  auf  6  Arten  in 
zwei  ungerade  Charakteristiken  zu  zerlegen.    Als  Beispiel  hierfür  diene 

die  Gruppe  mit  der  Gruppencharakteristik   (0(|())' 
/001\         /101\    .    /100\         /011\         /010\         /111\    ,    /110\ 

VoooJ  =  Vi oo/  "+"  \iooJ  —  \oio)  +  Voio/  —  1,100/  T  \iooj 

-  f111^  _i_  f110')  =  (011\  4.  (010\  -  (iQ1)  4-  f100Y 

—  Voi<v  +  voio^- Vno^  + Viio/- Vno/^  \iioJ 

Wenn  drei  Paare  Abel'seher  Functionen  bekannt  sind,  so  erhält 
man  die  übrigen  Paare  derselben  Gruppe  durch  Auflösung  einer,  cubi- 
schen  Gleichung,  und  man  kann  mit  ihrer  Hülfe  sämmtliche  übrigen 
Abel'schen  Functionen  mit  ihren  Charakteristiken  bestimmen. 

Um  dies  durchzuführen,  nehmen  wir  an,  es  seien  yx%,  Vyy,  y  z% 
drei  Paare  einer  Gruppe,  so  dass  %  rh  %  als  lineare  homogene  Functionen 
von  x,  y}  s  gegeben  sind. 

Durch,  passende  Bestimmung  constanter  Factoren  kann  die  Glei- 
chung (9)  in  der  Form  angenommen  werden: 

(io)  VxJ  +  Vrh  +  V*l  =  o, 

woraus   sich   ergiebt: 

e%  =  x%  +  yn  -f  2YxTy~n 
oder 

(11)  ixiM  —  (*£  —  x%  —  yvf, 

so  dass 

(12)  f=lt-*S-y<t 

wird. 

Um  alle  in  die  Gruppe  V«!,  '\'yv\  gehörigen  Paare  zu  finden  hat 
man  nach  dem  Obigen  eine  biq  und  rausche  Gleichung  zu  lösen,  von 
der  aber  eine  Wurzel,  dem  Paare  ]/,si;  entsprechend,  bereits  bekannt  ist. 
Die  Rechnung  wird  daher  symmetrischer,  wenn  man  zunächst  die  Paare 
der  Gruppe  Y^Üt  *n  welche  auch  das  Paar  ]/)/£  gehört,  aufsucht. 

Ist  ]/py  ein  weiteres  unbekanntes  Paar  dieser  Gruppe,  so  hat  man 
neben  der  Gleichung  (11)  eine  mit  ihr  identische: 

(13)  4«/|ß2  =  ys, 
wenn  (nach  8) 

<P  =  f+2Xy%, 

worin  X  eine  noch  unbekannte  ('(instante  bedeutet.     Hieraus  erhält  man 
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mittelst  (11)  und  (12) 

9'  =  uSi(xi  +  n~"i  +  'f  +  >-ti£), 

und  demnach  ist  (von  dem  Factor  X  abgesehen) 

pq-xi  +  n  -»S+x+  l'A 
=  ({  +  -J-)(*  +  l»)-«ti 

für  x  -(-  Ay  =  0  und  #  =  0  muss  eine  der  beiden  Functionen  -p,  <?, 
etwa  p  verschwinden,  woraus,  wenn  f»  einen  weiteren  mibekaiinlen 
Coefficienten  bedeutet,  folgt: 

(14)  p  =  x+-i.y  +  (is, 

M-\p(s  +  f)  — m(s  +  t  +  7-)' 

und  hieraus  weiter,  da  p  und  s  nicht  identisch  sind, 

(15)  j  +  i  +  i.  —  ^, 
also  mit  Hülfe  von  (13): 

oa:  +  aAj/  -f  ajis  +  -|  +  £  -f-  £  =  0, 

oder  indem  man  Aa,  ji«  durch  b,  c  ersetzt: 

(IG)  „^  +  „„  +  02  +  4  +  1  +  4-0, 

wonach  man,  da  es  auf  einen  constanten  Factor  bei  p  und  q  nicht 
ankommt,  erhält: 

p-ax  +  iy+  «--({■+  f  +  4), 

Da  es   vier  Paare  j),  3  giebt,    so    müssen    sieh    vier  Systeme   a,  b,  c 


Um  hierzu  zu  gelangen  berücksichtige  man,  dass  zwischen  den 
(i  Functionen  x,  y,  2,  |,  w,  £  drei  homogene  lineare  Gleichungen  be- 
stehen, die  wir  durch  M,  =  0,  u2  =  0,  u,  —  0  bezeichnen.  Wir  leiten 
hieraus  mit  den  unbestimmten  Coefficienten  'I;  Z2,  l3  eine  lineare  Com- 
bination  her: 

iiUi  +  ^  +  z3„3  _  ca:  4.  ^  +  ye  +  K'|  +  <r,  +  /e — 0 

worin  ß,  ß,  y,  «',  ß',  y  lineare  homogene  Ausdrücke  in  \,  l2,  ls  sind. 
Diese  Relation  wird  die  Form  (16)  haben,  wenn  die  Bedingungen  er- 
füllt sind: 

woraus  man  vier  W  er  th  Systeme  für  die  Verliiiltiiis^e  lL:ls:l3  erhält. 
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Man  gelangt  am  elegantesten  zum  Ziel,  wenn  man  sich  die 
Functionen  %}  i\,  %  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form  gcgehon 
denkt: 

*+    9+    z+  i  +  1  +■  5~0, 
(17)  aa:  +  /ij  +  re  +  A  +  |  +  l_0, 

■*,*  +  (f»+/«+v  +  f  +  7-o. 

Dass  die  Coefficienten  in  den  ersten  dieser  Gleichungen  die  Werthe  1 
haben,  kann  man  durch  Hinzufügung  constanter  Factoren  zu  x,  y,  g, 
|,  ]j,  %  bewirken,  wobei  zugleich  die  Gleichung  (10)  ihre  Form  nicht 
ändert. 

Ans  den  Gleichungen  (17)  muss  als  identische  Folge  eine  vierte 
von  der  gleichen  Form  sich  ergeben: 

(is)  ,rx  +  fy  +  fl  +  l:,  +  j,  +  K~o. 

Um  also  ß",  ß",  y"  zu  erhalten,  tat  man  die  Coeffieienten  l,  X,  X' 
aus  folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen: 


IY-1' «'  +  !«+  1, 


T+1' 

■T+1' 


(19)  l'f-l'^  +  lJ+1,        p« 

lV-jy  +  ly+1,  ^,-y  +  y  +  l. 

Durch    Multiplication    zweier    entsprechender    von    diesen    Gleichungen 
ergiebt  sich 

!.-  -  X'  +  l'  +  U'(^,  +  -j)  +l(«  +  i)  +  !'(«'  + 7)  +  1, 

(20)  X"  _  X'  +  x  +  u'(|  +  f )  +  *  (s  + 1)  + i'(f  +  j)  +  1, 
i-  -  1"  +  J'  +  u'(-£  +  f)  +  J  (r  +  j)  +  x(r'  +  i)  +  1. 

Eüminirt  man   ans  je  zweien  derselben  l",  so  ergeben  sich  für  -y-,  — , 
die  folgenden    beiden  linearen  Gleichungen: 

o-U'  +  i-t-jl  +  W+i-r-y) 

^  \«   ^  a  (J  07  > 


A,  A'  eindeutig  berechnet  werden  können. 

ivs  ^sammelte  iiiiitheniLitiaehe  Werke.   I. 
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Aus  einer  der  Gleichungen  (i'O)  erhiüt  man  l"  abgesehen  vom 
Vorzeichen  und  aus  (19)  endlieh  a",  ß",  y"  ebenfalls  bis  auf  das  allen 
gern  eins  ch  aftlitlio  Vorzeichen,  welches  der  Natur  der  Sache  nach  un- 
bestimmt bleibt.*) 

Hat  man  auf  diese  Weise  a",  ß",  y" ,  so  erhält  man  in  der  Gruppe 
Vxyi)   V'U%  die  folgenden  vier  Paare  Abel'scher  Functionen: 


V'  + « + », 

Vax  +  tfj«  +77 


VST 

VI- 


V«x  +  fty  +  y's,    Yi  +  j  +  r' 

v*"x  +  fv  +  f>,  V\"+r  +  y"'- 

Auf   die    gleiche    Weise    ergeben    sich    in    der    Gruppe    \x%,  Y%%   die 
Paare :  , , 

Vx  +  y  +  t,  Ve  +  S  +  s 

V^TW+T' ,    Vi  +  ß'J  +  j 
yiT+jf+7>,  ]/|  +  ß's  +  } 

Va":c+ß"<J  +  r"z,    |/i  +  ß~s  +  j- 
und  in  der  Gruppe  Vyl,  Vs*l  die  Paare: 

Vx  +  y  +  i,  Vx+T+t 

V^x  +Jf+ri,       ]/<">  +  f  +  7 

V^+ß'ii  +  r'i,     Y"'x  +  }  +  7 
V«x  +  ß~y  +  fi,   ]/«"» +  5„  +  i, 


-  (i,  ß,  t)  ute. 


bo  kann  man  k",  (f,  7"  ans  den  Gleichungen 

"'""  ■  »f  -<«■'■ "  (■•  »■  7) :  (!•  7 ' ')  &•  T  7) 

..■.»= MT-(«,;.r)(«,|v):(iftr)(i,ft-;) 

und  dea  analogen  Gleichungen  lie-stimmon. 
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so  dass  ausser  den  gegebenen  6  Abel'schen  Functionen  16  weitere 
bestimmt  sind.  Um  die  Charakteristiken  derselben  zu  erhalten  bat 
man  nur  zu  beachten,  dass  die  drei  hier  betrachteten  Gruppen  Tier 
Abel'sche  Functionen  gemeinschaftlich  enthalten.     Bildet  man  also  die 

entsprechenden  Gruppen  der  Charakteristiken,  so  müssen  diese  vier 
Charakteristiken  gemeinschaftlich  haben  und  diese  hat  man  den 
Functionen 

V%  +  y  +  «,  Vax  +  'h  +  yg>  Va'x  +  Pv  +  r'e,  Va"x  +  ß"y  +  v"z 

in  einer  beliebigen  Weise  buk u ordnen.  Die  Charakteristiken  der  Übrigen 
Abel'schen  Functionen  sind  dadurch  vollständig  bestimmt,  weil  sie 
mit  diesen  in  den  drei  Gruppen  in  derselben  Weise  gepaart  auftreten 
müssen,  wie  die  entsprechenden  Abel'schen  Functionen.  Diese  Cha- 
rakteristiken   lassen  sieh  in  folgender  Weise  symmetrisch   darstellen. 

Es  seien  die  Charakteristiken  der  Gruppen  Yvti  Yz%>  Y&V  resp. 
mit  (jj),  (ff),  (r)  bezeichnet,  ferner  mit  (d),  (e),  (f),  (g)  die  Charakteri- 
stiken der  vier  Functionen 

Yx  +  y  +  0,  Ykx  +  ßy  +  r*>  Yk'x  +  Py  +  V»,  Yv"%  +  ~ß"y  +  y"i 

und  mit  (» -f-jt)  die  von  YV  Hiernach  erhalt  man  folgende  Aus- 
drücke für  die  Charakteristiken: 

(yty  =  (n  +  p),       (Yy~)  =  (»  +  q)>       (Yd  =  (»  +  *•) 
ty i)  =  c»  +  <?  +  o ,  (Vi)  =  (n  +  r + ^),  (yo  =  (« + p  +  2) 

CyMT+7)       =  («0,       (y^TT+i)       =  (,i> +ä), 

(Y^x  +  ßy  +  ye)   =  (e),  (]/7x  +  |  +  |)  -  (p  +  e), 

(yss+pv  + ?*)  =  CO  >       ( j/«'* + -J  +  y)  =  G> + /) 


(21) 


(Y^x  +  J3>  +  fi]  =  (?) ,  (]/«'^  +  £,-  +  i)  -  (p  +  ff) , 

(yi+7+D     =(z+<o,  cyi  +  q  +  #)     -(*■+*), 

(Vf  +  ^+l)  =  <*+«>>  (Vt  +  t  +  3")  =(i'+e)' 

Nehmen  wir  beispielsweise  an: 
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Ctf>-(io°J).    C^-(liJ)'     c^-Gü) 

M)-(i!S).   ra-GJ!!).   crc-GE) 

was   statthaft  ist,  weil  hiernach  Yx£,  Vll*lj  ~VS%  1°    dieselbe  Gruppe 

(ooo)  sehbrell>  ">  folst: 
O)-(oio)'    («)  =  (oio)'    W-(ooo)'    M  =  G!o)' 

Die  vollständigen  Gruppen   (p),  (q)  sind: 

/oii\       /ioo\      /iii\      /ion      /110\_/010\      /OOl\ 

\oio)  —  \iioJ~t  \ioo)     \iiQj~r\iooj  —  voii//~t"V001/ 

-Gl!)+(i!!!)-GlJ)+Gp;)-(!i?)+(?l!i) 

/001\_/100\        /101\  _ /101\  _|_/100\       /010\       foi.i\ 

Voio^-  \noJ-r\io(v  —  \i  io)  + 1,100^  —  \on/  "t~\ooi; 

-(ii?)+(JJO-("0+G"?)-(?n)+(?Si) 

woraus  man  erhiilt: 

W-O'-.W-G??)-    W-G">    W-(m)' 

und   die   Charakteristiken   der  in   (21)   zusammengestellten  Functionen 
sind,  in  der  gleichen  Reihenfolge  gesehriehen: 

rioiv  riiisi,  r101^, 

\iooj'    \100J'    \lloJ' 

/ioo\  /no\  /ioo\ 

^iooJ'  \100J'    \110J' 
/010\   /001\   /011\   /001\ 
\01lJ'     \00lJ'    1,001,/'  V°l !/' 

/no\  /ioi\  /niA  Aoi\ 
Von/'  looi/'  \ooi/'  \on/' 
/111\     /ioo\     /no\     /ioo\ 

{lll)'  \10lJ'  \10lJ'  \lllj' 
f010\      /001\   fOllA   f'OOlX 

VinJ'   \ioiJ'   \ioi)'   \iiij' 

Es  gilt  nun  von  drei  Abel'sclien  Functionen  einer  Gruppe,  von 
denen  keine  zwei  einem  Paare  angehören,  der  Hatz,  dass  die  Summe 
ihrer  Charakteristiken  immer  eine  gerade  Ühimikteristik  ist;  denn  be- 
trachten wir  z.  B.  die  drei  Functionen  ]/,«,  ]/)/,  y's  und  drücken  %,  i\,  % 
linear  durch  x,  y,  s  aus,  so  kann  die  Gleichung  (10)  in  der  Form  an- 
genommen werden: 
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Yx{ax  +  by  +  es)  +  Vjf(<te  +  b'y +77)  +  Y2(a"x  +  b"y  +  c"e)  =  0. 
Setzen  wir  hierin  der  Reihe  nach  x  =  0,  y  =  0,  s  =  0,  so  erhalten  wir 
für  die  Producte  der  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen,  die  sich 
für  das  Verhältniss  der  beiden  andern  Variablen  ergeben,  die  Werthe; 


deren  Product  =  —  1  ist.  Dies  aber  ist  nach  S.  460,  461  das  Kriterium 
dafür,  dass  die  Summe  der  Charakteristiken  der  Functionen  "[/x,  ]A/,  Ys 
eine  gerade  Charakteristik  sei. 

Gestützt  auf  diesen  Salz  bann  man  beweisen,  dass  die  16  AbeF- 
schen  Functionen,  die  wir  oben  bestimmt  haben,  verschieden  sind  von 
den  12  in  der  Gruppe  yx%  vorkommenden  Functionen.  Denn  ist  Ypg 
ein  in  die  Gruppe  Y;>:£,  gehöriges  Paar,  so  sind  die  Charakteristiken 

(W)  +  (Vi)  +  (Vf),  (Vi)  +  (V;f)  +  (Vi),  (Yi)  +  (y-£)  +  (Y£) 

ungerade  und  es  kann  nach  dem  soeben  bewieseneu  Satze  Yp  in  keiner 
der  drei  Gruppen 

(ysa  _  (1^1) ,     (ySt)  -  (Yii) ,     (vW  -  (yfi) 

vorkommen. 

Die  16  oben  bestimmten  Functionen  liefern  daher  alle  Abel'scheu 
Functionen,  die  nicht  in  der  Gruppe  Yx\  enthalten  sind,  und  wenn  wir 
die  noch  fehlenden  6  Functionen  dieser  Gruppe  aufsuchen,  so  sind 
damit  säinmtliche  28  Abel'sche  Functionen  bestimmt. 

Um  diese  zu  erhalten  setzen  wir 

t  =  x  +  y+z,    M  =  6-j-ij  -\-z, 
und  gehen  aus  von  der  Gleichung: 

(22)  Y^  =  Y^nJrYyi, 

welche  sich  leicht  aus  (10)  und  (17)  ergiebt.    Wir  setaen  die  Functionen 

t,  x,  y,  u,  t},  | 
an  Stelle  von 

x,  y,  z,  \;  t],  £ 

in  der  vorigen  Betrachtung,  und  erhalten  zunächst  zwischen  diesen 
Variableu  die  Gleichung: 

(23)  t-x-y-u  +  v  +  i  =  0, 

neben  welcher  noch  drei  andere  bestehen  müssen  von  der  Form 

(24)  at  +  bx  +  cy  +  du  +  Vn  +  €\  =  0 
mit  der  Bedingung 

ad  =  bb'  =  cc'. 


/Google 


470       XXX.     Zur  Theorie  der  AbiiVsdieu  Function  (in  für  den  Fall  j)  =  S. 

An  Stelle  der  Gruppen  (j>  -f  q  -f-  r),  (p),  (q)  (r)  treten  jetzt  die  fol- 
genden : 

(VW-iYÜ)  -(n  +  d  +  q  +  r), 

(Vtn)  -  GM  -' (n  +  ä+p  +  r). 

In  der  ersten  dieser  Gruppen,  in  (r);  kommen  folgende  Paare  von 
Charakteristiken  vor: 

OO  =  C"  +p)  +  («  +  »"  +j>)  =  C"  +  2)  +  C«  + ''  +  i) 

=  (d)  +  (r  +  d)  =  («)  +(,-  +  e)  -  (f)  +  ('  +  f)  -  (»)  +  ('+  g), 

und  aus  der  Gleichung  (2?>)  erhalten  wir  folgende  Auel'sche  Functionen: 

__  Vt-z-y-Yi,    T/t  +  r,  +1  -y-t,  _ 

V-u~z  +  Z  =  Vt  +  <j  +  t,  Y-«+~<i-<j-Y*  +  i  +  i 

deren  Charakteristiken  sind: 

(»  +  <■),  («  +i>  +  3),  (a  +  <*),  0  +  d), 

die  sich  in  folgender  Weise  in  die  drei  letzten  Gruppen  (z!5)  vertheilen: 
(l>  +  1  +  0  —  (»  +  0  +  (»  +  J>  +  2)1 
(»  +  <.  +  2  +  »')-0  +"  ')  +  (j  +  '0, 
(.,  +  d  +  p  +  r)  -  (,.  +  ,)  +  (p  +  d). 

Die  Charakteristiken  der  noch  nicht  bestimmten  Abdachen  Functionen 
müssen  nun,  wie  oben  bewiesen,  in  der  Gruppe  (j>  -f-  q  -\-  r)  enthalten 
sein.  Bezeichnen  wir  daher  diese  Chara.ktüristiken  mit  (/:,),  (J;\),  (Je'!), 
(/Cg),  (74),  (A'a),  so  muss  sich  ergeben: 

(;>  +  <<  +  >')  -  ('•,  +  K)  -  (K  +  S)  -  (K  +  S) 

und  diese  Charakteristiken  kommen  nicht  in  der  Gruppe  (»■)  vor. 

Die  Vergleichung  der  Gruppen  (25)  mit  den  Gruppen  (p  +  1  +  0? 
(p),  (5),  (r)  lehrt  nun  aber,  dass  in  denselben  siimmtiiehe  ungerade 
Charakteristiken  überhaupt  vorkommen  müssen,  und  femer  dass  die 
drei  noch  übrigen  Paare  der  Gruppen  (p  -\-  q  -f-  r),  (n  -j-  d  -f-  r/  -j-  r), 
(«  -j-  d  -(-  p  -|-  r )  je  eine  Charakteristik  gemein  haben  müssen. 

Nun  kommt  die  Charakteristik  (q  -\-  e)  weder  in  der  Gruppe  (r) 
noch  in  (p  -j-  q  -)-  **)  vor,  und  daraus  folgt,  dass  man  (k^  so  aus- 
wählen kann,  da-s  entweder 

(*.  +  2  +  «)  -  (n  +  d  +  2  +  ') 
(\  +  l  +  e)-(n  +  ä  +  p  +  r). 
Aus  ersterer  Annahme  würde  folgen: 

ft)  -(n  +  r  +  d  +  e). 

Dies  aber  ist  nicht  möglich,  denn  wir  haben  in  der  Gruppe  (p) 
die  Paare: 
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(»  +  !•),    (n  +  r  +  p) 
W,    (<*  +  !') 
00.    («+i0 

und  daher  ist  nach  dem  oben  (S.  <J.ö8,  4(50)  bewiesenen  Satz 

(»  +  >■  +  <*  +  *) 

gerade.     Demnach  ergiebt  sich 

<X)-(n  +  ä+<,+p  +  q  +  r), 
und  hieraus: 

^  —  (n  +  d  +  e). 
Ebenso  schliess-t  man: 

(K)  -(n  +  d  +  f  +  p  +  q  +  r),     (Ü)  =  (n  +  eä  +  f), 
(K)  _  (»  +  d  +  j,  +  J.  +  q  +  r),     («)  -  („  +  d  +  g), 
und  es  enthält  die  Gruppe  (n  +  d  -4- p  +  r)  die  Paare: 

(JiUs  +  Oi   ('•'.),(?  +  /•);  («).(s  +  »), 

woraus  für  die  Gruppe  («  +  d  -j-  q  -f-  r)  die  Paare  folgen: 

(*.),O  +  <0;    («),  (i'  +  Oi    (K),  (?  +  *)■ 

Nach  den  Resultaten  der  früheren  Betrachtung  ergeben  sich  aus 
einer  Gleichung  von  der  Form  (24)  die  vier  Abel'schen  Functionen: 
Yaf+ü+^j  —  Y~  (du  +  b'n  -f  c'g), 
Va'H+fts  +  cy  =  1/-(ai  +  yq  +  <i'e)> 
l/a-f  +  }!■*[  -\-  cy  =  ]/—  (ffl'-w  -f-  bx  -|-  c'i;) , 
yä* +  &&  +  ?£  =  V—  (du  +  l'n  +  cy), 
deren  Charakteristiken  resp.  sind: 

ft),  (*.).  0  + «),  (s  + «) 

und  unsere  Aufgabe  ist  daher  gelöst,  wenn  es  gelungen  ist,  die  Coef- 
ßcienten  a,  b,  c,  d,  b',  c    ku  bestimmen. 

Nun  ist  aber  die  Function,  deren  Charakteristik  (p  -f-  e)  ist,  oben 
bereits  bestimmt;  sie  ist: 

f 


j/^ 


.    '+I  + 

:licl 

•-««  +  f  +  y--(!  +  /»9  +  J") 

setzen,   so  können  wir   die  Coeffieienteu  a,  b,  c,  </,  (>',  c   dadurch  be- 
stimmen, dass  wir  v  in  folgender  zweifachen  Form   darstellen: 

v  —  at  -\-  b'y  -\-  cy  —  —  du  —  bx  —  c'\. 
Dies  erreichen  wir  auf  folgende  Weise:  nutteist 

M  =  6  +  ij  +  *  =  —  x  —  y  —  % 
eliminiren  wir  aus  den  beiden  Ausdrücken  von  v  die  Variablen  s  und 
%,  wodurch  sich  ergiebt: 
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ii  4-  —  =  1C0  —  i"l  4-  -I-  —  *- 

»  4-  y„.  =  —  j(-i —  r)  +  r«j  —  ß'j. 

Indem  mau  hieraus  rj  und  y  eliminirt,  folgt: 
"-  +  *« 

und  auf  die  gleiche   Weise: 

„_  (;-i 

ß  —  y 

woraus  sich  ergiebt: 


!(; 


6 

«  —  y  ' 
ß(l  -  «y) 
1-fJy    ' 

V 

i  -  (ir  ' 
i  P     -/ 

«  —  7    ' 
sich  die  beiden  Ab 

c 
el'g 
V» 

1  1  —  ay 
„  1  -  fr  ' 

eilen  Functionen 

>/„ 

t  -\-  Ix  -f-  cy, 

'«  +  Ol  +  01/ 

Hiernach  ] 


bilden.  Ersetzt  man  darin  t  und  <i  durch  ihre  Ausdrücke  in  x,  y,  s, 
£,  tj,  %,  so  ergeben  sich  nach  Unterdrückung  constanter  Factoren  für 
die  Function,  die  zur  Charakteristik  ('/,',)  gehört,  die  beiden  Ausdrücke: 


l/m I l L  *  ,  l/_        *  "j-  _^ 

Fi-Prti-t«ri-«P        r  «(?-«  ^  fty-«o 

und  für  die  zur  Charakteristik  [l\)  gehörige  Function: 


l/     j      -I l__  j ? ,   V    x    Z     »     -i L— . 

Die  zc  den  Charakteristiken  (/,■!),  (74;;  (7i"j,  i'/'a')  gehörigen  .Functionen 
ergeben,  «ich  hieraus  sofort  dadurch,  dass  man  «,  ß,  y  durch  a ',  ß' ,  y 
resp.  «",  ß",  y"  ersetzt,  womit  sämmtliche  Abek'schc  Functionen  nebst 
ihren  Charakteristiken  bestimmt  sind.  Die  Charakteristiken  (ß,),  (feg), 
(7si),  (74),  (Jh),  (ITj  würden  sich  bei  dem  oben  gewählten  Beispiel 
folgendermaassen  j 


<w-(;}j),  w-öS).  »-(üS) 
w-(!iS).  «>-(!!$.  w-Glü)- 

Da  nun,  wie  oben  gezeigt,  a",  ß",  y"  durch  a,  ß,  y,  a,  ft,  y  aus- 
gedrückt werden  können,  io  sind  hiernach  sämmtliche  Abel'sche 
Functionen  mit  allen  ihren  algebraischen  Beziehungen  ausgedrückt  durch 
3p  —  3  =  6  Constanten,  welche  man  als  die  Moduln  der  Claaae 
für  den  Fall  p  =  3  ansehen  kann. 
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Fragmente  philosophischen  Inhalts. 

Die  philosophischen  Speculationen,  deren  Ergebnisse,  so  weit  sie 
sich  aus  dem  Naehlass  zusammenstellen  lassen,  hier  mitgetlieilt  sind, 
haben  Iliemann  einen  grossen  Tliüil  seines  Lebens  hindurch  begleitet, 
lieber  die  Zeit  der  Entstehung  der  einzelnen  Bruchstücke  tä.sst  sich 
schwer  etwas  .Sicheres  feststellen.  Die  vorhandenen  Entwürfe  sind 
weit  entfernt  von  einer  zusammenhängenden,  zur  l'ublicuflon  bereiten 
Ausarbeitung',  wenn  auch  manche  stellen  darauf  deuten,  dass  Ji  iemann 
zu  gewissen  Zeiten  eine  solche  beabsichtigt  hat;  sie  genügen  allenfalls 
um  den  Standpunkt  Riemann's  zu  den  psychologischen  und  natur- 
pbilosophisehen  Fragen  im  Allgemeinen  zu  characterisiren ,  und  den 
Gang  anzudeuten,  den  seine  "Untersuchungen  genommen  haben,  leider 
aber  fehlt  fast  jede  Ausführung  ins  Einzelne.  Welchen  VVerth  fiie- 
mann  selbst  diesen  Arbeiten  beigelegt  hat,  ergiebt  sich  aus  folgender 
Notiz: 

„Die  Arbeiten,  welche  mich  jetzt  vorzüglich  beschäftigen,  sind 

1.  In  ähnlicher  Weise  wie  dies  bereits  bei  den  algebraischen 
Functionen,  den  Exponential-  oder  Kreisf'unctionen,  den  elliptischen 
und  Abel'sclien  Functionen  mit  so  grossem  Erfolge  geschehen  ist,  das 
Imaginäre  in  die  Theorie  anderer  transceiulenter  Functionen  einzuführen; 
ich  habe  dazu  in  meiner  Inauguraldissertation  die  nolh wendigsten  all- 
gemeinen Vorarbeiten   geliefert.     (Vgl.  diese  Dissertation  Art.  20.) 

2.  In  Verbindung  damit  stehen  neue  Methoden  zur  Integration 
partieller  Differentialgleichungen,  welche  ich  bereits  auf  mehrere  phy- 
sikalische Gegenstände  mit  Erfolg  angewandt  habe. 

3.  Meine  Hauptarbeit  betrifft  eine  neue  Auffassung  der  bekannten 
Naturgesetze  —  Ausdruck  derselben  mittelst  anderer  Grundbegriffe  — 
wodurch  die  Benutaung  der  experimentellen  Data  über  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  Wärme,  Licht,  Magnetismus  und  Electricität  zur 
Frl'ovschung  ihres  Zusammenhangs  möglich  wurde.  Ich  wurde  dazu 
hauptsächlich  durch  das  Studium  der  Werke  Newton's,  Euler's 
und  —  andrerseits  —  Herbart's  geführt.  Was  letzteren  betrifft,  so 
konnte  ich  mich  den  frühesten  Untersuchungen  Herbart's,  deren  Ite- 
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stiltat«  in  seinen  Promotions-  und  lliiltilitaUtmsihesen  (vom  22.  u.  23. 
Üctobor  1802)  ausgesprochen  sind,  fast  völlig  an^ehliesse-n,  nuisste  aber 
von  dem  späteren  Gange  seiner  Speculation  in  einem  wesentlichen 
Punkte  abweichen,  wodurch  eine  Verschiedenheit  in  Bezug  auf  seine 
Naturphilosophie  und  diejenigen  Satze  der  Psychologie,  welche  deren 
Verbindung  mit  der  Naturphilosophie  betreffen,  bedingt  ist." 

Ferner  an  einer  andern  Stelle  zu  genauerer  Bezeichnung  des  Stand- 
punktes : 

„Der  Verfasser  ist  Herbartianer  m  Psychologie  und  Erkcnntmss- 
theorie  (Methodologie  und  Eidolologie),  Herbart's  Naturphilosophie 
und  den  darauf  bezüglichen  metaphysischen  Disziplinen  (Outologie  und 
Synechologie)  kann  er  meistens  nicht  sich  anschliessen." 
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Nee  nu'ii  ilon;i  tibi   simlio  disperta,  fideli 
Intellecta  prius  quam  sint,  contemta  reliiiqnaa. 


I.     Zur  Psychologie  und  Metaphysik. 

Mit  jedem  einfachen  Denkart  tritt,  etwas  Bleibendes,  Substantielles 
in  unsere  Seele  ein.  Dieses  Substantielle  erscheint  uns  zwar  als  eine 
Einheit,  seheint  aber  (in  sofern  es  der  Ausdruck  eines  räumlieh  und 
zeitlich  ausgedehnten  ist)  eine  innere  Mannigfaltigkeit  zu  enthalten;  ich 
nenne  es  daher  „Geistesmasse".  —  Alles  Denken  ist  hiernach  Bil- 
dung neuer  Geistesmassen. 

Die  in  die  Seele  eintretenden  Geistesmassen  erscheinen  uns  als 
Vorstellungen;  ihr  verschiedener  innerer  Zustand  bedingt  die  verschie- 
dene  Qualität  derselben. 

Die  sich  bildenden  Geistesmassen  verschmelzen,  verbinden  oder 
compliciren  sieh  in  bestimmtem  Grade,  theils  unter  einander,  theils 
mit  älteren  Geistesmussen.  Die  Art  und  Stärke  dieser  Verbindungen 
hängt  von  Bedingungen  ab,  die  von  Herbart  nur  zum  Theil  erkannt 
sind  und  die  ich  in  der  Folge  ergänzen  werde.  Sie  beruht  haupt- 
sächlich auf  der  inneren  Verwandtschaft  der  GeisLesmassen. 

Die  Seele  ist  eine  compacte,  aufs  Engste  und  auf  die  mannig- 
faltigste Weise  in  sich  verbundene  Geistosmasse.  Sie  wuchst  beständig 
durch  eintretende   Oei.-stesnin.ssen,  und  hierauf  beruht  ihre  Fortbildung. 

Die  einmal  gebildeten  Geistesmassen  sind  unvergänglich,  ihre  Ver- 
bindungen unauflöslich;  nur  die  relative  Stärke  dieser  Verbindungen 
ändert  sich  durch   das  Hinzukommen  neuer  Geistesmassen, 

Die  Geistesinasseti  bedürfen  zum  Fortbestehen  keines  materiellen 
Trägers  und  üben  auf  die  Erscheinungswelt  keine  dauernde  Wirkung 
aus.  Sie  stehen  daher  in  keiner  Beziehung  zu  irgend  einem  Theile 
der  Materie  und  haben  daher  keinen  Sitz  im  Räume. 

Dagegen  bedarf  alles  Eintreten,  Entstehen,  alle  Bildung  neuer 
Geist.esmassen  und  alle  Vereinigung  derselben  eines  materiellen  Trägers. 
Alles  Denken  geschieht  daher  an  einem  bestimmten  Ort. 

(Nicht  das  Behalten  unserer  Erfahrung,  nur  das  Denken  strengt 
an,  und  der  Kraftaufwand  ist,  soweit  wir  dies  schätzen  können,  der 
geistigen  Thätigkeit  proportional). 
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Jede  eintretende  Geistesrnasse  regt  alle  mit  ihr  verwandten  Geistes- 
massen  an  und  zwar  desto  stärker,  je  geringer  die  Verschiedenheit 
ihres  inneren  Zustande*  (Qualität)  ist. 

Diese  Anregung  beschrankt  sich  aber  nicht  bloss  auf  die  ver- 
wandten Geistesmassen,  sondern  erstreckt  sieh  mittelbar  auch  auf  die 
mit  ihnen  zusammenhängenden  (d.  h.  in  früheren  Denkproeessen  mit 
ihnen  verbundenen).  Wenn  also  unter  den  verwandten  Geistesmassen 
ein  Theil  unter  sich  zusammenhängt,  so  werden  diese  nicht  Mos  un- 
mittelbar, sondern  auch  mittelbar  angeregt  und  daher  verhältuis-niässig 
starker  als  die  Übrigen. 

Die  Wechselwirkung  zweier  gleichzeitig  sieh  bildenden  Geistes- 
massen wird  bedingt  durch  einen,  materiellen  Vorgang  zwischen  den 
Orten  wo  beide  gebildet  werden.  Ebenso  treten  aus  materiellen  Ur- 
sachen alle  sich  bildenden  Geistesmassen  mit  unmittelbar  vorher  ge- 
bildeten in  unmittelbare  Wechselwirkung;  mittelbar  aber  werden  alle 
mit  diesen  zusammenhängenden  älteren  Geistesmassen  zur  Wirksam- 
keit angeregt,  und  zwar  desto  schwächer,  je  entfernter  sie  mit  ihnen 
und  je  weniger  sie  unter  sich  zusammenhängen. 

Die  allgemeinste  und  einfachste  Aeusserung  der  Wirksamkeit 
älterer  Geistesmassen  ist  die  Eeproduction,  welche  darin  besteht,  dass 
die  wirkende  Geistesmasse  eine  ihr  ähnliche  zu  erzeugen  strebt. 

Die  Bildung  neuer  Geistesmassen  beruht  auf  der  gemeinschaftliehen 
Wirkung  theils  alterer  Geistesmassen,  tbeils  materieller  Ursachen,  und 
zwar  hemmt  oder  begünstigt  sich  alles  gcmeinst-haitlich  Wirkende  nach 
der  inneren  L'n gleich artigk ei t  oder  Gleichartigkeit,  der  (>eistesmas-en, 
welche  es  zu  erzeugen  strebt. 

Die  Form  der  sich  bildenden,  (.leistesmasse  (oder  die  Qualität  der 
ihre  Bildung  begleitenden  Vorstellung)  hängt  ab  von  der  relativen  Be- 
wegungsform der  Materie  in  welcher  sie  gebildet  wird,  so  dass  gleiche 
Bewegungsform  der  Materie  eine  gleiche  Form  der  in  ihr  gebildeten 
G eiste sinasse  bedingt,  und  umgekehrt  gleiche  Form  der  Geistesmasse 
eine  gleiche  Bewegungsform  der  Materie,  in  welcher  sie  gebildet  ist, 
voraussetzt. 

Sammtliche  gleichzeitig  (in  unserem  Cerebrospinalsystem)  sich 
bildenden  Geistesmassen  verbinden  sich  in  Folge  eines  physischen 
;'ehemiseh-electris.ehen)  l'roeesses  zwischen  den  Orten,  wo  sie  sich  bilden. 

Jede  Geistesmasse  strebt  eine  gleicligel'ormie  tieistesmasse  zu  er- 
zeugen. Sie  strebt  also  diejenige  Bewegungsform  der  Materie  herzu- 
stellen, bei  welcher  sie  gebildet  ist. 
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Die  Annahme  einer  Seele  als  eines  einheitlichen  Trägers  des  Blei- 
benden, welches  in  den  einzelnen  Acten  des  Seelenlebens  erzeugt  wird 
(der  Vorstellungen),  stützt  sich 

1.  auf  den  engen  Zusammenhang  und  die  gegenseitige  Durch- 
dringung aller  Vorstellungen.  Um  aber  die  Verbindung  einer  bestimm- 
ten neuen  Vorstellung  mit  anderen  zu  erklären,  ist  die  Annahme  eines 
einheitlichen  Trägers  allein  nicht  ausreichend;  vielmehr  muss  die 
Ursache,  wesshalb  sie  gerade  diese  bestimmten  Verbindungen  in  dieser 
bestimmten  Stürbe  eingeht,  in  den  Vorstellungen,  mit  welchen  sie  sich 
verbindet,  gesucht  werden.  Neben  diesen  Ursachen  aber  ist  die  An- 
nahme eines  einheitlichen  Trägers   aller    Vorstellungen    überflüssig.... 


Wenden  wir  nun  diese  Gesetze  geistiger  Vorgänge,  auf  welche  die 
Frkläviuig  unserer  eigenen  inneren  Wahrnehmung  führt,  zur  Erklärung 
der  auf  der  Erde  wahrgenommenen  Zweckmässigkeit,  d.  h.  zur  Er- 
klärung des  Daseins  und  der  geschichtlichen  Entwicklung  an. 

Zur  Erklär uu g  unseres  Seelenlebens  mussten  wir  annehmen,  dass 
die  in  unseren  Nervenprocessen  erzeugten  Geistesmassen  als  Theile 
unserer  Seele  fortdauern,  dass  ihr  innerer  Zusammenhang  ungeandert 
fortbesteht,  und  sie  nur  in  sofern  einer  Veränderung  unterworfen  sind, 
als  sie  mit  anderen  Geistesmassen  in  Verbindung  treten. 

Eine  unmittelbare  Consequenz  dieser  Erklärnngsprincipien  ist  es, 
dass  die  Seelen  der  organischen  Wesen,  d.  h.  die  während  ihres  Lebens 
entstandenen  compacten.  Geistesmassen,  aneb  mich  dem  Tode  fortbestehen. 
(Ihr  isolirtes  Fortbestehen  genügt  nicht).  Um  aber  die  planmässige 
Entwicklung  der  organischen  Natur,  bei  welcher  offenbar  die  früher 
gesammelten  Erfahrungen  den  späteren  Schöpfungen  zur  Grundlage 
dienton,  zu  erklären,  müssen  wir  annehmen,  da.ss  diese  Geistesmasseu 
in  eine  grössere  compacte  "Geistesmasse,  die  Erdseele,  eintreten  und 
dort  nach  denselben  Gesetzen  einem  höheren  Seelenleben  dienen,  wie 
die  in  unseren  Nervenproeessen  erzeugten  Geistesmassen  unserem  eigenen 
Seelenleben. 

Wie  also  z.  B.  bei  dem  Sehen  einer  rothen  Fläche  die  in  einer 
Menge  einzelner  Primitiv  fasern  erzeugten  Geistesmassen  zu  einer  ein- 
zigen compacten  Geistesmasse  sieh  verbinden,  welche  gleichzeitig  in 
unserem  Denken  auftritt,  so  werden  auch  die  in  den  verschiedenen 
Individuen  eines  Fflanzengeselilechts  erzeugten  Geistesmassen,  welche 
aus  einer  klimatisch  wenig  verschiedenen  Gegend  der  Erdoberfläche  in 
die  Erdseele  eintreten,  zu  einem  Gesammtein  druck  sich  verbinden. 
Wie  die  verschiedenen  Siitiieswnhrnelmningen  von  demselben  Gegen- 
stande sich  in  unserer  Seele  zu  einem  Bilde  desselben  vereinigen,  so 
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werden  sämmtliche  Pflanzen  eines  Theils  der  Erdoberfläche  der  Erd- 
seele ein  bis  ins  Feinste  ausgearbeitetes  Bild  von  dem  klimatischen 
und  chemischen  Zustande  desselben  geben.  Auf  diese  Weise  erklärt 
sich,  wie  aus  dem  früheren  Leben  der  Erde  sich  der  Plan  zu  späteren 
Schöpfungen  entwickelt. 

Aber  nach  unseren  Erklärungsprincipion  bedarf  zwar  das  Fort- 
bestehen vorhandener  Ueislesmassen  keines  materiellen  Trägers,  aber 
alle  Verbindung  derselben,  wenigstens  alle  Verbindung  verschieden- 
artiger Geistesmassen  kann  nur  mittelst  neuer  in  einem  gemeinschaft- 
lichen Nervenprocesse  erzeugter  Geistesmassen  geschehen. 

Aus  Gründen,  die  spater  entwickelt, .  werden  sollen,  können  wir 
■das  Substrat  einer  geistigen  Thlitigkeit  nur  in  der  ponderablen  Materie 
suchen. 

Nun  ist  es  eine  Tliatsaehe,  dass  die  starre  Erdrinde  und  alles 
Ponderable  über  ihr  nicht  einem  gemeinschaftlichen  geistigen  Processe 
dient,  sondern  die  Bewegungen  dieser  ponderablen.  Massen  aus  andern 
Ursachen  erklärt  werden  müssen. 

Hiernach  bleibt  nur  die  Annahme  übrig,  dass  die  ponderablen 
Massen  innerhalb  der  erstarrten  Erdrinde  'Präger  des  Seelenlebens  der 
Erde  sind. 

Sind  diese  dazu  geeignet?  Welches  sind  die  äusseren  Bedingungen 
für  die  Möglichkeit  des  Lebensprocesses?  Die  allgemeinen  Erfahrungen 
über  die  unserer  Beobachtung  zugänglichen  Lebensprocesse  müssen 
dabei  die  Grundlage  bilden;  aber  nur  in  soweit  es  uns  gelingt,  sie  zu 
erklären,  können  wir  daraas  Schlüsse  ziehen.  Welche  auch  auf  andere 
Erseheinungskreise  anwendbar  sind. 

Die  allgemeinen  Erfahrungen  über  die  äusseren  Bedingungen  des 
Lebensprocesses  in  dem  uns  zugänglichen  Erseheinungskreise  sind: 

1.  Je  höher  und  vollständiger  entwickelt  der  Leben  sprocess,  desto 
mehr  bedürfen  die  Präger  desselben  des  Schutzes  gegen  äussere  Be- 
weguiigsursaehen,  welche  die  relative  Lage  der  Theile  zu  verändern 
streben, 

2.  Die  uns  bekannten  pbyshYnlischeii  l'rueesse  (SloII'weclvsel),  welche 
dem  Denkprocosse  als  Mittel  dienen: 

a)  Absorption  von  elastischen  durch  liquide  Flüssigkeiten. 

b)  Endosmose. 

c)  Bildung  und   Zersetzung  von  chemischen    Verbindungen. 

d)  galvanische  Ströme. 

3.  Die  Stoffe  in  den  Organismen  haben  keine  erkennbare  kri- 
stallinische  Structur,   sie    sind   theils   fest   (sehr  wenig  spröde)   theils 
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gelatinös,  the.ils  liquide  oder  elastische  Flüssigkeiten,  immer  aber  porös, 
d.  h.  von  elastischen  l1'  1  f.i .s s i «"lt rt i t e  1  j.  merklich   durchdringbar. 

4.  Unter  allen  cliemi schon  Elementen  sind  nur  die  vier  sogenannten 
organischen  allgemeine  Träger  des  Leben  sprocesses,  und  von  diesen 
sind  wieder  ganz  bestimmte  Verbindungen,  die  sogenannten  organi- 
sirenden,  Bestandteile  der  organischen  Körper  (l.'roteiustoffe,  Cellu- 
lose  etc.) 

5.  Die  organischen  Verbindungen,  bestellen  nur  bis  zu  einer  be- 
stimmten oberen  'i'einperaturgrenze,  und  nur  bis  zu  einer  bestimmten 
unteren  können  sie  Träger  des  Lebensproeesses  sein. 

ad.  1.  Veränderungen  in  der  relativen  Lage  der  Theile  werden  in 
stufenweise  geringerem  Grade  bewirkt  durch  mechanische  Kräfte,  durch 
Temperaturveränderungen,  durch  Lichtstrahlen;  hiernach  können  wir 
die  Tliatsacben,  deren  allgemeiner  Ausdruck  unser  Satz  ist,  folgender- 
maassen  ordnen: 

1.  Die  Fortpfiaiv/barkeit  der  niederen  Organismen  durch  Theilung, 
Die  bei  den  höheren  Thierorganismen  allmählich  abnehmende  Re- 
prodnetionsfähigkeit. 

2.  Die  Theile  der  Pflanze  sind  gegen  Temperaturänderungen  desto 
empfindlicher,  je  intensiver  und  je  höher  entwickelt  der  Leben. sprocess 
in  ihnen  ist.  In  den  höheren  Thierorganismen  herrscht,  und  zwar  in 
den  wichtigsten  Theiien  am  vollkommensten,  eine  fast  eonstante  Wärme. 

3.  Die  Theile  des  Nervensystems,  welche  selbständiger  Denk- 
ihätigkeit  dienen,    sind  gegen  alle  diese  Einiliis.se  möglichst    geschützt. 

Die  zuerst  aufgeführte  Thatsache  hat  ihren  Grund  offenbar  darin, 
dass  die  relative  Lage  der  Theile  desto  eher  von  Vorgängen  im  Innern 
der  Materie  bestimmt  werden  kann,  je  weniger  sie  von  äusseren  Bo- 
wegvuigsui'saehen  bestimmt  wird.  Diese  Unabhängigkeit  von  äusseren 
liewegungsursaeheii  findet  aber  innerhalb  der  Erdrinde  in  einem  weit 
höheren  Grade  statt,  als  es  sich  durch  organische  Einrichtungen  ausser- 
halb der  Erdrinde  irgend  erreichen  liess. 

Unter  den  folgenden  Thatsaehen,  welche  wir  im  Zusammenhang 
betrachten,  sind  die  unter  4.  und  5.  zusammengestellten  anscheinend 
unserer  Annahme  entgegen;  in  der  That  würden  sie  es  sein,  wenn 
diesen  von  uns  wahrgenommenen  Bedingungen  für  die  .Möglichkeit. 
eines  Lebensprocesses  eine  absolute  Gültigkeit  beizulegen  wäre  und 
nicht  bloss  eine  relative  für  unsem  Erfahrnngskreis.  Gregen  ersteres 
aber  sprechen    folgende  Gründe: 

1.  Man  müsste  alsdann  die  ganze  Natur,  mit  Ausnahme  der  Erd- 
oberfläche   für    todt    halten,    denn    auf    allen    andern    Himmelskörpern 
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herrschen  Wärme-  und  Druckverhältnisse,  mit  er  welchen  die  orgastischen 
Verbindungen  nicht  bestehen  können. 

2.  Es  ist  ungereimt,  anzunehmen,  dass  auf  der  erstarrten  Erdrinde 
Organisches  aus  Unorganischem  entstanden  sei.  Um  da.s  Entstehen  der  nie- 
dersten Organismen  auf  der  Erdrinde  zu  erklären,  nrass  man  schon  ein 
orgauisirondes  Frineip,  also  einen  Denkproeess  unter  Bedingungen  anneh- 
men, unter  welchen  die  organischen  Verbindungen  nicht  bestehen  konnten. 

Wir  müssen  daher  annehmen,  dass  diese  Bedingungen  nur  für  den 
Lebonsproeess  unter  den  jetzigen  Verhältnissen  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  gmtig  sind,  und  nur  in  soweit  es  uns  gelingt,  sie  zu  erklaren, 
können  wir  daraus  die  Möglichkeit  des  Lebensprocesses  unter  anderen 
Verhältnissen  heurtheilen. 

Weshalb  also  sind  nur  die  vier  organischen  Elemente  allgemeine 
Träger  des  Lehen sprocess es?  Der  Grund  kann  nur  in  Eigenschaften 
gesucht  werden,  durch  welche  sich  diese  vier  Elemente  von  allen 
übrigen  unterscheiden. 

1.  Eine  solche  allgemeine  Eigenschaft  dieser  vier  Elemente  findet 
sich  nun  darin,  dass  sie  und  ihre  Verbindungen  von  allen  Stoffen  am 
schwersten  und  zum  Theil  bis  jetzt  gar  nicht  condensirt  werden  können. 

2.  Eine  andere  gemeinsame  Eigenschaft  derselben  ist  die  grosse 
Mannigfaltigkeit  ihrer  Verbindungen  und  deren  leichte  Zersetzbarkeit, 
Diese  Eigenschaft  könnte  aber  ebenso  wohl  Folge,  als  Grund  ihrer 
Verwendung  zu  Lebensprocessen  sein. 

Dass  aber  die  erstere  Eigenschaft,  schwer  condensirt  werden  zu 
können,  diese  vier  Elemente  vorzugsweise  geeignet  macht,  Lebens- 
processen zu  dienen,  wird  einigermassen  schon  unmittelbar  aus  den 
unter  2.  und  3.  zusammengestellten  iliat^äeliiieheii  Bedingungen  des 
Lebensprocesses  erklärlich,  noch  mehr  aber  wenn  man  die  Erschei- 
nungen bei  der  Condensation  der  (läse  zu  liquiden  Flüssigkeiten  und 
festen  Körpern  auf  Ursachen  zurück  zu  führen  sucht.  .  .  . 


Zend-Avesta  in  der  That  ein  lebendig  machendes  Wort,*)  neues 
Lehen  schaffend  unserem  Geiste  im  Wissen  wie  im  Glauben;  denn  wie 
mancher  Gedanke,  welcher,  einst  zwar  im  Entwicklungsgang  der  Mensch- 
heit mächtig  wirkend,  nur  durch  Beberlieferung  in  uns  fortdauerte, 
ersteht  jetzt  auf  einmal  ans  seinem  Scheintode  in  reinerer  Form  zu 
neuem  Leben,  neues  Leben  enthüllend  in  der  Natur.  Denn  wie  un- 
ennesslich  erweitert  sieh  vor  unserm  Blick  das  Leben  der  Natur,  wel- 
ches bisher  nur  auf  der  Oberfläche  der  Erde  sieh    ihm   kund  that    wie 


*)  Vgl.  Foehner,  Zetid- Avesta,  I,  Vorrede  S.  V. 
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unaussprechlich  erhabener  erscheint  es  als  bisher.  Was  wir  als  den 
Sitz  sinn-  und  bewusstlos  wirkender  Kralle  betrachteten,  das  erscheint 
jetzt  als  die  Werkstatt  der  höchsten  geistigen  Thätigkeit.  In  wunder- 
barer Weise  erfüllt  sich,  was  unser  grosser  Dichter  als  das  Ziel, 
welches  dem  Geist  des  Forsehers  vorschwebte,  in  vorschauender 
geisterung  geschildert  hat. 

Wie  Fechner  in  seiner  Nanna  die  Beseeltheit  der  Pflanzen  dar 
zuthun  sucht,  so  ist  der  Ausgangspunkt  seiner  Betrachtungen  im  Zend 
Avesta  die  Lehre  von  der  Beseeltheit  der  Gestirne.  Die  Methode, 
deren  er  sieh  bedient,  ist  nicht  die  Abstraction  allgemeiner  Gesetze 
durch  die  Tnduction  und  die  Anwendung  und  Prüfung  derselben  in  der 
Naturerklärung,  sondern  die  Analogie.  Er  vergleicht  die  Erde  mit 
unserem  eigenen  Organismus,  von  welchem  wir  wissen,  dass  er  be- 
seelt ist.  Er  sucht  dabei  nicht  bloss  einseitig  die  Aehnlichkeiten  auf, 
sondern  lässt  auch  ebenso  sehr  den  ünühnlichkeiten  ihr  Recht  ange- 
deihen,  und  kommt  so  zu  dem  .Resultat,  dass  alle  Aehnlichkeiten  dar- 
auf hinweisen,  dass  die  Erde  ein  beseeltes  Wesen,  alle  Unähnlieii- 
keiten  aber  darauf,  dass  sie  ein  weit  höher  stehendes  beseeltes  Wesen, 
als  wir,  sei.  Die  überzeugende  Krall  dieser  Darstellung  liegt  in  ihrer 
allseitigen  Durchführung  im  Einzelnen.  Der  Gesammteiiidruck  des  vor 
uns  aufgerollten  Bildes  von  dem  Leben  der  Erde  muss  der  Ansicht 
Evidenz  geben  und  ersetzen,  was  den'" einzelnen  Schlüssen  an  Strenge 
fehlt.  Diese  Evidenz  beruht  wesentlich  auf  der  Anschaulichkeit  des 
Bildes,  auf  seiner  grÖBstmö glichen  Ausführung  ins  Einzelne.  Ich 
würde  daher  der  Feehner'schen  Ansicht  zu  schaden  glauben,  wenn 
ich  hier  den  Gang,  welchen  er  in  seinem  Werke  nimmt,  im  Auszug 
darzulegen  versuchte.  Bei  der  folgenden  Besprechung  der  Feehner'- 
schen Ansichten  werde  ich  also  von  der  Form,  in  welcher  sie  vor- 
getragen sind,  absehen  und  nur  das  Substantielle  derselben  ins  Auge 
fassen,  und  mich  dabei  auf  die  erstere  Methode,  die  Abstraction  all- 
gemeiner Gesetze  durch  Induction  und  ihre  Bewahrung  in  der  Natur- 
erklärung stützen. 

Fragen  wir  zunächst:  woraus  sehliessen  wir  die  Beseeltheit  eines 
Dinges  (das  Stattfinden  eines  fortdauernden  einheitlichen  Denkprocesses 
in  ihm),  Unserer  eigenen  Beseeltheit  sind  wir  unmittelbar  gewiss,  bei 
Anderen  (Menschen  und  Thiereii)  schliessen  wir  sie  aus  individuellen 
zweckmässigen  Bewegungen. 

Ueberall,  wo  wir  wohlgeordnete  Zweckmässigkeit  a.uf  eine  Ursache 
zurückführen,  suchen  wir  diese  Ursache  in  einem  Denkprocesse;  eine 
andere  Erklärung  haben  wir  nicht.  Das  Denken  selbst  aber  kann  ich 
wenigstens  nur  für -einen   Vorgang  im  Innern  der  pouderablen  Materie 
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halten.  Die  Unmöglichkeit,  das  Denken  aus  räumlichen  Bewegungen 
der  Materie  zu  erklären,  wird  bei  einer  unbefangenen  Zergliederung 
der  inneren  Wahrnehmung  wohl  Jedermann  einleuchten;  doch  mag 
die  abstracto  Möglichkeit  einer  solchen  Erklärung  hier  angegeben 
werden. 

Dass  auf  der  Erde  Zweckmässigkeit  wahrgenommen  werde,  wird 
niemand  lüugnen.  Es  fragt  sieh  also,  wohin  haben  wir  den  Denk- 
process, welcher  die  Ursache  dieser  Zweckmässigkeit  ist,  zu  ver- 
legen. 

Es  ist  hier  nur  von  bedingten  (in  begrenzten  Zeiten  und  "Räumen 
r  tntt  findenden)  Zwecken  die  .Rede;  unbedingte  Zwecke  linden  ihre  Er- 
klärung in  einem  ewigen  (nicht  in  einem  Denkprocess  er/engten)  Wollen. 
Die  einzige  Zweckmässigkeit,  deren  Ursache  wir  wahrnehmen,  ist  die 
Zweckmässigkeit  unserer  eigenen  Handlungen.  Sie  entspringt  aus  dem 
Wollen  der  Zwecke  und  dem  .Nachdenken  über  die  Mittel. 

Finden  wir  nun  einen  ans  ponderahler  Materie  bestehenden  Kör- 
per, in  welchem  ein  System  von  fortlaufenden  Zweck-  und  Wirknngs- 
bezügen  vollkommen  zum  Abschluss  kommt,  so  können  wir  zur  Er- 
klärung dieser  Zweckmässigkeit  einen  fortwährenden  einheitlichen  Denk- 
process  in  demselben  annehmen;  und  diese  Hypothese  wird  die  wahr- 
scheinlichste sein,  wenn  1)  die  Zweckmässigkeiten  nicht  schon  in 
Theilen  des  Körpers  zum  Abschluss  kommen,  und  2)  kein  Grund  vor- 
handen ist,  die  Ursache  derselben  in  einem  grösseren  Ganzen,  welchem 
der  Körper  angehört,  zu  suchen. 

Wenden  wir  dies  auf  die  in  Menschen,  Thieren  und  Pflanzen  wahr- 
genommene Zweckmässigkeit  an,  so  ergie'bt  sich,  dass  ein  Theil  dieser 
Zweckmässigkeiten  aus  einem  Denkprocess  im  Innern  dieser  Körper  zu 
erklären  ist,  ein  anderer  Theil,  die  Zweckmässigkeit  des  Organismus. 
aber  aus  einem   Denkprocess   in   einem   grösseren   Ganzen. 

Die  Gründe  hierfür  sind: 

1.  Die  Zweckmässigkeit  der  organischen  Einrichtungen  findet 
nicht  in  den  einzelnen  Organismen  ihren  Abschluss.  Die  Gründe  für 
die  Einrichtung  des  menschlichen  Organismus  sind  offenbar  in  der  Be- 
schaffenheit der  ganzen  Erdoberfläche,  die  organische  \atur  mit  ein- 
gerechnet, zu   suchen. 

2.  Die  organischen  Bewegungen  wiederholen  sich  unzählbar,  theils 
in  verschiedenen  Individuen  neben  einander,  theils  in  dem  Leben  eines 
Individuums  oder  eines  Geschlechts  nach  einander.  Für  die  Zweck- 
mässigkeit, welche  in  ihnen  für  sich  schon  liegt,  ist  also  nicht  in  je- 
dem Fall  eine  besondere,  sondern  eine  gemeinsame  Ursache  anzunehmen. 
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3.  Die  organischen  Einrichtungen  nrlialten  tlieils  (bei  Menschen 
un<I  Thieren)  im  Leben  der  einzelnen  Individuen,  tlieils  (bei  Pflanzen 
und  Embryonen)  im  Leben  der  einzelnen  Ccselile.elil.er  keine  Fortbildung. 
Die  Ursache  ihrer  Zweckmässigkeit  ist  also  nicht  in  einem  gleich- 
zeitig fortlaufenden   Denkprocess  zu  suchen. 

Nach  Abzug  dieser  (organische]])  Zweckmässigkeiten  bleibt  nun 
hei  Mensehen  und  Thieren  anerkannter  Maassen,  hei  Pflanzen  nach 
Fechner's  Ansicht,  noch  ein  abgeschlossenes  System  in  einander  greifen- 
der veränderlicher  Zweck-  und  Wirkungsbezüge  übrig;  und  diese  Zweck- 
mässigkeit ist  aus  einem  einheitlichen  Denk  pro  eesse  in  ihnen  zu  er- 
klären. 

Diese  Folgerungen  ans  unseren  Frincipien  werden  durch  unsere 
innere  Wahrnehmung  bestätigt. 

Nach  denselben  Frincipien  aber  müssen  wir  die  Ursache  der  in 
den  Organismen  wahrgenommenen  Zweckmässigkeiten  in  einem  ein- 
heitlichen Denkprocesse  in  der  Erde  suchen  aus  folgenden  Gründen: 

d)  Die  Zweck-  und  Wirkun.gshezÜge  in  dem  organischen  Lehen 
auf  der  Erde  zerfallen  nicht  in  einzelne  Systeme,  sondern1  es 
greift  alles  in  einander.  Sie  können  daher  nicht  aus  meh- 
reren besonderen  Denkprocessen  in  Theilen  der  Erde  erklärt 
werden- 

b)  Es  ist,  so  weit  unsere  Erfahrung  reicht,  kein  Grund  vorhanden, 
die  Ursachen  dieser  Zweckmässigkeiten  in  einem  grösseren 
Ganzen  zu  suchen.  Alle  Organismen  sind  nur  zum  Lehen  auf 
der  Erde  bestimmt.  Der  Zustand  der  Erdrinde  enthält  daher 
sämmtliche  (äussere)  Gründe  ihrer  Einrichtung. 

c)  Sie  sind  individuell.  Nach  allem  was  die  Erfahrung  darüber 
lehrt,  müssen  wir  annehmen,  dass  sie  sich  auf  andern  Himmels- 
körpern nicht  wiederholen. 

ä)  Sie   bleiben  nicht  während  des   Lebens   der  Erde.     Es   treten 
vielmehr    im    Lauf  desselben   immer  neue,   vollkommenere   Or- 
ganismen auf.     Wir  müssen  also  die  Ursache  in  einem  gleich- 
zeitig zu  höheren  Stufen   fortschreitenden  Denkprocesse  suchen. 
Vom  Standpunkt  der  exaeten  Na turwi^seuseb alt,  der  N a tu r- Erklärung 
aus  Ursachen  ist  also  die  Annahme  einer  Erdseelo  eine  Hjpothese  zur 
Erklärung  des  Daseins  und  der  geschichtlichen  Entwicklung  der  organi- 
schen AVeit. 

„Wenn  der  Leib  der  niederen  Seele  stirbt"  sagt  Fochner,  „nimmt 

die  obere  Seele  sie  aus  ihrem  Anschauungsleben  in  ihr  Erinnerungsleben 


/Google 


486  Fragmente  l^iiln.niihiRi'licn   Inhalt.:?. 

auf."     Die  Seelen  der  gestorbenen  Geschöpfe  aollen  also  die  Elemente 
bilden  für  das  Seelenleben  der  Erde. 

Die  verschiedenen  Denkprocesse  scheinen  sich  hauptsächlich  zu 
unterscheiden  durch  ihren  zeitlichen  lüiythmus.  Wenn  die  Pflanzen 
beseelt  sind,  so  müssen  Stunden  und  Tage  für  sie  sein,  was  für  uns 
Seeuuden  sind;  der  entsprechende  Zeitraum  im:  die  Erdseele,  wenigstens 
für  ihre  Thätigkeit  nach  aussen,  umfasst  vielleicht  viele  Jahrtausende. 
Soweit  die  geschichtliche  .Erinnerung  der  Menschheit  reicht,  sind  alle 
Bewegungen  der  unorganischen  Erdrinde  wohl  noch  aus  mechanischen 
Gesetzen  zu  erklären. 


Tliesis. 
Endliches,  Vor  stellbar  es 


Antithesis. 
Unendliches,  Begriffssysteme  die 
der  Grenze    des   Vorstellbaren 


II. 


Endliche    Zeit-    und 

m  eilte. 

Freiheit,  d.  h.  nicht  das  Ver- 
mögen, absolut  anzufangen,  son- 
dern zwischen  zwei  oder  mehreren 

gegebenen    Möglichkeiten    zu    ent- 
scheiden. 

Damit  trotz  völlig  bestimmter 
des  Wirkens  der  Vor- 
gen Entscheidung  durch  Will- 
kür möglich  sei  muss  man  anneh- 
men, dass  der  psychische  Mechanis- 
mus seihst  die  Eigenthüinlichkeit, 
hat  oder  wenigstens  in  seiner  Ent- 
wicklung annimmt,  die  Nothwen- 
digkeit  derselben  herbeizuführen. 


Determinismus. 


Niemand  kann  beim  Handeln 
die  TJeberzeugiing  aufgeben,  dass 
die  Zukunft  durch  sein  Handeln 
mitbestimmt  wird. 


Ein    zeitlich     wirkender    Gott  Ein  zeitloser,  persönlicher,  all- 

(Weltregierung).  wissender,  all  mächtiger,  allgütiger 

Gott  (Vorsehung). 
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Unsterblichkeit. 


Antithosis. 
Ein  unserer  zeitlichen  Erschei- 
nung zu  Grunde  liegendes  Hing  an 
sich  mit  irniLüeeiitlcntalor  b'reiheit, 
radicalem  Bösen,  inteiligiblem  Cha- 
rakter ans.gcstat.tot. 


Freiheit  ist   sehr  wohl  verein- 
bar mit  strenger  Gesetzmässigkeit 

lies  iSaturla.ufs.  Aber  der  Begriff 
eines  zeitlosen  Gottes  ist  daneben 
nicht  haltbar.  Es  muss  vielmehr 
die  Beschränkung,  welche  Allmacht 
und  Allwissenheit  durch  die  Frei- 
heit der  Geschöpfe  in  der  oben 
festgestellten  Bedeutung  erleiden, 
aufgehoben  werden  durch  die  An- 
nahme eines  zeitlich  wirkenden 
Gottes,  eines  Lenkers  der  Herzen 
und  Geschicke  der  Menschen,  der 
Begriff  der  Vorsehung  muss  er- 
gänzt und  zum  Theil  ersetzt  wer- 
den   durch    den   Begriff  der    Welt- 


Allgemeines  Verhältniss  der  Begriffssysteme  der  Thesis  und 

Antithcsis. 
Die  Methode,  welche  Newton  zur  Begründung  der  Infinitesimal- 
rechnung  anwandte,   und   welch*;  seit  Anfang  dieses  Jahrhunderts  von 

den  besten  Mathematikern  als  die  einzige  anerkannt  worden  ist,  welche 
sichere  Resultate  liefert,  ist  die  Greazmethode.  Die  Methode  besteht 
darin,  dass  man  statt  eines  stetigen  Uebergangs  von  einem  Werth 
einer  Grösse  zu  einem  andern,  von  einem  Orte  zu  einem  andern,  oder 
überhaupt  von  eine]'  Bestimmungsweist:  eines  Begriffs  zu  einer  andern 
zunächst  einen  Uebergang  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Zwischen- 
stufen betrachtet  und  dann  die  Anzahl  dieser  Zwischenstufen  so  wachsen 
lässt,  dass  die  Abstände  zweier  aufeinander  folgen  der  Zwischenstufen 
sämmtlich  ins  Unendliche  abnehmen. 

Die  Begriffssysteme  der  Antithosis  sind  zwar  durch  negative  Prä- 
dicate  fest   bestimmte.  Begriffe,  aber  nicht  positiv   vorstellig r. 
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Eben  desshalb,  weil  ein  genaues  und  vollständiges  Vorstellen  dieser 
Begriffssysteme  unmöglich  ist,  sind  sie  der  directen  Untersuchung  und 
Bearbeitung  durch  unser  Nachdenken  unzugänglich.  Sie  können,  aber 
als  an  der  Grenze  des  Vorstellbaren  liegend  betrachtet  worden,  d.  h. 
man  kann  ein  innerhalb  des  Vorstellbaren  liegendes  BegrilTssystem 
bilden,  welches  durch  blosse  Aenderung  der  Größen  Verhältnisse  in  das 
gegebene  Begriffssystem  übergeht.  Von  den  0  rossen  Verhältnissen  ab- 
gesehen bleibt  das  Begriffssystem  bei  dem  Uebergang  zur  Grenze  un- 
gehindert. Tn  dem  Grenzfall  selbst  aber  verliere]]  einige  von  den  Oor- 
relativbegriffen  des  Systems  ihre  Vorstellbarkeit,  und  zwar  solche, 
welche  die   Beziehung  zwischen  andern  BegriiTen   vermitteln. 
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II.    Erkenntnisatheoretisches. 

Versuch  einer  Lehre   von  den  Grundbegriffen  der  Mathematik  und 
Physik  als  Grundlage  für  die  Natur  erklär  ung. 
Naturwissenschaft   ist  der  Versuch,    die  Natur  durch  genaue 

II o griffe  aufzulassen. 

Nach  den  Begriffen,  durch  welche  wir  die  Natur  auffassen,  werden 
nicht  bloss  in  jedem  Auge.iibück  die  W ahrnehmungen  ergänzt,  sondern 
auch  künftige  Wahrnehmungen  als  nothwendig,  oder,  insofern  das 
Eegrilfssy, stein  da/,u  nicht  vollständig  genug  ist,  als  wahrscheinlich 
vorher  bestimmt;  es  bestimmt  sich  nach  ihnen,  was  „möglich"  ist  (also 
auch  was  „nothwendig"  oder  wessen  (legentheil  unmöglich  ist)  und  es 
kann  der  Grad  der  Möglichkeit  (der  „Wahrscheinlichkeit")  jedes  ein- 
zelnen nach  ihnen  möglichen  Ereignisses,  wenn  sie  genau  genug  sind, 
mathematisch  bestimmt  -werden. 

Tritt  dasjenige  ein,  was  nach  diesen  Begriffen  nothwendig  oder 
wahrscheinlich  ist,  so  werden  sie  dadurch  bestätigt,  und  auf  dieser 
Bestätigung  durch  die  Erfahrung  beruht,  das  Zutrauen,  welches  wir 
ihnen  schenken.  Geschieht  aber  Etwas,  was  nach  ihnen  nicht  erwartet 
wird,  also  nach  innen  unmöglich  oder  unwahrscheinlich  ist,  so  ent- 
steht die  Aufgabe,  sie  so  zu  ergänzen  oder,  wenn  nöthig,  umzuarbeiten, 
dass  nach  dem  vervollständigten  oder  verbesserten  Begriffssystem  das 
Wahrgenommene  aufhört,  unmöglich  oder  unwahrscheinlich  zu  sein. 
Die  Ergänzung  oder  Verbesserung  des  Begriffssystems  bildet  die  „Er- 
klärung" der  unerwarteten  Wahrnehmung.  Durch  diesen  Process  wird 
unsere  Auffassung  der  Natur  allmählich  immer  vollständiger  und  rich- 
tiger, geht  aber  zugleich  immer  mehr  hinter  die  Oberfläche  der  Er- 
scheinungen zurück. 

Die  Geschichte  der  erklärenden  Naturwissenschaften,  soweit  wir 
sie  rückwärts  verfolgen  können,  zeigt:,  dass  dieses  in  der  That  der 
Weg  ist,  auf  welchem  unsere  Naturerkenntniss  fortschreitet.  Die  Be- 
griffssysteme, welche  ihnen  jetzt  zu  Grunde  liegen,  sind  durch  all- 
mählige  Umwandlung  älterer  Begriff.ssys.tcme  entstanden,  und  die  Gründe. 
welche  zu  neuen  Erklärungsweisen  trieben,  lassen  sich  stets  auf  Wider- 
spruche oder  Unwahrseheinliebheiten,  die  sich  in  den  älteren  Erklärungs- 
weisen herausstellten,  zurückführen. 
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Die  Bildung  neuer  Begriffe,  soweit,  wie  der  Beobachtung  zugänglich 
ist,  geschieht  also  durch  jenen  Process. 

Es  ist  nun  von  Herbart  der  Nachweis  geliefert  worden,  dass 
auch  die  zur  W n  1  tn.n l'f:i s snn g  dienenden  Begriffe,  deren  Entstehung  wir 
weder  in  der  Geschichte,  noch  in  unserer  eigenen  Entwicklung  ver- 
folgen können,  weil  sie  uns  unvermerkt  mit  der  Sprache  überliefert 
werden,  sämmtlich,  in  soweit  sie  mehr  sind  als  blosse  Formen  der 
Verbindung  der  einfachen  sinnlichen  Vorstellungen,  aus  dieser  Quelle 
abgeleitet  werden  können  und  daher  nicht  (wie  nach  Kant  die  Kate- 
gorien) aus  einer  besonderen  aller  Erfahrung  voraufgehenden  Be- 
seha.ifenheil.  der   menschlichen  Seele  hergeleitet  zu  werden  brauchen. 

Dieser  Nachweis  ihres  Ursprungs  in  der  Auffassung  des  durch  die 
sinnliche  Wahrnehmung  Gegebenen  ist.  für  uns  desshalb  wichtig,  weil 
nur  dadurch  ihre  Bedeutung  in  einer  für  die  Naturwissen- 
schaft genügenden  Weise  festgestellt  werden  kann.... 


Nachdem  der  Begriff  für  sich  bestehender  Dinge  gebildet  worden 
ist,  entsteht  nun  beim  .Nachdenken  über  die  Veränderung,  welche  dem 
Begriffe  des  für  sich  Bestehens  widerspricht,  die  Aufgabe,  diesen  schon 
bewahrten  Begriff  so  weit  als  möglich  aufrecht  zu  erhalten.  Hieraus 
entspringen  gleichzeitig  der  Begriff  der  stetigen  Veränderung,  und  der 
liegrill''  der  Oansalität. 

Beobachtet  wird  nur  ein  Uebergang  eines  Dinges  aus  einem  Zu- 
stand in  einen  anderen,  oder,  allgemeiner  zu  reden,  aus  einer  Be- 
stimm Livigs weise  in  eine  andere,  ohne  dass  dabei  ein  Sprung  wahr- 
genommen wird.  Bei  der  Ergänzung  der  Wahrnehmungen  kann  man 
nun  entweder  annehmen,  dass  der  Uebergang  durch  eine  sehr  grosse 
aber  endliche  Anzahl  für  unsere  Sinne  unmerklicher  Sprünge  geschieht, 
oder  dass  das  Ding  durch  alle  Zwischenstufen  aus  dem  einen  Zustand 
in  den  andern  übergeht.  Der  stärkste  Grund  für  die  letztere  Auf- 
fassung liegt  in  der  Forderung,  den  schon  bewährten  Begriff  des  für 
sich  Bestehens  der  Dinge  so  weit  als  möglich  aufrecht  zu  erhalten. 
Freilich  ist  es  nicht  möglich,  sieb  einen  Uebergang  durch  alle  Zwischen- 
stufen wirklich  vorzustellen,  was  aber,  wie  bemerkt,  genau  genommen 
von  allen  Begriffen  gilt. 

Zugleich  aber  wird  nach  dem  früher  gebildeten  und  in  der  Er- 
fahrung bewährten  Begriffe  des  \'i\v  sich  Hestehens  der  Dinge  geschlossen, 
das  Ding  würde  bleiben,  was  es  ist,  wenn  nichts  Anderes  hinzukäme. 
Hierin  liegt  der  Antrieb,  zu  jeder  Veränderung  eine  Ursache  zu  suchen. 
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I.  Wann  ist  unsere  Auffassung  der  Welt,  wahr? 

„Wenn  der  Zusammenhang  unserer  Vorstellungen  dem  Zusammen- 
hange der  Dinge  entspricht." 

Die  Elemente  unseres  Bildes  von  der  Welt  sind  von  den  ent- 
sprechenden Elementen  des  abgebildeten  Realen  gänzlich  verschieden. 
Sie  sind  etwas  in  uns;  die  Elemente  des  Realen  etwas  ausser  uns. 
Aber  die  Verbindungen  zwischen  den  Elementen  im  Bilde  und  im  Ab- 
gebildeten müssen  übereinstimmen,  wenn  das  Bild  wahr  sein  soll.  Die 
Wahrheit  des  Bildes  ist  unabhängig  von  dem  Grade  der  Feinheit  des 
Bildes;  sie  hängt  nicht  davon  ab,  ob  die  Elemente  des  Bildes  grössere 
oder  kleinere  Menden  des  Realen  repräsentiren.  Aber  die  Verbindungen 
müssen  einander  entsprechen;  es  darf  nicht  im  Bilde  eine  unmittelbare 
Wirkung  zweier  Elemente  auf  einander  angenommen  werden,  wo  in 
der  Wirklichkeit  nur  eine  mittelbare  stattfindet.  In  diesem  Fall  würde 
das  Bild  falsch  sein  und  der  Berichtigung  bedürfen;  wird  dagegen  ein 
Element  des  Bildes  durch  eine  Gruppe  von  feineren  Kiemeriten  ersetzt, 
so  dass  seine  Ingensehaiten  theils  aus  einfacheren  Eigenschaften  der 
feineren  Elemente,  theils  aber  aus  ihrer  Verbindung  sich  ergeben  und 
also  zum  Theil  begreiflich  werden,  so  wächst  dadurch  zwar  unsere 
Einsicht  in  den  Zusammenhang  der  Dinge,  aber  ohne  dass  die  frühere 
Auffassung  für  falsch  erklärt  werden  müsste. 

II.  Woraus  soll  der  Zusammenhang'  der  Dinge  gefunden  werden? 
„Aus  dem  Zusammenhange  der  Erscheinungen." 

Die  Vorstellung  von  Siuiieiuliiige.il  in  bestimmten  räumlichen  und 
zeitlichen  Verhältnissen  ist  dasjenige,  was  beim  absichtlichen  Nach- 
denken über  die  Natur  vorgefunden  wird  oder  für  dasselbe  gegeben 
ist.  Es  ist  jedoch  bekanntlich  die  Qualität  der  Merkmale  der  Sinnen- 
dinge,  Farbe,  Klang,  Ton,  Geruch,  Geschmack,  Wärme  oder  Kälte, 
etwas  lediglich  unserer  Empfindung  Entnommenes,  ausser  uns  nicht 
Existirendes. 

Dasjenige,  woraus  der  Zusainmeu.liii.ng  der  Dinge  erkannt  werden 
muss,  sind  also  quantitative  Verhältnisse,  die  räumlichen  und  zeit- 
lichen Verhältnisse  der  Sirmendinge  und  die  Intensitäts  Verhältnisse  der 
Merkmale  und  ihrer  Qualitätsunterschiede. 

Aus  dem  Nachdenken  über  den  beobachteten  Zusammenhang  dieser 
Grössen  Verhältnisse  muss  sieh  die  Erkenntnis  s  des  Zusammenhangs  der 
Dinge  ergehen. 
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4Ö2  Fragment*;  philosophischen  Inhalts. 

Causalität. 

I.  Was  ein  Agens  zu  bewirken  strebt  muss  durch  den  Begriff 
des  Agens  bestimmt  sein;  seine  Action  kann  von  nichts  Anderem  als 
von  seinem  eigenen   Wesen  abhängen. 

II.  Dieser  Forderung  wird  genügt,  wenn  das  Agens  sich  selbst 
zu  erhalten  oder  herzustellen  strebt. 

III.  Eine  solche  Action  ist  aber  nicht  denkbar,  wenn  das  Agens 
ein  Ding,  ein  Seiendes  ist,  sondern  nur  wenn  es  ein  Zustand  oder  ein 
Verhältnis s  ist.  Findet  ein  Streben  etwas  zu  erhalten  oder  her- 
zustellen Statt,  so  müssen  auch  Abvreic hangen,  und  zwar  in  verschie- 
denen Graden,  von  diesem  Etwas  möglich  sein;  und  es  wird  in  der 
That,  in  sofern  dieser  Bestrebung  andere  Bestrebungen  widerstreiten, 
nur  möglichst  nahe  erhalten  oder  hergestellt  werden.  Es  giebt  aber 
keine  Grade  des  Seins,  eine  gradweise  Verschiedenheit  ist  nur  von  Zu- 
ständen oder  Verhältnissen  denkbar.  Wenn  also  ein  Agens  sich 
selbst  zu  erhalten  oder  herzustellen  strebt,  so  muss  es  ein  Zustand 
oder  ein  Verhältniss  sein. 

IV.  Eine  solche  Action  eines  ZustanSea  kann  selbstredend  nur 
auf  solche  Dinge  stattfinden,  die  eines  gleichen  Zustandes  fähig  sind. 
Auf  welche  von  diesen  Dingen  sie  aber  stattfindet  und  ob  sie  über- 
haupt stattfindet,  kann  aus  dem  Begriff  des  Agens  nicht  5 
werden.*) 


s)  Diese  Sätze  gelten  mit'  wenn  einem  ehifa.cliün  hcalgrnnd  das  Wirken  y.n- 
gc schrieben  werden  soll. 

Wenn  zwei  Dingo  a  und  b  durch  einen  äusseren  (! rund  in  Verbindung  treten, 
äO  kann  entweder  an  die  Verbindung,  tlas  Verbuitdeusein,  selbst,  oder  ituch  an 
die  Veränderung  ihres  Grades,  eine  Folge  c  geknüpft  sein.  Die  einfachste  An- 
nahme ist,  dass  die  Folge  c  an  das  Verbanden  sein  yck  mipft  ist. 

Es  ist  nnnöUiig,  diese  Betrachtungen  weiter  fortzuführen.  Ihr  Prinoip  besteht 
darin,  dass  man  den  Satz  festhält:  „Was  ein  Agens  zu  bewirken  strebt,  ninss 
durch  den  Betritt'  des  Agens  bestimmt  sein1',  diesi;n  Satz  aber  nicht,  wie  Lcibnitz 
oder  Spinoza  auf  Wesen  mit  einer  Mannigfaltigkeit  von  Bestimmungen,  sondern 
;r.if  Hciil gründe   von   liifiglirhst  gierst  er    luni'i'.eh  ccit.  anwendet. 

Man  pflegt  im  Deutschen,  sowohl  actio  als  eft'eclus  durch  Wirkung  zu  übersetzen. 
Da  das  Wort  in  der  letzteren  Bedeutung  viel  häufiger  vorkommt,  so  entstellt 
leiclit  eine  Undeutlieltkeit.  wenn  man  es  für  actio  braucht,  wie  z.  R.  bei  der  ge- 
bräuchlichen Ueborsetzung  von  „actio  aeeaialis  est  react.ioni",  „prineipinm  actionia 
minimae."  Kant  sucht  sieh  dadurch  zu  helfen,  dass  er  neben  Wirkung,  Wechsel- 
wirkung, den  lateinischen  Ausdruck  actio,  actio  mutua  in  Klammern  hinzufügt. 
Man  könnte  vielleicht  sagen:  „die  Kraft  ist  gleich  der  Gegenkraft",  „Satz  vom 
kleinsten  Kraftaufwunde."  Da  aber  in  der  That  uns  ein  einfacher  Ausdruck  für 
agere,  ein  auf  etwas  Anderes  gerichtetes  Streben,  fehlt,  so  möge  mir  der  Ge- 
brauch des  Fremdworts  gestattet  sein. 
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Sehr  richtig  bemerkt  Kant,  dass  durch  die  Zergliederung  des  Be- 
griffs von  einem  Dinge  weder  gefunden  werden  könne,  dass  es  sei, 
noch  dass  es  die  Ursache  von  etwas  Anderem  sei,  dass  also  die  Be- 
griffe des  Seins  und  der  Causalität  nicht  analytisch,  seien  und  nur  ans 
der  Erfahrung  entnommen  werden  können.  Wenn  er  aber  später 
sich  zu  der  Annahme  genüthigt  glaubt,  dass  der  Ca-u salbegriff  ans 
einer  aller  Erfahrung  vorausgehenden  Beschaffenheit  des  erkennenden 
Subjects  stamme,  und  ihn  desshalb  zu  einer  blossen  Kegel  der  Zeit- 
folge stempelt,  durch  welche  in  der  Erfahrung  mit  jeder  Wahrnehmung 
als  Ursache  jede  beliebige  andere  als  Wirkung  verknüpf t  werden 
könnte,  so  heisst  dies  das  Kind  mit  dem  Bade  ausschütten.  (Freilich 
müssen  wir  die  Causalitätsverhälluisse  aus  der  Erfahrung  entnehmen: 
aber  wir  dürfen  nicht  darauf  verzichten,  unsere  Auffassung  dieser  Er- 
f;i!ii'tntgsthaisachen  durch  Nachdenken  zu  berichtigen  und  zu  ergänz  eil.) 

Das  Wort  Hypothese  hat  jetzt  eine  etwas  andere  Bedeutung  als 
bei  Newton.  Man  pilegt  jetzt  unter  Hypothese  alles  zu  den  Erschei- 
nungen Hinzugedachte  zu  verstehen. 

Newton  war  weit  entfernt  von  dem  ungereimten  Gedanken,  als 
könne  die  Erklärung  der  Erscheinungen  durch  Abstraction  gewonnen 
werden. 

Newton:  Et  haec  de  deo;  de  quo  ntiquo  ex  phaenomenis  disserere 
ad  philosophiaui  e.xperimentalem  pertinet.  Raiionem  vero  harum  Gra- 
vitatis  proprietatum  ex  phaenomenis  nondum  potui  deduecre,  et  Hypo- 
theses  non  finge.  Quicquid  enim  ex  Phaenomenis  non  deducitur, 
Ilypothesis  vocanda  est.    ■ 

Arago,  Oeuvres  completes  T.  3.  505: 

Une  fois,  une  seule  Ibis  Laplace  s'elanea  dans  la  region  des  con- 
jeetures.     Sa  coneeption  ne  fut  alors  rien  mohis  qirunc  ,cosinogonie. 

Laplace  auf  Napoleons  Frage,  wessbalb  in  seiner  Mec.  cel.  der 
Name  Gottes  nicht  vorkomme:  Siro,  je  n'avais  pas  hesoin  de  cette 
liypothese. 

Die  Unterscheidung,  welche  Newton  zwischen  Bewegungsgesetzen 
oder  Axiomen  und  Hypothesen  macht,  scheint  mir  nicht  haltbar.  Das 
Trägheitsgesetz  ist  die  Hypothese:  Wenn  ein  materieller  Punkt  allein 
in  der  Welt  vorhanden  wäre  und  sich  im  Raum  mit  einer  bestimmten 
Geschwindigkeit  bewegte,  so  würde  er  diese  Geschwindigkeit  bestund  ig 
behalten. 
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1.     Moleeularmeehanik. 


Die   freie  Bewegung   eines  Systems   materieller  Punkte  mL,  m2 . . , 
mit  den  rechtwinkligen   Oourdin.aten  x1)p1)g1;  ^,ya,^a;  ...  auf  welche 
parallel    den   drei    Axen    die  Kräfte  XL,  YX,ZX\  Xs,  Y2>  Z2;  ...    wirken 
geschieht  den   Gleichungen  gemäss: 
,,,  ä^x  d2y,  ä^z, 

(i)  ».-^-X,      <*-£-*,      m^-Z,. 

Dies  Gesetz,  kann  auch  so  ausgesprochen  werden.:  die  Jiusi'bleunigurmvn 
bestimmen   sich   so,  dass 

■r-i       (/ä*a>  X\*        (ä'Uj  Y\a-        fd^-d  Z\*\ 

2«-  (W  -  T,:)  +  b£  -  -.;)  +  (v  -  n) ) 

ein  Minimum  wird;  denn  diese  Function  der  Beschleunigungen  nimmt 
ihren  kleinsten  Wertli  0  an,  wenn  die  Beschleunigungen  sümmtlich 
den    Gleichungen    (1)    gemäss    bestimmt    werden,    d.    li.    die    Grössen 

-j-^  —  — -  ■•■  sümmtlich  ■=  0  sind,  und  sie  nimmt  auch  nur  dann  einen 

„  _     d''xt         Xt 

Minimum  wertli    an;    denn    wäre    eint!    dieser    Grössen,    z,  B.  —r-^  —  — 

nicht  gleich  Kuli,  so  könnte  man  -  '  immer  stetig  so  ändern,  dass 
der  absolute  Wertli  dieser  Grösse  und  folglich  ihr  Quadrat  abnähme, 
Die  Function  würde  also  dann  kleiner  werden,  wenn  man  zugleich 
alle  übrigen  Beschleunigungen  (ingeändert  liesse. 

Diese  Function  der  Beschleunigungen   unterscheidet  sich  von 

nur  um  eine  Constante,  d.  h.   eine  von   den  Be 
hängige  Grösse. 
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Wenn  die  Kräfte  nur  von  Anziehungen  und  Abstossungen  zwischen 
den  Punkten  herrühren,  welche  Functionen  der  Entfernung  sind,  und 
der  tte  Punkt  und  der  t'te  Punkt  sich  in  der  Entfernung  r  mit.  der 
Kraft  f,,,'(r)  abstossea  oder  mit  der  Kraft  —f,,j (r)  anziehen,  lassen 
sieh  bekannt  Meli  die  Compon  enten  der  Kräfte  ausdrücken  durch  diu  par- 
tiellen Der i vi rten.  einer  Function  von  den  Doordimiten  sämmtlieher  Punkte 

worin  F,,,'(r)  eine  Function    bedeutet,    deren  Derivirte  f,,,'(r),   und  für 
t  und  i   je  zwei  verschiedene  Indiees  zu  setzen  sind. 
Suhstituirt  man  diese  Werthe  der  Componenten 

X  =  —  Y  =■—  Z  =  — 

'         dxt'  /         dy,'  '         dz, 

in  obiger  Function  der  Beschleunigungen  und  ninltiplie.irt  dieselbe  mit 

— ,  wodurch  die  Lage   ihrer  Maxirna  und  Minima  nicht  gelindert  wird, 

so  erhält  man  innen  Ausdruck,  der  sieh  von 

*2«((*S),+('$,+(<3),)-*+- 

nur  um  eine  von  den  Beschleunigungen  unabhängige  (.{rosse  unter- 
scheidet. "Wenn  die  Lage  und  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  zur 
Zeit  t  gegeben  sind,  so  bestimmt  sieh  diese  Lage  zur  Zeit  t  -f-  dt  so, 
dass  diese  Grösse  möglichst  klein  wird.  Es  findet  demnach  ein  Streben 
statt,  diese  Grösse  möglichst  klein  zu  machen. 

Dieses  Gesetz  kann  man  nun  aus  Actione n  erklären,  welche  die 
einzelnen  Glieder  dieses  Ausdrucks  möglichst  klein  zu  machen  streben, 
wenn  man  annimmt,  dass  einander  widerstreitende  Bestrebungen 
sich  so  ausgleichen,  dass  die  Summe  der  Grössen,  welche  die 
einzelnen  Actionen  möglichst  klein  zu  erhalten  streben,  ein 
Minimum  wird. 

Nimmt  mau  an,  dass  die  Massen  der  Punkte  m1}  nu,  .  .  . ,  m„  sich 
verhalten  wie  die  ganzen  Zahlen  /,',,  k3,  .  .  . ,  ]:■„,  so  dass  m,  =  h,(i,  so 
besteht  der  Ausdruck,  welcher  möglichst  klein  wird,  ans  der  Summe 
der  Grössen 

K(^)'+(^y+(^)') 

für  aäniuitlic! i.e  \1  itssentheilchen  ft  und  der  Grösse  Pt-\-,u.  Wenn  man 
also  mit  Gauss  die  Grösse 
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als  Maust;  der  Abweichung  des  Bewegiüigszustandes  der  Masse  j*  zur 
Zeit  £  -f-  <£ 2  von  ihrem  Bewegungszustand  zur  Zeit  (  betrachtet,  so  er- 
giebt  die  Zerlegung  der  Gcsammtaction  in  Bezug  auf  jede  Masse  eine 
Action,  welehe  die  Abweichung  ihres  Bewegungszustn.ndes  zur  Zeit 
t  -\-  dt  von  ihrem  Bewe.gungszusta.nde  zur  Zeit  t  möglichst  klein  zu 
machen  strebt,  oder  ein  Streben  ihres  BewegmigNzusiäiides,  sich  zu 
erhalten,  und  ausserdem  eine  Action,  welche  die  Grösse  ■  ■  P  möglichst 
klein  zu  erhalten  strebt. 

Diese  letztere  Action  lässt  wich  zerlegen  in  Bestrebungen,  die  ein- 
zelnen Glieder  der  Summe  SFh  .■(»■,,(■)  möglichst  klein  zu  erhalten, 
d.  h.  in  Anziehungen  und  Absl.ossungen  zwischen  je  zwei  Punkten, 
und  dies  würde  zu  der  gewöhnlichen  Erklärung  der  Bewegnngsgese(./e 
aus  dem  Gesetz  der  Trägheit  und  .Anziehungen  und  Abstufungen  zurück- 
führen; sie  liisst  sich  aber  bei  allen  uns  bekannten  Nahirlmil'ten  auch 
auf  Kräfte,  welche  zwischen  benachbarten  Raumelementen  thätig  sind, 
zurückführen,  wie  im  folgenden  Artikel  an  der  Gravitation  erläutert 
werden  soll. 

2.     Gravitation  und  Licht. 
Die   Newton'sche  Erklärung   der   Fallbewegungen   und    der  Be- 
wegungen der  Himmelskörper  besteht  in   der  Annahme   folgender  Ur- 
sachen: 

1.  Es  existirt  ein  unendlicher  Raum  mit  den  Eigenschaften,  welche 
die  Geometrie  ihm  beilegt,  und  pomlerable  Körper,  welche  in  ihm 
ihren  Ort  nur  stetig  verändern. 

2.  In  jedem  ponderablen  Punkte  existirt  in  jedem  Augenblicke 
eine  nach  Grösse  und  Richtung  bestimmte  Ursache,  vermöge  der  er 
eine  bestimmte  Bewegung  hat  (Materie  in  bestimmtem  Bewegnngs- 
zustande).     Das  Maass  dieser  Ursache  ist  die  Geschwindigkeit.*) 

Die  hier  zu  erklärenden  Erscheinungen  führen  noch  nicht  auf  die 
Annahme  verschiedener  Massen  der  ponderablen  Körper. 

3.  Tu  jedem  Punkt  des  Raumes  existirt  in  jedem  Augenblicke 
eine  nach  Grösse  und  Richtung  bestimmte  Ursache  (beschleunigende 
Kraft),    welche  jedem   dort  befindlichen  ponderablen   Punkte  eine  be- 

*)  Jeder  materielle   Körper  würde,    wenn    or  sich   irn   Raum   allein   befände, 

entweder  seinen  Ort.  in  demselben  nieht  ve rundem  oder  mit  unveränderlicher  üe- 
üeliwindiykeit:  in   gerader  Linie-   din\:h  denselben    -ich  "bewegen. 

Dieses  Bewegungsgesetz  kann  nicht  ans  dem  I'rincip  des  zureichenden  Grun- 
des erklärt  werden,  Dass  der  Körper  seine  liewoirimi»  fortsetzt,  muus  eine  Ur- 
siiehis  haben,  welche  mir  in  dem  inneren  anstund  der  '.Maleiie  gequellt  werden  kann. 
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stimmte,  und  zwar  allen  dieselbe  Bewegung  mittheilt,  die  sieh  mit  der 
Bewegung,  die  er  schon  hat,  geometrisch  zusammensetzt. 

4.  In  jedem  ponderablen  Punkt  existirt  eine  der  Grösse  nach 
bestimmte  Ursache  (absolute  Schwerkraft),  vermöge  welcher  in  jedem 
Punkte  des  Raumes  eine  dem  Quadrat  der  Entfernung  von  diesem 
ponderablen  Punkte  umgekehrt  und  seiner  Schwerkraft  direct  propor- 
tionale beschleunigende  Kraft  sfa.tt.lind et,  die  sich  mit  allen  andern  dort 
stattfindenden    beschleunigenden  Kräften  geometrisch  zusammensetzt.*) 

Die  nach  Grösse  und  liiehti.mg  bestimmte  Ursache  (beschleunigende 
Schwerkraft),  welche  nach  3.  in  jedem  Punkte  des  Raumes  stattfindet, 
suche  ich  in  der  Bewegungsfonn.  eines  durch  den  ganzen  unendlichen 
Raum  stetig  verbreiteten  Stoffes,  und  zwar  nehme  ich  an,  dass  die 
Richtung  der  Bewegung  der  Richtung  der  aus  ihr  zu  erklärenden  Kraft 
gleich,  und  ihre  Geschwindigkeit  der  Grosso  der  Kraft  proportional  sei. 
Dieser  Stoff  kann  also  vorgestellt  werden  als  ein  physischer  Raum, 
dessen  Punkte  sich  in  dem  geometrischen  bewegen. 

Nach  dieser  Annahme  müssen  alle  von  ponderablen  Körpern  durch 
den  leeren  Raum  auf  ponderable  Körper  ausgeübte  Wirkungen  durch 
diesen  Stoff  fortgepflanzt  werden.  Es  müssen  also  auch  die  Bewegungs- 
formen, in  denen  das  Licht  und  die  Wärme  besteht,  welche  die 
Himmelskörper  einander  zusenden.  Bewegmigsfonnen  dieses  Stoffes  sein. 
Diese  beiden  Erscheinungen,  Gravitation  und  Liehtbewegung  durch  den 
leeren  Raum,  aber  sind  die  einzigen,  welche  bloss  ans  Bewegungen 
dieses  Stoffes  erklärt  werden  müssten. 

Ich  nehme  nun  an,  dass  die  wirkliche-  Bewegung  des  Stoffes  im 
leeren  Raum  zusammengesetzt  ist  aus  der  Bewegung,  welche  zur  Er- 
klärung der  Gravitation,  und  aus  der,  welche  zur  Erklärung  des  Lichtes 
angenommen  werden  muss. 

Die  weitere  Entwicklung  dieser  Hypothese  zerfällt  in  zwei  Theile, 
insofern  aufzusuchen  sind 

1.  Die  Gesetze  der  StofThewegungen,  welche  zur  Erklärung  der 
Erscheinungen  Eingenommen  werden  müssen. 

2.  Die  Ursachen,  aus  welchen  diese  Bewegungen  erklärt  werden 
können. 

Das  erste  Geschäft  ist  ein  mathemEitisehcs,    das    zweite  ein  meta- 

*)  Derselbe  poudcrablc  l'nnki,  würde  an  zwei  versc-Siiedcneii  Orten  Bewegungs- 
;'.] uler nnijiin  erleiden,  duren  b'ie'd.mig  mit  der  Kiehtiing  der  Kriifte  Kusiimrtiuiii'iilU, 
und  deren  Grössen  sich  verhalten  wie  die  Kriifte. 

Die  Kraft,  dividirt  dnn.Oi.  die  T.itjivi.'gimg.vi.nrk'innfr  triebt  daher  bei  demselben 
ponderablen  Punkt  stets  denselben  Quoticuton.  Dieser  Quotient-  ist  bei  verschie- 
dene« ponderablen    l'nuldi-n  ver^ebieden  und  hei'.st  ihre  Masse. 
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physisch«1.?.  In  Bezug  auf  letzteres  bemerke  ich  im  Voraus,  dass  als 
Ziel  'desselben  nicht  die  Erklärung  ans  Ursachen,  welche  die  Entfernung 
zweier  Stoffpunkte  zu  verändern  streben,  zu  betrachten  sein  wird. 
Diese  Erklärungsineihode  durch  Aimehirugs-  und  Abstossungskräile 
verdankt  ihre  allgemeine  Anwendung  in  der  Physik  nicht  einer  un- 
mittelbaren Evidenz  (besonderen  Veimmfigeuiässheit),  noch,  von  Electri- 
eität  und  Schwere  abgesehen,  ihrer  besonderen  Leichtigkeit,  sondern 
vielmehr  dein  Umstände,  dass  das  N"e\v  toir'sehe  Anziehungsgesefcz  gegen 
die  Meinung  des  Entdeckers  so  lange  für  ein  nicht  weiter  zu  erklären- 
des gegolten  hat.*) 

I.  Gesetze  der  Stoffbewegung,  welche  nach  unserer  Annahme 
die  Gravitations-  und  Lichterscheinungen  verursacht. 
Indem  ich  die  Lage  eines  Raumpunktes  durch  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  xlt  x.it  x3  ausdrücke,  bezeichne  ich  die  dort  parallel  den- 
selben zur  Zeit  t  stattfindenden  Gesehwindigkoitseoniponenten  der  Be- 
wegung, welche  die  Gravi tationsersclnimriugon  verursacht,  durch  uy,  f^,  ws, 
der  Bewegung,  welche  dieLiehterseheinungen  verursacht,  durch  tvuw2!w3, 
der  wirklichen  Bewegung  durch  vlt  VSI  v3,  so  dass  v  =  «  -f-  W.  Wie 
sich  aus  den  Bewegungsgesetzen  selbst  ergeben  wird,  behält  der  Stoff, 
wenn  er  m  Einem  Zeitpunkte  überall  gleich  dicht  vA,  stets  allenthalben 
dieselbe  Dichtigkeit,  ich  werde  diese  daher  zur  Zeit  t  Überall  =  1  an- 
nehmen. 

a.    Bewegung,  welclio  mir  GravHiilioiisflrsi'-lieimingcii  verursacht. 

Die  Schwerkraft  ist  in  jedem  Punkte  durch  die  Potentialfnnction 

dV     dV     dV 
V  bestimmt,  deren  partielle  DitR'L-entiahiuoU  etilen  -,-—  ,  (—  ,  -..—  die  Com- 

ponenten  der  Schwerkraft  sind,  und  dieses  V  ist  wieder  bestimmt  durch 
folgende  Bedingringen   (abgesehen  von  einer  hinzu fügba.ren  Constanten): 

1.     dxl  dx%  dx%  (—  j  +  tt^t  +  t~-,  )  ist  ausserhalb  der  anziehenden 

Körper  =  0  und  hat  für  jedes  pouderable  Körperclenient  einen,  un- 
veränderlichen Wei-th.  Dieser  ist  das  Pro  du  et  ans  —  4jt  in  die  ab- 
solute Grosse  der  Anziehungskraft,  welche  nach  der  Ättractionstheorie 

*)  Newton  sajs:  „That  gnivity  slioiild  be  imiate,  inhetent,  and  essential 
to  .  matter,  so  that  one  body  may  au.t.  apon  anol.ker  a,t  a  distance  through  a  va- 
dium, without  the  mcdiaüon  of  suiythiii«  dsn,  by  a.ud  üiroiigli  Tvliieh  t.hcii'  action 
and  force  m.ay  be  convcyod  frani  on«  l.o  tuioUior,  in  t.o  nio  ho  ivveat  an  iibsuj-dity, 
tliat  I  believe  no  man  who  has  in  ]/lii]oä(Ji>liical  matters  a.  kompetent  faculty  of 
thinking  can  ever  fall  into  it."     See  the  tbitd  letter  to  Bentley. 
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demselben     beigelegt    werden    muss,    und    durch    dm    bezeichnet    wer- 
den soll. 

2.     Wenn  alle  anziehenden  Körper  sieh  innerhalb  eines  endlichen 
Raumes  belinden,    sind    in  unendlicher  Entfernung  r  von  einem  Punkt 

dV       eV        dV 

Nach  unserer  Hypothese  ist  nun  ^- -  =  u  und  folglieh 
d  V  =  tt,  dxt  -f-  «j  dxt  -f-  «j  dx3 . 
Dieses  sehlie.ssi   die  Bedingungen  ein: 

W  8x,        da,        U'      da,        dx„        U'      dx,        ,dxl         J> 

(2)  GJ  +  a2;  +  dl')  äxi dx*  dx$  =  ~~  Andm> 

(3)  r«!  =  0,  ruä  =  0,  n<3  =  0?  für  r  =  oo> 
Umgekehrt  sind  auch  die  *.j  rossen  ti,  wenn,  sie  diesen  Bedingungen  ge- 
nügen, den  Cornponenteu  der  Sc)  i  wer  kraft  gleich.  Denn  die  Bedingungen  (1) 
enthalten  die  Möglichkeit  einer  Function  ü,  von  welcher  das  Differen- 
tial d  U  —  %  dxl  +  Ma  d?;a  -f-  M-j  <7a;s  und  also  die  Diffei-cntiahjuotienten 
—  =  M;  und  diu  übrigen  ergeben  dann    ?/  =  F-f-  const.  *) 


*)  Diese  Function  U  ist  also  durch  die  F,rt'iihrnng  (aus  den  relativen  Be- 
wegungen'; i  rät  feint  der  allgemeinen  15!'w..'giiT!gngrSi.:;xe  gegeben .  aber  nur  abge- 
sehen von  einer  linearen  Function  itisj-  Coordinateu ,  weil  wir  nur  relative  Be- 
wegungen beobachten  können. 

Die  Bestimmung  dieser  Function  gründet  sieh  auf  folgenden  matheiuatisthen 
Satz:  Eine  Function  V  des  Ortes  ist  irmcrlialb  eines  endlichen  Raumes  bestimmt 
(abgesehen  von  einer  CoiisUntcn),  wenn  sie  nicht  blngs  einer  Flache  unstetig 
/3aF  .   S5F   ,   3aF\ 

sein   soll    and    CiL'   iille  J-. hei:' ■nie  d;.  reiben      -; — ; ;  +  t — ^  -f-  ~ — ■      dx.  da:.,  dx,  ,     an 

\dx\     d*\     dx\) 

der  Grenze  entweder  V  oder  deren  üift'ei'ent.JLdrjuotScnt  für  eine  ÜrtsH.ud  erring  nach 
Innen  senkrecht  Ruf  die  Hegreu/,nng  gegeben  ist.     Wobei  zu  bemerken: 

1.  "Wird  dieser  Diiferentiale|uot.iorii,  im  Begrenziurgselement  du  durch  — 
bezeichnet,  se  muss  in  letzterem  Falle   f    ^   tt-2  d-\\  dx,  d-v:s   durch   den    ganzen 


>"ß 


S2& 


beiden  Fällen   sammtljehc  Bestinuuungssl.üeke    willkürlich  angenommen  werden  und 

sind   daher  zur  Bestimmung  not.hwendig. 


durch  —    /  ~ 


Raumelemont,  wo    "^   - — -  anendlich  gross  wird,  ist  das  I 
Bezug  auf  die  Begrenzung  dieses  Elements  zu  er 
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b.     Bewegung,  welche  nur  LichterKclienwiigeii  verursacht. 

Die  Bewegung,  welche  im  leeren  Raum  zur  Erklärung  der  Liclit- 
erscheinungen     an  gen  om  tuen    werden    muss ,    kann    betrachtet    werden 

(zufolge  eines  Theorems)  als  znsammeiigosezt  aus  ebenen  Wellen,  d.  h. 
aus  solchen  Bewegungen,  wo  längs  jeder  Ebene  einer  Seliaar  paralleler 
Ebenen  (Wellen ebenen)  die  Bew^gtuigsform  constant  ist.  -Teiles  dieser 
Wellensystume  besteht,  dann  ('der  Eiialirimg  nach)  aus  Bewegungen 
parallel  der  Wellenebene,  die  sich  mit  einer  für  alle  Bewegungsformen 
(Arten  des  .Lichts)  gleichen  eonsfanlen  Geschwindigkeit  c  senkrecht  zur 
Wellen  ebene  fortpflanzen. 

Sind  für  ein  solches  Wellenayetem  %lt  %%,  £3  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  eines  Rinuiipunktes,  die  erste  senkrecht,  die  andern  parallel 
zur  Wellonebene,  ra1,  raä,  r»3  die  ihnen  parallelen  (ieschwindigkeits- 
eomponent.en  in  diesem    Punkte  zur  Zeit  t,  so  hat  man: 

^  =  0      —  =  0 

Der  Erfahrung  nach  ist  erstlich: 

(0,  =0, 
zweitens  ist  die  Bewegung  zusammengesetzt  aus  einer  nach  der  posi- 
tiven und  einer  nach  der  negativen  Seite  der  W ellenebene  mit  der  Ge- 
sell windigkeit  c  fortschreitenden  Bewegimg.  Sind  a  die  G  e  seh  wind  igkeits - 
componenten  der  ersteren,  a"  die  der  letzteren,  so  bleiben  die  a  umge- 
ändert, wenn  t  um  dt  und  |,  um  cdt  wächst,  die  ta",  wenn  t  um  dt 
und  6,  am  —  cdt  wächst,  und  man  hat  to  =  a>'  -4-  <a".     Hieraus  folgt: 


'da     ,       Sa\   .,         n         {8m" 

da'\,. 

98o>'                S2ra'            da<a" 

=      Cd%lbt  — cc  di\  '       df 

8am" 

3*0.                S2« 

Diese  Gleichungen  geben  folgende  symmetrische: 

?l  +  !4  +  L"!.„0 
86,   ^8S,   ^SJ,  ' 

dt'     Cc\de:[  +st;  +  as;,) 

3.   Wenn  nur  innerhalb  omes  endlichen  llaumtiü   y"':  t1—-   einen    von  0   ver- 
ndiiedeiien  Wertb   luit.  *0  kann   die   C  ronal  jf  :rl  L  i  lut  u  ]  »^-   dn.diiirh   emii./.t  wurden,   dass 

dv 

in  unendlicher   Kiiü'evnrmg  R  von    einem   Tunkte   diesen   ltaumes    li  .  .-■   unendlich 
klein  sein  soll 
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welche,    aus  gedrückt    durch    das    ursprüngliche    Coordinatensystein,    in 
Gleichungen  von  derselben  Form  übergehen,  d.  li.  in 

ni  'öw*  i  g'"*  i  dw*  =  o 

W  8t»   -CC\dz\  +  dx\+  dx\) 

Dieso  Gleichungen  gelten  für  jede   den   Punkt  (xlt  a^,  a;3)   zur   Zeit  ( 

durchschreitende   ebene  Welle   und  folglich  auch  für  die  ans  allen  zu- 

sammengcsüty.te  Bewegung. 

c.    Bewegung',  welche  beiderlei  lli'^chciiiiiiigen  verursacht. 
Aus   den    gefundenen    Bedingungen    für  u  und  iv  iliessen  folgende 
'Bedingungen  für  V  oder  Gesetze  der  Stu.IVhewegung  im  leeren  Räume: 

W  e^  +  e^  +  dxs  —  u- 

(ii)  ^„cc{dk  +  dk  +  dli))  (ff  -  ff )  =  o 

(«-'«(«,  + 4 +  aü)gÄ-|5)-o 

wie  sich  leicht  erglebt,  wenn  man  die  Operationen  ausführt. 

Diese  Gleichungen  /eigen,  dass  die  Bewegung  eines  Stoffpunktes 
nur  abhängt  von  den  Bewegungen  in  den  angrenzenden  Raum-  und 
ZeiUlieilen,  und  ihre  (voll  stund  igen)  Ursachen  in  den  Einwirkungen 
der  Umgebung  gesucht  werden  können. 

Die  Gleichung  (I)  beweist  unsere  frühen;  Behauptung,  dass  bei 
der  Stoff  bewegimg  die  Dichtigkeit   ungeändert  bleibe;  denn 


\dxl     '     dw.2     '     öxj       lad! 


welches  zufolge  dieser  Gleichung  =  0  ist,  drückt  die  in  das  Raum- 
element  dxldx2dxs  im  Zeitelement  dt  ein  ström  ende  Stoffiuenge  aus. 
und  die  in  ihm  enthaltene  Stoff  menge  bleibt  daher  constant. 

Die  Bedingungen  (11)  sind  identisch  mit  der  Bedingung,  dass: 
{c-'t  —  cc  (dl,  +  cl,  +  dl,))  (% dxt  +  va  dxs  +  vs  d%$) 
gleich  einem  vollständigen   Differential  d  W  sei.     Nun  ist: 

[dl  —  cc  (dl  +  dl,  +  dl,))  (wldx1  +  wtdx2  +  tvsdxä)  =  0 
und  folglich 
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d  W  =  {dl  —  cc  (32,  +  Sl,  +  dl,))  («j  dxl  +  «<a  dx^  -f  1(3  ^a;3) 
=  (0?  ~  cc(^  +0i  +  3l,))rf7 
oder,  da  {dl,  +  Si  +  3|ä)  ä  V  =  0  , 

-'S- 


(1.    Gemeinselmfllielier  Ausdruck  für  die  Gesetze  der  Sleu'lienegiing  und  der 
Einwirkung'  der  Schwerkraft  auf  die  Bewegung  der  p  011  dem  bleu  Körper. 

Die  Gesetze  dieser  Erscheinungen  lassen  sieh  zusammenfassen  in 
der  Bedingung,  dass  die  Variation  des  Integrals 

-f  /    M Zj  ~} — häXjdXjdx^  -\-A%dm)  dt  -\-  2%  f  dm  /,.'(-a ')  dt 

unter  geeigneten  Greiizbedinguugen  0  werde. 

In  diesem  Ausdrucke  sind  die  beiden  ersten  Integrale  ober  den 
ganzen  geometrischen  Raum,  die  let/.leren.  über  alle  pondcrablen  Körper  - 
demente  auszudehnen,  die  Ooordinaten  jedes  ponderablen  Ivörperelements 
aber  als  Functionen  dei'  Zeit,  und  tj];  r},2,  ija,  Fals  .Functionen  \onxl,X2lx3 
und  t  so  zu  bestimmen,  dass  eine  den  Grenzbedinguiigcii  genügende 
Variation  derselben  nur  eine  Variation  zweiter  Ordnung  des  Integrals 
hervorbringt. 

Alsdann  sind  die  Grössen  :!■(=»)  gleich  den  Gesel.nviudigkeits- 
componenten  der  Stoft'beweguug,  und  V  gleich  dem  Potential  zur  Zeit 
t  im  Punkte  (xlt  x%,  x^j. 


3.     Neue  mathematische  Prinzipien  der  Naturphilosophie.*) 
Obgleich  die  Uebersehrii't  dieses  A.ui'sutzes  bei  den  meisten  Lesern 

schwerlich  ein  günstiges  Voruriheil  erwecken  wird,  so  schien  sie  mir 
doch  die  Tendenz  desselben  am  besten  auszudrücken.  Sein  Zweck  ist, 
jenseits  der  von  Galiläi  und  Newton  gelegten  Grundlagen  der  Astro- 
nomie und  Physik  ins  Innere  der  Natur  zu  dringen.  Für  die  Astronomie 
kann  diese  Speculation  l'reilich  mmiitlelbar  keinen  praktischen  Nutzen 
haben,  aber  ich  hoffe,  dass  dieser  Umstand  auch  in  den  Augen  der 
Leser  dieses  Blattes  dem  Interesse  keinen  Eintrag  thun  wird 

*)  (Munden  am  1.  März  1853. 
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Der  Grund  der  ;il! gemeinen  Bewegungsgesetze  für  Ponderabilien, 
welche  sich  im  Eingänge  zu  Newton's  Principien  zusammengestellt 
finden,  liegt  in  dem  inneren  Zustand«  derselben.  Versuchen  wir  aus 
unserer  eigenen  inneren  Wahrnehmung  nach  der  Analogie  auf  den- 
selben zu  schliessen.  Es  treten  in  uns  fortwährend  neue  Vorstellimgs- 
inassen  auf,  welche  sehr  raseh  aus  unserm  Bewusstsein  wieder  ver- 
sejiwinden.  Wir  beobachten  eine  stetige  'Heiligkeit  unserer  Seele. 
Jedem  Act  derselben  liegt  etwas  Bleibendes  zu  Grunde,  welches  sich 
bei  besonderen  Anlässen  (durch  die  Erinnerung)  als  solches  kuudgiebt, 
ohne  einen  dauernden  Einfluss  auf  die  Erscheinungen  auszuüben.  Es 
tritt  also  fortwährend  (mit  jedem  Denkact)  etwas  Bleibendes  in  unsere 
Seele  ein,  welches  aber  auf  die  Erscheinung?- weit  keinen  dauernden 
Einfluss  ausübt.  Jedem  Act  unserer  Seele  liegt  also  etwas  Bleibendes 
zu  Grunde,  welches  mit  diesem  Act  in  unsere  Seele  eintritt,  aber  in 
demselben    Augenblick   aus    der    Erscheinung-;  well    völlig    v  eis  eh  windet. 

Von  dieser  Thatsaelie  geleitet,  mache  ich  die  Hypothese,  dass  der 
Weltraum  mit  einem  Stoff  erfüllt  ist,  welcher  fortwährend  in  die  pon- 
derablen  Atome  strömt  und  dort  aus  der  Erscheimmgswelt  (Körper- 
welt) verschwindet. 

Beide  Hypothesen  hissen  sich  durch  die  Eine  ersetzen,  dass  in  allen 
ponderablen  Atomen  beständig  Stoff  aus  der  Körperwelt  in  die  Geistes- 
welt eintritt.  Die  Ursache,  wesshalb  der  Stoff  dort  verschwindet,  ist 
zu  suchen  in  der  unmittelbar  vorher  dort  gebildeten  Geistessubstanz, 
und  die  ponderablen  Körper  sind  hiernach  der  Ort,  wo  die  Geisteswelt 
in  die  Körper  weit  eingreift.*) 

Die  Wirkung  der  allgemeinen  Gravitation,  welche  nun  zunächst 
aus  dieser  Hypothese  erklärt  werden  soll,  ist  bekanntlich  in  jedem 
Theil  des  Baumes  völlig  bestimmt,  wenn  die  Potentialfunction  P 
sämmtlicher  ponderablen  Massen  für  diesen  Theil  des  Raumes  gegeben 
ist,  oder  was  dasselbe  ist,  eine  solche  Function  P  des  Ortes,  dass  die 
im  Innern  einer  geschlossenen  Flüche  8  enthaltenen  ponderablen  Massen 


_1_   CS. 


Nimmt  man  nun  an,  dass  der  ruuinerlullende  Stoff  eine  incom- 
pressible  homogene  Flüssigkeit  ohne  Trägheit  sei,  und  dass  in  jedes 
ponderable  Atom  in  gleichen  Zeiten  stets   gleiche,  seiner  Masse  pro- 

*)  In  jedes  ponderable  Atom  tritt  in  jedem  Augenblick  eine  bestimmte,  der 
Gravitation  skr  Litt,  proportional::   Stollmeiigü   ein    mnl  vtirschiviridet  dort. 

Es  ist  die  ConscqnouK  der  auf  Ilerbart'sehem  Boden  stehenden  Psychologie, 
dass  nicht  der  Seele,   sondern  jeder  einzelnen  in  uns  gebildeten  Vorstellung  Sab- 

staut  ui  Li  tut  zukomme. 
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portionale  Mengen  einströmen,  so  wird  offenbar  der  Druck,  den  das 
ponderable  Atom  erfährt,  (der  Geschwindigkeit  der  Sloil'bewegnng  an 
dem  Orte  des  Atoms  proportional  sein?) 

Es  kann  also  die  Wirkung  der  a.ll  gern  einen  Gravitation  auf  ein 
ponderables  Atom  dnrch  den  Druck  des  raumer  [Uli  enden  Stoffes  in  der 
unmittelbaren  Umgebung  desselben  ausgedrückt  und  von  demselben  ab- 
hängig gedacht  werden. 

Ans  unserer  Hypothese  folgt  nothweiulig,  duss  der  räum  erfüll  ende 
Stoff  die  Schwingungen  fortpflanzen  inuss,  welche  wir  als  Lieht  und 
Wärme  wahrnehmen. 

Betrachten  wir  einen  einfach,  polar: sirten  Strahl,  bezeichnen  durch 
x  die  Entfernung  eines  unbestimmten  Punktes  desselben  von  einen 
festen  Anfangspunkte,  durch  y  dessen  Elongation  zur  Zeit  t,  so  muss, 
weil  die  Fortpilan/.migsgeseliwiudigkeit  der  Schwingungen  im  von 
Pomlerabilien  freien  Raum  unter  allen  Umstünden  sein*  nahe  eonstaut 
(gleich  a)  ist,  die  Gleichung: 

$  -f("  +  "t)  +  »(»-«0 

wenigstens  sehr  nahe  erfüllt  werden. 
Wäre  sie  streng  erfüllt,  so  i 


«/ 


<Py 


dz 


sein;  offenbar  kann  aber  unserer  Erfahrung  auch  durch  die  Gleichung 


|jf  -«« r|i9(f_,)ä 


genügt  werden,  wenn  auch  cp(t  —  r)  nicht  für  alle  positiven  Werthe 
von  t  —  x  gleich  1  ist  (mit  wachsendem  t  —  z  ins  Unendliche  abnimmt), 
wofern  es  nur  für  einen  hinreichend  grossen  Zeitraum  sehr  wenig  von 
1  verschieden  bleibt. 

Man  drücke  die  Lage  der  Stoffpunkte  au  einer  bestimmten  Zeit  t 
durch  ein  rechtwinkliges  Ooi.u'diiial.eusy stem  aus,  und  es  seien  die  Co- 
ordinaten  eines  unbestimmten  Punktes  0  x,  y,  z.  Aehnlicher  Weise 
seien,  ebenfalls  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Uo  ordinären  System  die 
Ooordinaten  des  Punktes  0'x',y',/.  Es  sind  dann  X,  y'}  %  Functionen 
von  x,  y,  s  und  ds'2  =  dx'2  -\-  dy'2  +  dz'2  wird  gleich  einem  homogenen 
Ausdruck  zweiten  Gra.des  von  dx,  dy,  ds.  ■  Nach  einem  bekannten 
Theorem  lassen  sich  nun  die  linearen  Ausdrücke   von  dx,  dy,  ds 


kl  dx  -j-  ßi  dy  -f-  yl  de 
ora  dx  +  ß2  dy  +  Yi  ds  = 
k3  dx  +  ßs  dy  +  ya  dz  = 


;/.'. 
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stets  und  nur  auf  Eine  Weise  so  bestimmen,  dass 

dxn  +  elf  +  d/2  =  G\ds{  +  G\ds\  +  G\ds\ 
wird,  während 

rfs8  =  dx*  -J-  rfy3  +  ds^  =  (?Si  +  dsa  -j-  äsz  ■ 
Die  Grössen  (?1  —  1,  Ga  —  1,  Gs  —  1   heissen   dann  die  Haupt dihita- 
tionen  des  Stofftheilehens  in  0  beim  Uebergange  von  der  ersteren  Form 
zur  letzteren;  ich  bezeichne  sie  durch  XL,  As,  Ag. 

Ich  nehme  nun  an,  dass  aus  der  Verschiedenheit  der  früheren 
Formen  des  Stofftheilehens  von  seiner  Form  zur  Zeit  t  eine  Kraft  resul- 
tirt,  welche  diese  zu  verändern  strebt,  dass  der  Einiluss  einer  früheren 
Form  (caeteris  pa.ribus)  desto  geringer  wird,  je  länger  vor  t  sie  statt- 
fand, und  zwar  so  dass  von  einer  gewissen  Grenze  an  alle  früheren 
vernachlässigt  werden  können.  Ich  nehme  ferner  an,  dass  diejenigen 
Zustände,  welche  noch  einen  merklichen  Einfluss  äussern,  so  wenig 
von  demjenigen  zur  Zeit  t  verschieden  sind,  dass  die  Dilatationen  als 
unendlich  klein  betrachtet  werden  können.  Die  Kräfte,  welche  A1J  l2l  X3 
zu  verkleinern  streben,  können  dann  als  lineare  Functionen  von  At,  Aj,  Xs 
angesehen  werden:  und  zwar  erhält  man  wegen  der  [ioniogeneität  des 
Aethers  für  das  Gesammtinoment  dieser  Kräfte  (die  Kraft,  welche  X1 
zu  verkleinern  strebt,  muss  eine  Function  von  A,,  A2,  Xs  sein,  welche 
unverändert  bleibt,  wenn  man  X$  mit  A3  vertauscht,  und  die  Übrigen 
Kräfte  müssen  aus  ihr  hervorgehen,  wenn  X%  mit  X11  A3  mit  XL  ver- 
tauscht wird)  folgenden  Ausdruck: 

8X1  (aX,  +  bX2  +  b^)  +  **i  C'K  +  «4  +  *>W  +  Mi  Q>X,  +  bX2  +  aX,) 
oder  mit  etwas  veränderter  Bedeutung  der  Constanten 

ÖX1  [a  {Xs  +  A,  +  Xs)  +  6^)  +  dX3  (a  (X,  +  A3  +  A3)  +  &A2) 
-f  i!X5  (ß(A,  +  A3  +  As)  -f  JA,) 

=  j  *(<»&  +  a,  +  Aa)3  +  &(*'  +  4  +  4))- 

Man  kann  nun  das  Kraftmoment,  welches  die  Form  des  unendlich 
kleinen  Stofftheilehens  in  0  zu  verändern  strebt,  als  resultirend  be- 
trachten aus  Kräften,  welche  die  Länge  der  in  0  endenden  Linien- 
elemente zu  verändern  streben.  Man  gelangt  dann  zu  folgendem  Wir- 
kungsgesei./.:  Hcveielmet  d  V  das  Volumen  eines  unendlich  kleinen  Stoff- 
theilehens in  0  zur  Zeit  t,  dV  das  Volumen  desselben  Stotf'th eilehen s 
zur  Zeit  t\  so  wird  die  aus  der  Verschiedenheit  beider  Stoßzustände 
herrührende  Kraft,  welche  ds  zu  verlängern  strebt,  durch 

d  V  —  d  V'-    .    ,  ds  —  ds' 
a  __^_  -{-  o       äa    - 

ausgedrückt. 
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Der  erste  Theil  dieses  Aus  drucks  rührt  von  der  Kraft  her,  mit 
welcher  tan  Stofftheili-hen  einer  Yoluinändcrung  ohne  FormÜnderunu;, 
der  zweite  von  der  Kraft,  mit  welcher  ein  physisches  Linienelemeut 
einer  Längen  iinderung  widerstrebt. 

Es  ist  nun  kein  Grund  vorhanden,  anzunehmen,  dass  die  Wirkungen 
heider  Ursachen,  nach,  demselben  Gesetz  mit  der  Zeit  sich  änderten: 
fassen  wir  also  die  Wirkungen  siimmtlichcr  früheren  Formen  eines 
HLolTlheilehens  auf  die  Aenderung  des  Linienelements  ds  zur  Zeit  t 
--■iLsa.innien,   so    wird   der   Werth   von  —rr,    welchen   sie    zu   bewirken 


-f^—  ♦(<  -  O  st'  +f^i^  ?(t  -  n  w. 

Wie  müssen  nun  die  Functionen  t>  und  cp  beschallen  sein,  damit  Gra- 
vitation, Licht  und  strahlende  Wärme  durch  den  Raums toff  vermittelt 
werde  ? 

Die  Wirkungen  pondera.hler  Materie  auf  ponderahlc  Materie  sind: 

1)  Anzichungs-  und   Abstossungskriü'te  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrat  der  Entfernung. 

2)  Licht  und  strahlende  Wärme. 

Beide  Classen  von  Erscheinungen  lassen  sich  erklirren,  wenn  man 
annimmt,  dass  den  ganzen  unendlichen  Raum  ein  gleichartiger  Stoff 
erfüllt,  und  jedes  üloll'Üi erlchen  unmittelbar  nur  auf  seine  Umgebung 
einwirkt. 

Das  mathematische  Gesetz,  nach  welchem  dies  geschieht,  kann  zer- 
fällt gedacht  werden 

1)  in  den  Widerstand,  mit  welchem  ein  Sloll'theik-hen  einer  Volum- 
änderung, und 

2)  in   den   Widerstand,   mit   welchem   ein  physisches   Linien e U> in ent 
einer  Längen;.; nderung   widerstrebt. 

Auf  dem  ersten  Theil  beruht  die  Gravitation  und  die  electro statische 
Anziehung  und  Abstossung,  auf  dem  zweiten  die  Fortpflanzung  des 
Lichts  und  der  Wärme  und  die  eleclrody nanu. sehe  oder  magnetische 
Anziehung  und  Absf 
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Die  nachfolgende  Darstellung  von  Riemann's  Lebenslauf  bezweckt 
die  Bedeutung  seiner  wissenschaftlichen  Leistungen  und 
deren  Verhältniss  zu  dem  früheren  und  gegenwärtigen  Zustande  der 
Mathematik  in'a  Licht  zu  stellen,  sie  ist  vielmehr  mir  für  solche  Leser 
bestimmt,  welche  innige  Nachrichten  über  den  Bildungsgang,  den  Cha- 
rakter und  die  äusserlichen  Schicksale  des  grossen  Mathematikers  zu 
erhalten  wünschen,  dessen  Werke  jetzt  zum  ersten  Male  vollständig 
gesammelt  erscheinen. 

Georg  Friedrich  Bernhard  Riemann  ist  am  17.  September  182C 
in  Breselenz,  einem  Dorfe  im  Königreich  Hannover  bei  Dannonberg 
nahe  der  Elbe,  geboren.  Sein  Vater  Friedrich  Bernhard  Riemann,  ge- 
boren in  Boitzenburg  aji  der  Elbe  in  Mecklenburg,  der  als  Lieutenant 
unter  Wallmoden  an  den  Befreiungskriegen  'i'lieil  genommen,  war  dort 
Prediger  und  mit  Charlotte,  der  Tochter  des  Hofrath  Ebell  aus  Han- 
nover verheirathet;  er  siedelte  später  mit  senior  Familie  nach  der  etwa 
drei  Stunden  entfernten  Pfarre  Qnickborn  über.  Bernhard  war  das 
zweite  von  sechs  "Kindern.  Schon  früh  wurde  seine  Lernbegierde  durch 
den  Vater  geweckt,  der  ihn  bis  zum  Abgänge  auf  das  Gymnasium  fast 
allein  unterrichtete.  Als  Knabe  von  fünf  Jahren  interessirte  er  sich 
sehr  für  Geschichte,  für  Züge  aus  dem  Älterthum,  und  gan^  besonders 
für  das  unglückliche  Schicksal  Polens,  welches  sein  Vater  ihm  immer 
von  Neuem  erzählen  musste.  Sehr  bald  aber  trat  dies  in  den  Hinter- 
grund, und  sein  entschiedenes  Talent  für  das  Reebnen  brach  sich  Bahn; 
er  kannte  kein  grosseres  Vergnügen,  als  selbst  schwierige  Exempel  zu 
erfinden  und  dann  seinen  Geschwistern  aufzugeben.  Später,  vom  zehn- 
ten Jahre  Bernhard's  an,  liess  sich  der  Vater  bei  dem  Unterrichte  der 
Kinder  von  dem  Lehrer  Schulz  unterstützen;  dieser  gab  guten  Unter- 
richt im  Rechnen  und  in  der  Geometrie,  musste  sieh  jedoch  bald  sehr 
anstrengen,  seines  Schülers  rascher,  oft  besserer  Lösung  einer  Auf- 
gabe zu  folgen. 

Im  Alter  von  dreizehn  und  einem  halben  Jahr  wurde  Bernhard 
von  dem  Vater  eoiitu-iiiiri;    und   verlies*  darauf  das  elterliche  Haus     in 
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welchem  ein  ernster,  frommer  Sinn  und  hauslich  angeregtes  Leben 
herrschte.  Die  Eltern  sahen  ihre  Tufaiiptaiifga.be  in  der  Erziehung  ihrer 
Kinder;  die  innigste  Lieb«  vorband  Riemann  mit  seiner  Familie  und 
hat  sich  durch  sein  ganze-;  ferneres  Leben  erhalten:  sie  spricht  sich 
in  seinen  Briefen  aus,  die  er  an  die  entfernten  Lieben  richtet,  wo  er 
an  Allem,  was  das  Elternhaus  betrifft,  auch  au  den  kleinsten  Vor- 
gängen das  lebhafteste  Interesse  zeigt,  und  auch  sie  treu  lieh  alle  seine 
Freuden  und  Leiden  theilen  lässt. 

Zu  Ostern  1840  kam  Riemann  nach  Hannover,  wo  seine  Gross- 
mutter lebte,  und  wo  er  zwei  Jahre  —  bis  zum  Tode  derselben  — - 
die  Tertia  des  Lyceums  besuchte.  Anfangs  hatte  er,  wie  es  nach 
seiner  bisherigen  Erziehung  zu  erwarten  war,  mancherlei  Schwierig- 
keiten zu  überwinden,  doch  werden  bald  seine  Fortschritte  in  den  ein- 
zelnen Unterriclitsgegeustandeu.  gelobt,  und  immer  ist-  er  ein  fleissiger 
und  folgsamer  Schüler.  Namentlich  ans  dieser  Zeit  sind  zahlreiche 
Briefe  Riemann's  an  die  geliebten  Eltern  und  Geschwister  erhalten,  in 
welchen  er,  oft  mit  glücklichem  Humor,  von  den  Schulereignissen  be- 
richtet. Vorwiegend  ist  aber  die  Sehnsucht  nach  dem  Elternhause: 
wenn  diu  Ferien  herannahen,  so  bittet  er  inständig  um  die  Erlaubnis«, 
dieselben  in  Quickborn  zubringen  zu  dürfen,  und  lange  vorher  sinnt 
er  auf  Mittel,  die  Reise  mit.  möglichst:  wenigen  Kosten  bewerkstelligen 
zu  können;  zu  den  Geburtstagen  der  Eltern  und  Geschwister  macht 
er  kleine  Einkäufe  und  ist  eifrig  darauf  bedacht,  sie  damit  wirklich 
zu  überraschen.  Er  lebt  in  Gedanken  noch  ganz  in  dem  häuslichen 
Kreise.  Bisweilen  klingt  aber  auch  eine  wehmüthige  Klage  durch,  wie 
schwer  es  ihm  werde,  mit  fremden  Menschen  zu  verkehren,  und  die 
Schüchternheit,  welche,  eine  natürliche  Folge  seines  früheren  abge- 
schlossenen Lebens,  ihn  zu  seinem  Kummer  auch  den  Lehrern  bis- 
weilen in  falschem  Lichte  erseheinen  lässt,  hat  ihn  auch  später  nie 
gänzlich  verlassen  und  oft  angetrieben,  sich  der  Einsamkeit  und  seiner 
Gedankenwelt  zu  überlassen,  in  welcher  er  die  grösste  Kühnheit  und 
Vorurtheilslosigkeit  entfaltet  hat. 

Nach  dem  Tode  der  Grossmutter  wurde  ftiemann,  wie  es  scheint 
auf  seinen  eigenen  Wunsch,  Ostern  1842  von  dem  Vater  auf  das 
Johanneum  zu  Lüneburg  gebracht,  wo  er  zwei.  Jahre  in  Secunda  und 
zwei  Jahre  in  Prima  bis  zu  seinem  Abgänge  nach  der  Universität 
blieb.  Gleich  in  die  erste  Zeit  seines  dortigen  Aufenthaltes  fiel  der 
grosse  Brand  von  Hamburg,  der  tiefen  Eindruck  auf  ihn  machte,  und 
über  den  er  ausführlich  an  seine  Eltern  berichtete.  Die  grössere  Nähe 
bei  seiner  Heimath  und  die  Möglichkeit,  die  Ferien  in  Quickborn  in 
seiner  Familie  zu  verleben,  trug  dazu  bei.  die  fernere  Schulzeit  zu  einer 
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glücklichen  für  ihn  zu  machen.  Freilich  war  che  Hin-  und  Herreise, 
die  zum  grössten  Tlieil  zu  Fubb  gemacht  wurde,  mit  Anstrengungen 
verbunden,  denen  sein  Kiirper  nicht  immer  gewachsen  war;  schon  in 
dieser  Zeit  spricht  sich  in  den  schönen  Briefen  seiner  Mutter,  die  er 
leider  bald  verlieren  sollte,  ängstliche  Sorge  um  seine  Gesundheit  aus, 
und  oft  wiederholen  sich  ihre  herzlichen  Ermahnungen,  zu  grosse 
körperliche  Anstrengungen  zu  vermeiden.  Er  wohnte  später  hei  dem 
Gymnasiallehrer  Setter,  der  sich  lebhaft  für  ihn  intcressirte,  und  an 
dem  er,  wie  aus  seineu  Briefen  hervorgeht,  einen  väterlichen  Freund 
und  Beschützer  gefunden  hat.  Er  bekam  gute  Zeugnisse  auch  in  an- 
deren Fächern,  in  Mathematik  aber  immer  glänzende,  beim  Abgange 
die  Eins.  Seine  grosse  Begabung  für  diese  Wissenschaft  wurde  von 
dem  trefflichen  Director  Schmalfuss  erkannt:  dieser  lieh  ihm  mathe- 
matische Werke  zum  Privatstudium  und  wurde  oft  überrascht  und  in 
Erstaunen  gesetzt,  wenn  Riemann  dieselben  schon  nach  wenigen  Tagen 
zurückbrachte  und  dann  in  der  Unterhaltung  zeigte,  dass  er  sie  durch- 
gearbeitet und  vollständig  aufgefasst  hatte.  Diese  neben  seinen  Schul- 
arbeiten betriebenen  Skidien  müssen  ihn  weit  über  die  Grenzen  des 
Gjmnitsial-Untcrricht.es  hinaus  in  das  Gebiet  der  höheren  -M atheumtlk 
geführt  haben;  die  Bekanntschaft  mit  der  höheren  Analysis  hat  er, 
soviel  bekannt  ist,  durch  das  Studium  der  Euler'schen  Werke  erworben; 
auch  Legendra's  Theorie  des  Nombres  soll  er  in  dieser  Zeit  gelesen  haben. 
Im  Alter  von  neunzehn  und  einem  halben  Jahr  bezog  Riemann 
Ostern  184G  die  Universität  Göt.üngen.  Her  seinem  geistlichen  Berufe 
von  Herzen  ergebene  Vater  hegte  den  natürlichen  Wunsch,  er  möge 
sieh  der  Theologie  widmen,  und  wirklich  liess  Riemann  sich  am  25. 
April  als  Studiosus  der  Philologie  und  Theologie  imniatriculiren;  zu 
diesem  mit  seiner  deutlich  hervorgetretenen  Neigung-  und  Begabung 
für  die  Mathematik  nicht  im  Einklänge  stehenden  Entschlüsse  wird 
vor  Allem  die  Rücksicht  auf  die  Mittellosigkeit  der  kinderreichen  Familie 
und  die  Hoffnung  beigetragen  haben,  Trüber  eine  Anstellung  zu  finden 
und  dadurch  seinem  Vater  eine  Erleichterung  zu  gewähren.  Neben 
den  philologischen  und  theologischen  Vorlesungen  hörte  er  aber  auch 
mathematische,  und  zwar  gleich  im  Somnicrscmestcr  über  die  numeri- 
sche Auflösung  der  Gleichungen  bei  Stern,  und  über  Erdmagnetismus 
bei  Goldschmidt,  sodann  im  Wintersemester  1846  — 1847  über  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  bei  Gauss,  und  über  bestimmte  Inte- 
grale bei  Stern.  Er  sah  bei  dieser  fortgesetzten  Beschäftigung  mit 
der  Mathematik  bald  ein,  dass  die  Neigung  zu  derselben  zu  mächtig 
in  ihm  war,  und  erwirkte  von  seinem  Vater  die  Erlnubniss,  sieh  ganz 
seinem  Liebliugsstudium   widmen  zn  dürfen. 
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Obgleich  nun  Gauss  seit  fast  einem  halben  Jahrhundert  unbestritten 
<Ien  Rang  des  grössten  lebenden  Malhemai.ikei'H  einnahm,  so  beschränkte 
sich  seine  zwar  sehr  anregende  I.ehrthütigkeit  doch  nur  auf  ein 
ldeines  Feld,  welches  mehr  der  angewandten  Mathematik  angehörte. 
und  für  Riemann  war  bei  dem  vorgeschrittenen  Standpunkte  seines 
Wissens  eine  wesentliche  Bereicherung  demselben  und  eine  Befruchtung 
mit  neuen  Ideen  damals  in  Göttingen  nicht  mehr  zu  erwarten.  __,  Er 
bezog  daher  Ostern  1.847  die  Universität  Berlin,  wo  Jacobi,  Lejeune 
Dirichlet  und  Steiner  durch  den  Glanz  ihrer  Entdeckungen,  welche  sie 
zum  Gegenstande  ihrer  Vorlesungen  machten,  zahlreiche  Schüler  um 
sieh  versammelten.  Er  blieb  dort  zwei  Jahre,  bis  Ostern  1849,  und 
hörte  unter  Anderem  bei  Dirichlet  Zahleiitheorie,  Theorie  der  bestimm- 
ten Integrale  und  der  partiellen  Differentialgleichungen,  bei  Jacobi 
analytische  Mechanik  und  höhere  Algebra.  Leider  sind  nur  sehr  wenige 
Briefe  aus  dieser  Zeit  erhalten;  in  einem  derselben  (vom  2i>.  Nov.  1847) 
spricht  er  seine  grosse  Freude  darüber  aus,  dass  Jacobi  sieb  gegen 
seine  anfängliche  Absicht,  noch  entschlossen  habe,  Mechanik  vorzutragen. 
In  einen  näheren  Verkehr  mit  ihm  traf  Eisenstein,  bei  dem  er  in  dem 
ersten  Jahre  Theorie  der  elliptischen  Functionen  horte.  Riemann  hat 
später  erzählt,  dass  sie  auch  über  die  Einführung  der  eomplexen  Grössen 
in  die  Theorie  der  Functionen  mit  einander  verhandelt  haben,  aber 
gänzlich  verschiedener  Meinung  über  die  hierbei  zu  Grunde  zu  legenden 
Brincipien  gewesen  seien;  Eisenstein  sei  bei  der  formellen  Rechnung 
stehen  geblieben,  während  er  selbst  in  der  partiellen  Differential- 
gleichung die  wesentliche  Delinition  einer  Function  von  einer  eom- 
plexen Veränderlichen  erkannt  habe.  Wahrscheinlich  sind  diese,  für 
seine  ganze  spätere  Laufbahn  massgebenden  Ideen  zuerst  in  den 
Ilerbstferien  1847  gründlich  von  ihm  verarbeitet. 

Von  dem  übrigen  Leben  Ricmaim's  während  seines  zweijährigen 
Aufenthaltes  in  Berlin  ist  nur  wenig  aus  den  Briefen  zu  ersehen.  Die 
grossen  politischen  Ereignisse  des  Jahres  1848  ergriffen  auch  ihn 
mächtig;  er  war  Augenzeuge  der  März-Revolution  und  hatte  als  Mit- 
glied des  von  den  Studenten  gebildeten  Corps  die  Wache  im  könig- 
lichen Schlosse  vom  24.  März  Morgens  9  Uhr  bis  zum  folgenden  Tage 
;  1  Uhr. 

Ostern  1849  kehrte  Riemann,  nachdem  er  noch  die  Ankunft  der  Frank- 
furter Kaiser- Deputation  in  Berlin  erlebt  hatte,  nach  Göttingen  zurück, 
Er  besuchte  in  den  drei  folgenden  Semestern  noch  einige  naturwissen- 
schaftliche und  philosophische  Vorlesungen,  unter  anderen  mit  gröss- 
tem  Interesse  die  genialen  Vorlesungen  über  Experimental-Physik  von 
Wilhelm  Weber,  an  welchen  er  sich  später  eng  a.nschloss,  und  der  ihm 
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bis  zu  seinem  Tode  ein  treuer  Freund  und  Rathgeber  gewesen  ist.  In 
dieser  Zeit  müssen  bei  gleichzeitiger  Beschäftigung  mit  philosophischen 
Studien,  welche  sich  namentlich  auf  Herbart  richteten,  die  ersten 
Keime  seiner  naturpluki^op  Irischen  Ideen  sich  entwickelt  haben;  dies 
scheint  wenigstens,  soweit  es  sich  nur  um  das  Streben  nach  einer  ein- 
heitlichen Naturauffassung  handelt,  aus  einer  Stelle  eines  Aufsatzes 
„lieber  Umfang,  Anordnung  und  Methode  des  naturwissenschaftlichen 
Unterrichts  auf  Gymnasien"  hervorzugehen,  den  er  im  November  1850 
als  Mitglied  des  pädagogischen  Seminars  verfasste,  und  in  welchem  er 
sagt:  „So  z.  B.  lässt  sich  eine  vollkommen  in  sich  abgeschlossene 
mathematische  Theorie  zusammenstellen,  welche  von  den  für  die  ein- 
zelnen Punkte  gel  teil  i.l  im  i.  Elemeutargeseti'.en  bis  zu  den  Vorgängen  in 
dem  uns  wirklich  gegebenen  continuirlich  erfüllten  Räume  fortschreitet, 
ohne  zu  scheiden,  oh  es  sich  um  die  Schwerkraft,  oder  die  .Electrieität, 
oder  den  Magnetismus,  oder  das  Gleichgewicht  der  Wärme  handelt." 
Im  Herbst  1850  trat  er  auch  in  das  kurz  vorher  gegründete  mathe- 
matiscli-physika.lii-che  Seminar  ein,  welches  von  den  Professoren  Weber, 
Ulrich,  Stern  und  Listing  geleitet  wurde,  und  betheiligte  sich  nament- 
lich an  den  physikalischen  experimentellen  Hebungen,  obgleich  er  da- 
durch von  seiner  Hauptaufgabe,  der  Ausarbeitung  der  Doktordissertation, 
oft  abgezogen  wurde.  Theils  diesem  Umstände,  theils  aber  auch  der 
fast  ängstlichen  Sorgfalt,  welche  Riemann  a.uf  die  Ausarbeitung  seiner 
für  den  Druck  bestimmten  Schriften  verwendete,  und  die  ihn  auch 
später  bei  der  Veröffentlichung  seiner  Arbeiten  wesentlich  gehemmt 
hat,  wird  es  zuzuschreiben,  sein,  dass  er  seine  Abhandlung  „Grundlagen 
für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  veränderliehen  eom- 
pl  exen  Grösse"  erst  im  November  des  folgenden  Jahres  1851  der  philo  - 
sophisehen  Facultät  einreichen  konnte.  Dieselbe  fand  eine  sehr  an- 
erkennende IJeurtheilung  von  Gauss,  welcher  Itiemaim  bei  dessen  Besuch 
mittheilte,  das«  er  seit  Jahren  eine  Schrift  vorbereite,  welche'denselben 
Gegenstand  behandele,  sieb,  aber  freilich  nicht  darauf  beschränke.  Das 
Examen  war  am  Mittwoch  den, 3.  Decemlier,  die  öffentliche  Disputation 
und  Doctor- Promotion  am  Diilstag  den  10.  December.  An  seinen 
Vater  schreibt  er:  „Durch  meine  jetzt  vollendete  Dissertation  glaube 
ich  meine  Aussichten  bedeutend  verbessert  zu  haben ;  auch  hoffe 
ich,  dass  ich  mit  der  Zeit  fliessender  und  rascher  schreiben  lerne, 
namentlich  wenn  ich  mehr  Umgang  suche  und  auch  erst  Gelegen- 
heit habe,  Vorträge  zu  halten;  ich  habe  daher  jetzt  guten  Muth." 
Zugleich  entschuldigt  er  sich  in  Rücksicht  auf  die  Kosten,  die  er 
dem  Vater  verursacht,  dass  er  sich  nicht  eifriger  um  die  durch 
Goldschmidt's  Tod  erledigte  Observatorstelle   .in  der  Sternwarte  bemüht 
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habe,*)  und  theilt  mit,  dass  seiner  Habilitation  als  Privatdocent  Nichts 
im  Wege  stehe,  sobald  er  die  Ilabilil.ationsselirJft  fertig  habe.  Es 
scheint  schon  früh  seine  Absicht  geweaen  zu  sein,  zum  Gegenstande 
derselben  die  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  zu  wählen,  allein 
es  vergehen  bis  zu  seiner  Habilitation  doch  wieder  ^wei  und  ein  halbes 
Jahr. 

In  den  Herbstferien  1852  hielt  sieh  Lejeune  Dirichlet,  dem  er 
noch  von  Berlin  her  wohl  bekannt  war,  eine  Zeit  lang  in  Göttin  gen 
auf,  und  Kiemann,  der  eben  von  Quickborn  dorthin  zurückgekehrt  war, 
hatte  das  Glück,  ihn  fast  täglich  hu  sehen.  Gleich  bei  seinem  ersten 
Besuche  in  der  Krone,  wo  Dirichlet  wohnte,  und  am  folgenden  Tage 
in  einer  Mitta^sgeselisehaft  bei  Sartorius  von  'Waltershausen,  in  wel- 
cher auch  die  Professoren  Dove  aus  Berlin  und  Listing  gegenwärtig 
waren,  fragte  er  Dirichlet,  den  er  nächst  Gauss  als  den  gross ten  da- 
mals lebenden  Mathematiker  anerkannte,  um  Itath  wegen  seiner  Arbeit. 
„Am  anderen  Morgen  —  schreibt  l.tioniurm  an  seinen  Vater  —  war 
Dirichlet  etwa  zwei  Stunden  bei  mir;  er  gab  mir  die  Notizen,  die  ich 
zu  meiner  Habilitationsschrift  bedurfte,  so  vollständig,  dass  mir  die 
Arbeit  dadurch  wesentlich  erleichtert  ist;  ich  hätte  sonst  auf  der 
Bibliothek  nach  manchen  Sachen  lange  suchen  können.  Auch  meine 
Dissertation  ging  er  mit  mir  durch  und  war  überhaupt  äusserst  freund- 
lich gegen  mich,  wie  ich  es  bei  dem  grossen  Abstände  zwischen  mir 
und  ihm  kaum  erwarten  durfte.  Ich  hoffe,  er  wird  mich  auch  später 
nicht  vergessen."  Einige  Tage  darauf  traf  auch  Wilhelm  Weher  von 
der  Wiesbadener  Naturforsc.her-Yersniuniluug  wieder  in  Göttingen  ein: 
es  wurde  in  grösserer  Gesell  seh  alt  ein  sehr  lohnender  Ausflug  nach 
dem  einige  Stunden  entfernten  Hohen  Hagen  gemacht,  und  am  folgen- 
den Tage  trafen  Dirichlet  und  Eiemann  abermals  im  Weber' sehen 
Hause  zusammen.  Solche  persönliche  Anregung  war  im  höchsten  Grade 
wohlthuend  für  Kiemann,  und  er  schreibt  selbst  hierüber  an  seinen 
Vater:  „Du  siehst,  dass  ich  hier  im  Ganzen  noch  nicht  sehr  häuslieb 
gelebt  habe;  aber  ich  bin  dafür  des  Morgens  desto  fleissiger  bei  der 
Arbeit  gewesen,  und  finde,  dass  ich  so  weiter  gekommen  bin,  als 
wenn  ich  den  ganzen  Tag  hinter  meinen  Büchern  sitae." 

*)  Einer  Mittheilung  von  W.  Weber  zufolge  wünschte  Gauss  selbst  nicht, 
dass  Kieraann  diese  St.nl Iuel?  i"i bc-ri:li.];i:io:  m-  KweiColte  nwür  muht  an  seiner  theo- 
retischen und  praktischen  Jiefahijjiiii«;  für  dieselbe,  über  er  hatte  schon  damals 
eine  so  höhe  Meinung  von  Riemaim'*  Wissenschaft  lieber  I.Sedenhmg,  dass  er  be- 
fürchtete, derselbe  mochte  durch  die  mit  dieser  StcÜ.uii;;  vuvb'iitjdeneiä  yj'itr'j  iiben- 
den  und  zum  Theil  unter;;'' 'orai. eleu  Di  endete  hilft«  von  seinem  eigentlichen  Arbeits- 
felde  gar  au  sehr  abgelenkt  werden, 
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In  jenen  Tagen  achreibt  er  auch  von  seiner  Habilitation  und  von 
dem  Anfange  seiner  Vorlesungen,  wie  von  unmittelbar  bevorstehenden 
Dingen,  und  er  würde  gewiss  auch  viel  rascher  in  seiner  äusserlichen 
Laufbahn  fortgeschritten  sein,  wenn  ihm  öfter  eine  solche  treibende 
Anregung  zu  Theil  geworden  wäre.  Offenbar  fällt  in  den  Anfang  des 
Jahres  1853  eine  fast  ausschliessliche  Beschäftigung  mit  Naturphilo- 
sophie; seine  neuen  Gedanken  gewinnen  eine  feste  Clesta.lt,  auf  die  er 
nach  allen  Unterbrechungen  stets  wieder  zurückgekommen  ist.  End- 
lich ist  auch  die  Habilitationsschrift  fertig,  und  er  schreibt  an  seinen 
jüngeren  Jim  der  Wilhelm  am  28.  Deeeinber  1853:  „Mit.  meinen  Arbei- 
ten steht  es  jetzt  so  ziemlich;  ich  habe  Anfangs  Hecember  meine 
Habilitationsschrift*)  abgeliefert  und  musste  dabei  drei  Themata  zur 
Probevorlesung  vorschlagen,  von  denen  dann  die  Faeultät  eines  wählt. 
Die  beiden  ersten  hatte  ich  fertig  und  hoffte,  dass  man  eins  davon 
nehmen  würde;  Gauss  aber  hat  das  dritte**-)  gewählt,  und  so  bin  ich 
nun  wieder  etwas  in  der  Klemme,  da  ich  dies  noch  ausarbeiten  muss, 
Meine  andere  Untersuchung  über  den  Zusammenhang  /.wischen  Eleetrici- 
tät,  Galvanismus ,  Licht  und  Schwere  hatte  ich  gleich  nach  Beendigung 
meiner  Habilitationsschrift  wieder  aufgenommen  und  bin  mit  ihr  so 
weit  gekommen,  daas  ich  sie  in  dieser  Form  unbedenklich  veröffent- 
lichen kann.  Es  ist  mir  dabei  aber  zugleich  immer  gewisser  geworden, 
dass  Gauss  seit  mehreren  Jahren  auch  daran  arbeitet,  und  einigen 
Freunden,  u.  A.  Weber,  die  Sache  unter  dem  Siegel  der  Verschwiegen- 
heit mitgetheilt  hat,  —  Dir  kann  ich  dies  wohl  schreiben,  ohne  dass 
es  mir  als  Anmaassung  ausgelegt  wird  ■ —  ich  hoffe,  dass  es  nun  für 
mich  noch  nicht  zu  spat  ist  und  es  anerkannt  werden  wird,  dass  ich 
die  Sachen  vollkommen  selbständig  gefunden  habe." 

Um  diese  Zeit  wurde  Riemann  im  mathematisch-physikalischen 
Seminar  Assistent  von  W.  Weber  und  hatte  als  solcher  die  Uebungon 
der  Neueintretenden  zu  leiten,  auch  einige  Vorträge  zu  halten.  Ueber 
den  weiteren  Fortgang  seiner  Arbeiten  schreibt  er  am  20.  Juni  1854 
aus  Quickborn  seinem  Bruder:  „Um  Weihnachten  habe  ich  Dir  von 
Göttingen  aus,  wie  ich  glaube,  geschrieben,  dass  ich  meine  Habilitations- 
schrift Anfang  December  vollendet  und  an  den  Decan  abgegeben  hätte, 
sowie  auch  dass  ich  bald  darauf  mich  wieder  mit  meiner  Untersuchung 
über  den  Zusammenhang  der  physikalischen  Grundgesetze  beschäftigte 
und-  mich  so  darin  vertiefte,  dass  ich,  als  mir  das  Thema  zur  IJrobe- 
vorlesung    beim    CoIlo(UiiiLm    gestellt    war,    nicht    gleich   wieder   davon 


*)  Ueber  die  "0 £i.ra toll  1 1 a. r'k i ; it  liin.evJi'unetion  durch  eine  trigonometrische  Reihe. 
**)  Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen. 
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loskommen  konnte.  Ich  ward  nun  bald  darauf  krank,  theils  wohl  in 
Folge  zu  vielen  Grübelns,  theil  s  in  F'olge  des  vielen  Stnbensitzens  hei 
dem  schlechten  "Wetter;  es.  stellte  sich  mein  altes  Uebel  wieder  mit 
grosser  Hartnäckigkeit  ein  und  ich  kam  dabei  mit  meinen  Arbeiten 
nicht  vom  Fleck.  Erst  nach  mehreren  Wochen,  als  das  Wetter  besser 
wurde  und  ich  wieder  mein'  Umgang  .suchte,  ging  es  mit  meiner  Ge- 
sundheit besser.  Für  den  Sommer  habe  ich  nun  eine  G  arten  wohn  ung 
gemiethefc  und  habe  seitdem  gottlob  über  meine  Gesundheit  nicht  zu 
klagen  gehabt.  Nachdem  ich  etwa  vierzehn  Tage  nach  Ostern  mit 
einer  andern  Arbeit,  die  ich  nicht  gut  vermeiden  konnte,  fertig  ge- 
worden war,  ging  ich  nun  eifrig  an  die  Ausarbeitung  meiner  Proben 
Vorlesung  und  wurde  um  Pfingsten  damit  fertig.  Ich  erreichte  es  in- 
dess  nur  mit  vieler  Mühe,  dass  ich  mein  CoUo^uium  gleich  machen 
konnte  und  nicht  noch  wieder  un verrichteter  Sache  nach  Quickborn 
abreisen  musste.  Ganss;s  Gesundheitszustand  ist  neinlich  in  der  letzten 
Zeit  so  schlimm  geworden,  class  man  noch  in  diesem  Jahre  seinen 
Tod  fürchtet  und  er  sieh  zu  schwach  fühlte,  mich  zu  examiniren.  Er 
wünschte  nun,  dass  ich,  weil  ich  doch  erst  im  nächsten  Semester  lesen 
könnte,  wenigstens  noch  bis  zum  August  auf  seine  Besserung  warten 
möchte.  Ich  hatte  mich  schon  in  das  Unvermeidliche  gefügt,  Da  ent- 
schloss  er  sich  plötzlich  auf  mein  wiederholtes  lütten,  „um  die  Sache 
vom  Halse  los  zu  werden"  am  Freitag  nach  Pfingsten  Mittag  das 
Colloquium  auf  den  andern  Tag  um  halb  elf  anzusetzen  und  so  war 
ich  am  Sonnabend  um  eins  glücklich  damit  fertig.  —  Lass  Dir  nun 
noch  in  aller  Eile  erzählen,  was  es  mit  der  andern  Arbeit,  die  mich 
am  Ostern  beschäftigte,  für  eine  Bewandtniss  hat.  In  den  Osterferien 
war  Kohlrauseh  ■■—  ein  Sohn  vom  Oberschulrath  und  Vetter  und  Schwager 
von  Schmalfuss  —  der  jetzt  Professor  in  Marburg  ist,  auf  vierzehn 
Tage  bei  Weber  zum  Besuch,  um  mit  ihm  gemeinschaftlich  eine  ex- 
perimentelle Untersuchung  über  Electricitii.t  zu  machen,  da  Weber  zu 
dem  einen  Theil  dieser  Untersuchung,  Kohlrausch  zu  dem  anderen 
Theil  derselben  die  Vorarbeiten  gemacht  und  die  Apparate  erdacht  und 
construirt  hatte.  Ich  nahm  an  ihren  Experimenten  Theil  und  lernte 
bei  dieser  Gelegenheit  Kohlrausch  kennen.  Kohlrausch  hatte  nun  einige 
Zeit  vorher  sehr  genaue  Messungen  über  eine  bis  dahin  unerforschte 
Erscheinung  (den  electrischen  Rückstand  in  der  Leidener  Flasche)  ge- 
macht und  verö.dentlieht  und  ich  hatte  durch  meine  ailgemeinen  Unter- 
suchungen über  den  Zusammenhang  zwischen  Electriciiät,  Licht  und 
Magnetismus  die  Erklärung  davon  gefunden.  Ich  sprach  nun  mit  IC. 
darüber  und  dies  war  die  Veranlassung,  dass  ich  die  Theorie  dieser 
Erscheinung  für  ihn  ausarbeitete  und  ihm  zuschickte.     Kohlrausch  hat 
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mir  nun  jetzt  sehr  freundlich  geantwortet,  itiii'  angeboten,  meine  Arbeit 
an  Poggendorff,  den  Herausgeber  der  Annalen  der  Physik  und  Chemie, 
in  Berlin  zum  Druck  zu  schicken,  und  mich  eingeladen  ihn  in  diesen 
llerbsti'erien  zu  besuchen,  am  die  Sache  weiter  zu  verfolgen.  Mir  ist 
diese  Sache  deshalb  wichtig,  weil  es  das  erste  Mal  ist,  wo  ich  meine 
Arbeiten  auf  eine  vorher  noch  nicht  bekannte  Erscheinung  anwenden 
konnte,  und  ich  hoffe,  dass  die  Veröffentlichung  dieser  Arbeit  dazu 
beitragen  wird,  meiner  grossere))  Arbeit  eine  günstig«  Aufnahme  zu 
verschaffen.  Hier  in  Quickborn  werde  ich  mich  nun  wohl  theils  mit 
dem  Druck  dieser  Arbeit,  da  mir  die  Üorrecturbogen  wahrscheinlich 
zugeschickt  werden,  theils  mit  der  Ausarbeitung  einer  Vorlesung  für 
nächstes  Semester  beschäftigen  müssen." 

Zu  dem  ersten  Theile  dieses  ihie.i'es  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
Riemann  die  Ausarbeitung  seiner  Probevorlesung  über  die  Hypothesen 
der  Geometrie  sieh  durch  sein  Streben,  allen,  auch  den  nicht  mathe- 
matisch gebildete!)  Mitgliedern  der  Facultät  möglichst  verständlich  zu 
bleiben,  wesentlich  erschwert  hat;  die  Abhandlung  ist  aber  hierdurch 
in  der  That  zu  einem  bewunderungswürdigen  Meisterstück  auch  in  der 
Darstellung  geworden,  indem  sie  ohne  Mittheilung  der  analytische)) 
Untersuchung  den  Gang  derselben  so  genau  angiebt,  dass  sie  nach 
diesen  Vorschriften  vollständig  hergestellt  werden  kann.  Gauss  hatte 
gegen  das  übliche  Herkommen  von  den  drei  vorgeschlagenen  Thematen 
nicht  das  erste,  sondern  das  dritte  gewählt,  weil  er  begierig  war  zu 
hören,  wie  ein  so  schwieriger  Gegenstand  von  einem  so  jungen  Manne 
behandelt  werden  würde;  nun  setzte  ihn  die  Vorlesung,  welche  alle 
seine  Erwartungen  Übertraf,  in  das  grösste  Erstaunen,  und  auf  dem 
Rückwege  aus  der  Faeultäts-Sitzung  sprach  er  sich  gegen  Wilhelm 
Weber  mit  höchster  Anerkennung  und  mit  einer  bei  ihm  seltenen  Er- 
regung über  die  Tiefe  der  von  Riemann  vorgetragenen  Gedanken  aus. 

Nach  einem  längeren  Aufenthalte  in  Quiekborn  kehrte  Riemann 
im  September  nach  Göttingen  zurück,  um  an  der  Naturforscher- Ver- 
sammlung Theil  zu  nehmen;  auf  Weber's  und  Stern's  Aufforderung 
entscbloss  er  sich,  in  der  mathematisch-  physikalisch  -astronomischen 
Section  einen  Vortrag  über  die  Verbreitung  der  Electricität  in  Nicht- 
leitern zu  halten.  Er  schreibt  darüber  an  seinen  Vater:  „Mein  Vor- 
trag kam  am  Donnerstag  an  die  Reihe,  und  da  für  diese  Sitzung 
unserer  Section  kein  anderer  angekündigt  war,  so  arbeitete  ich  die 
Sache  noch  den  Abend  vorher  etwas  weiter  aus,  um  die  gewöhnliche 
Zeit  der  Sitzungen  einigernnuisscn  auszufüllen.  Ich  hatte  anfangs  nur 
das  Gesetz,  welches  ich  mittheilen  wollte,  kurz,  angeben  wollen,  wandte 
es  aber  nun  noch  auf  mehrere  Erscheinungen  an  und  zeigte  die  TJeber- 
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einstiminung  mit  der  Erfahrung.  Mein  Vortrag  war  nun  freilich  in 
diesem  letzten  Th eile  weniger  fliessend,  aber  ich  glaube  doch,  dass  der 
Eindruck  des  Ganzen  durch  Hinzu  i'ügung  demselben  gewonnen  hat;  ich 
sprach  ungefähr  :)\  Stunden.  —  Dass  ich  hei  der  Versammlung  einmal 
öffentlich  gesprochen  habe,  hat  mir  wieder  etwas  mehr  Mutti  zu  meiner 
Vorlesung  gemacht;  doch  ha.be  ich  zugleich  gesehen,  wie  gross  der 
Unterschied  ist,  ob  man  schon  längere  Zeit  vorher  mit  seinen  Ge- 
danken in's  Keine  gekommen  ist,  oder  noch  unmittelbar  vorher  daran 
gearbeitet  hat.  Ich  hoffe  in  einem  halben  Jahre  schon  mit  mehr  Ruhe 
an  meine  Vorlesungen  zu  denken,  und  mir  nicht  wieder  meinen  Auf- 
enthalt in  Quickborn  und  mein  Zusammensein  mit  Euch  so  dadurch 
verleiden  zu  lassen,  wie  das  letzte  Mal."  Auch  mit  Kohlrausch  war 
er  in  Göttingen  wieder  zusammengetroffen:  nach  einem  weiteren  Brief- 
wechsel entschloss  sich  aber  Riemann,  auf  die  Veröffentlichung  seines 
Aufsatzes  über  den  flock  stand  in  der  Leidener  .[''lasche  zu  verzichten, 
vermuthlich  weil  er  nicht  gern  auf  eine  ihm  angerathene  Abänderung 
desselben  eingehen  wollte.  Statt  dessen  erschien  in  Poggendorff's  An- 
nalen  der  Aufsatz  über  die  Theorie  der  Nobiü'sehen  I'arbenringe,  über 
welchen  er  an  seine  ältere  Schwester  Ida  schreibt:  „Es  ist  dieser 
Gegenstand  deshalb  wichtig,  weil,  sich  hiernach  sehr  genaue  Messungen 
anstellen  und  die  Gesetze,  nach  denen  die  Kiectvicität  sich  bewegt,  sehr 
genau  daran  prüfen  lassen." 

In  demselben  Briefe  vom  9.  October  1854  schreibt  er  mit  grosser 
Freude  von  dem  Zustandekommen  seiner  ersten  Vorlesung,  zu  welcher 
über  sein  Erwarten  viele  Zuhörer,  etwa  acht,  sich  gemeldet  hatten. 
Der  Gegenstand  derselben  war  die  'Theorie  der  partiellen  Diliorential- 
gleichungen  mit  Anwendungen  auf  physikalische  Probleme;  als  Vorbild 
dienten  ihm  der  Hauptsache  nach  die  Vorlesungen,  welche  Dirichlet 
unter  gleichem  Titel  in  Berlin  gehalten  hatte.  Ueber  seinen  Vortrag 
schreibt  er-  am  18.  November  185-1  seinem  Vater:  „Mein  Lehen  hat 
hier  jetzt  nach  und  nach  eine  ziemlich  regelmässige  und  einförmige 
Gestalt  angenommen.  Meine  Collegia  habe  ich  bis  jetzt  regelmässig 
halten  können,  meine  anfängliehe  .Befangenheit  hat  sich  schon  ziem- 
lieh gelegt  und  ich  gewöhne  mich  daran,  mehr  an  die  Zuhörer,  als 
an.  mich  dabei  zu  denken,  und  in  ihren  Mienen  zu  lesen,  ob  ich  vor- 
wärts gehen  oder  die  Sache  noch  weiter  auseinander  setzen  muss." 
Es  ist  indessen  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  der  mündliehe  Vor- 
trag ihm  in  den  ersten  Jahren  seiner  akademischen  Lehrtbätigkeit 
grosso  Schwierigkeiten  verursachte.  Seine  glänzende  Denkkraft  und 
voraluicnde  'Phantasie  Hess  ihn  meist,  was  besonders  bei  zufälligen 
mündlichen   Unterhaltungen   über   wissenschaftliche    Gegenstände  zum 
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Vorschein  kam,  sehr  grosse  Schritte  nehmen,  (Ionen  man  nicht  so  leicht 
folgen  konnte,  und  wenn  man  ihn  zu  einer  näheren  Erörterung  einiger 
Zwischenglieder  seiner  Schlüsse  aufforderte,  so  konnte  er  stutzig  wer- 
den und  es  verursachte  ihm  einige  Mühe,  sich  in  den  langsameren 
Gedankengang  des  Anderen  zu  fügen  und  dessen  /weite]  rasch  zu  be- 
seitigen. So  hat  ihn  auch  bei  seinen  Vorlesungen  die  Beobachtung 
der  Mienen  seiner  Zuhörer,  von  der  er  oben  schreibt,  oft  empfindlich 
gestört,  wenn  er,  bisweilen  ganz  gegen  sein  Erwarten,  sich  genÖthigt 
einen  für  ihn  fast  selbstverständlichen  Punkt  noch  besonders 
)ies  hat  sich  aber  nach  längerer  Hebung  verloren,  und 
die  verhältnissmässig  grosse  Zahl  seiner  Schüler  ist  nicht  blos  der  An- 
ziehung skra  IL  seines  durch  die  tiefsinnigsten  Werke  berühmt  gewordenen 
Namens,  sondern  auch  seinem  Vort-rn-ge  zuzuschreiben,  auf  den  er  sieh 
stets  sehr  sorgfältig  vorbereitete,  und  durch  welchen  es  ihm  gelang, 
seine  Zuhörer  über  die  grossen  Schwierigkeiten  hin  wegzuführen,  die 
sich  dem  Eindringen  in  die  von  ihm  geschaffenen  neuen  Principien 
entgegenstellen. 

Am  23.  Februar  1.855  starb  Gauss,  und  bald  darauf  wurde  Lejeune 
Dirichlet  von  Berlin  nach  Göttingen  berufen.  Bei  dieser  Gelegenheit 
wurde  von  mehreren  Seiten,  aber  vergeblich  dahin  gewirkt,  dass 
Rieniami  zum  ausserordentlichen  Professor  ernannt  werden  mochte; 
erreicht  wurde  mir,  dass  ihui  eine  Remuneration  von  jährlich  200  Tha- 
ler von  der  Regierung  ausgesetzt  wurde;  so  gering  diese  Summe  war. 
eine  so  wichtige  Erleichterung  gewahrte  sie  Riemaim,  der  in  dieser 
und  der  nächsten  Zeit  wohl  oft  mit  düsterem  Blick  in  die  Zukunft 
schaute.  Es  begann  eine  Reihe  von  traurigen  Jahren,  in  denen  ihn 
ein  schmerzlicher  Schlag  nach  dem  anderen  traf.  Noch  im  Jahre  1855 
verlor  er  seinen  Vater  und  eine  Schwester,  Clara;  die  alte,  so  innig 
geliebte  Heimath  in  Quiekborn  wurde  verlassen,  seine  drei  Schwestern 
zogen  zu  dem  Bruder  Wilhelm  nach  Bremen,  der  dort  Poataecretair 
war  und  von  jetzt  an  die  Sorge  für  die  Erhaltung  der  Familie  über- 
nahm. 

Riemann  wandte  sich  jetzt  mit  erneutem  Eifer  wieder  seinen  schon 
in  den  Jahren  1851  und  1852  begonnenen  Untersuchungen  über  die 
Theorie  der  Abel'scheu  Functionen  zu  und  machte  dieselbe  zum  ersten 
Male  von  Michaelis  1855  bis  Michaelis  1850  mm  Gegenstande  seiner 
Vorlesungen,  an  denen  drei  Zuhörer,  Schering,  Bjerknes  und  sein 
College  Dedekind  Theil  nahmen.  Im  Sommer  185G  wurde  er  zum 
Assessor  der  ms» thematischen  C lasse  der  Göttinger  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  ernannt;  als  solcher  überreichte  er  am  2.  November 
seine  Abhandlung  über  die  Gauss'sche  lleihe  und  schrieb  an  demselben 
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Jnider:  „Auch  hoffe  ich,  dass  meine  Arbeiten  mir  Früchte 
tragen  sollen.  Meine  Abhandlung  ist,  wie  ich  Dir  schon  schrieb,  jetzt 
zum  Druck  fertig,  und  vielleicht  wird  sie  die  Sozietät  in  ihren  Schrif- 
ten drucken  hissen,  allerdings  eine  grosse  Ehre,  da  diese  in  den  letzten 
50  Jahren  nur  mathematische  Abhandlungen  von  Ga.uss  enthalten  haben. 
Die  mathematische  Hection  der  Societüt,  bestehend  ans  "Weber,  Ulrich 
und  Diriehlet  wird  wenigstens  nach  Weber's  Aeusserungen  wohl  auf 
den  Druck  meiner  Abhandlung  antragen.  —  Mit  meinen  Vorlesungen, 
cl.  h.  mit  dem  Besuch  derselben,  bin  ich  ziemlich  zufrieden,  besonders 
bei  der  geringen  Zahl  der  neu  angekommenen  Studenten.  Es  sind  gar 
keine  Mathematiker  unter  diesen  und  das  ist  auch  wohl  der  Grund, 
dass  Dedekind  und  Westphal  ihre  Privat  Vorlesungen  nicht  zu  Stande 
bekommen  haben.  Die  Anzahl  meiner  Zuhörer  betrug  nun  an  den  vier 
Tagen,  an  denen  ich  gelesen  habe,  erst  drei,  dann  vier  und  die  letz- 
ten beiden  Male  fünf;  doch  war  hierunter  wohl  ein  Hospitant.  Sehr 
lieb  ist  es  mir,  dass  ich  diesmal  auch  einige  Zuhörer  aus  den  ersten 
Semestern  habe,  nicht  wie  sonst  bloss  aus  dem  sechsten  und  späteren 
Semestern,  weil  ich  dies  als  ein  Zeichen  betrachte,  dass  meine  Vor- 
lesungen leichter  verständlich  werden.  Bei  alledem  kann  ich  noch 
nicht  behaupten,  dass  meine  Vorlesungen  zu  Stande  gekommen  sind; 
denn  es  hat  sich  noch  Niemand  bei  mir  gemeldet  und  ist  also  immer 
noch  möglich,  dass  meine  Herrn  Zuhörer  mich  im  Stiche  lassen.  — 
Meine  freie  Zeit  werde  ich  von  jetzt  an  ganz  auf  die  Arbeit  über  die 
Abel'schen  Functionen,  von  der  ich  Dir  erzählt  habe,  verwenden.  Kurz 
vor  meiner  Wiederankunft  hier  in  Göttingen  ist  auch  der  Haupt- 
redacteur  des  mathematischen  Journals,  der  Dr.  Borchardt  aus  Berlin, 
hier  gewesen  und  hat  mir  durch  Diriehlet  und  Dedekind  die  Auf- 
forderung zugehen  lassen,  ihm  doch  so  bald  wie  möglich  eine  Dar- 
stellung meiner  Untersuchungen  über  die  Abel'schen  Functionen,  sie 
sei  so  roh  wie  sie  wolle,  zu  schicken.  Weierstrass  ist  jetzt  stark  im 
Publiciren,  doch  enthält  das  jetzt  veröffentlichte  Heft,  von-dem  Scherk 
mir  erzählte,  nur  die  ersten  Vorbereitungen  zu  seiner  Theorie." 

In  der  That  widmete  er  sieh  nun  mit  allen  Kräften  der  Aus- 
arbeitung dieses  Werkes,  so  dass  er  die  ersten  drei  kleineren  Abhand- 
lungen am  18.  Mai,  die  vierte  grössere  am  2.  Juli  1857  im  Manuscript 
nach  Berlin  abschicken  konnte;  allein  durch  die  übermassige  An- 
strengung hatte  seine  Gesundheit  si'hr  gelitten,  und  er  befand  sich  am 
Ende  des  Sommer  Semesters  in  einem  Zustande  geistiger  Abspannung, 
der  seine  Stimmung  im  höchsten  Grade  verdüsterte.  Zur  Erfrischung 
und  Stärkung  seiner  Gesundheit  nahm  er  für  einige  Wochen  seinen 
Aufenthalt  in  Harzburg,  wohin  ihn  sein  Freund  Bitter  (damals  Lehrer 
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an  dem  Polyteehnieuin  zu  Hannover,  jetzt  Professor  in  Aachen)  auf 
einige  Tage  begleitete,  und  wohin  ihm  später  sein  College  Dedekind 
folgte,  mit  dem  er  viele  Spaziergänge  und  auch  grössere  Ausflüge  in 
den  Harz  machte.  Auf  solchen  Spaziergängen  erheiterte  sich  seine 
Stimmung,  sein  Zutrauen  zu  Anderen  und  zu  sich  selbst  wuchs;  sein 
harmloser  Scher?  und  seine  rückhaltlose  Unterhaltung  über  wissen- 
schaftliche Gegenstände  machten  ihn  zu  dem  liebenswürdigsten  und 
anregendsten  Gesellschafter.  In  dieser  Zeit  wandten  sich  seine  Ge- 
danken wieder  der  Naturphilosophie  zu,  und  eines  Abends  nach  der 
Rückkehr  von  einer  au  streng  enden.  Wanderung  griff  er  zu  Brewster's 
Life  of  Newton,  und  sprach  lange  mit  Bewunderung  über  den  Brief 
an  Bentley,  in  welelieiu  Newton  selbst  die  Unmöglichkeit  unmittelbarer 
Fern  Wirkung  behauptet. 

Bald  nach  seiner  Rückkehr  nach  Göttingen  wurde  er  am  9.  No- 
vember 1857  zum  ausserordentlichen  Professor  in  der  philosophischen 
Facultät  ernannt,  und  seine  Remuneration  von  200  Thaler  auf  300 
Thaler  erhöht.  Aber  fast  gleichzeitig  erschütterte  ihn  auf  das  Tiefste 
der  Tod  seines  innig  geliebten  Bruders  Wilhelm;  er  übernimmt  nun 
ganz  die  Sorge  für  seine  drei  noch  lebenden  Schwestern  und  dringt 
inständig  darauf,  dass  sie  noch  im  Laufe  des  Winters  zu  ihm  nach 
Göttingen  übersiedeln;  dies  geschah  auch  im  Anfang  März  1858,  aber 
erst  nachdem  ihnen  die  jüngste  Schwester,  Marie,  noch  durch  den  Tod 
entrissen  war.  Nach  so  vielen.  Selrick-alssclilägen  trug  das  Zusammen- 
leben mit  den  Schwestern  wesentlich  zur  Besserung  seiner  tief  nieder- 
gedrückten Üerailthsstimmung  bei,  und  die  Anerkennung,  welche  von 
nun  an,  wenn  auch  langsam,  seinen  Werken  auch  in  weiteren  Kreisen 
zu  Theil  wurde,  hob  allmälich  sein  gesunkenes  Selbstvertrauen  und 
Hess  ihn  frischen  Muth  zu  neuen  Arbeiten  finden.  Schon  vorher  hatte 
er  den  später  viel  besprochenen  Aufsatz  „Ein  Beitrag  zur  Electro- 
dynamik"  verfasst,  über  welchen  er  seiner  Schwester  ida  schreibt: 
„Meine  Entdeckung  über  den  Zusammenhang  zwischen  Elcctricität  und 
Lieht  habe  ich  hier  der  KÖm'gl.  Societät  übergeben.  Nach  manchen 
Aeusserungen ,  die  ich  darüber  vernommen,  muss  ich  schliessen,  dass 
Gauss  eine  andere  von  der  meinigen  verschiedene  Theorie  dieses  Zu- 
sammenhangs aufgestellt  und  seinen  nächsten  Bekannten  mitgetheül. 
hat.  Ich  bin  aber  völlig  überzeugt,  dass  die  mehlige  die  richtige  ist 
und  in  ein  paar  Jahren  allgemein  als  solche  anerkannt  werden  wird." 
Er  hat  bekanntlich  diese  Arbeit  bald  wieder  zurückgezogen  und  auch 
später  nicht  veröffentlicht,  wahrscheinlich  weil  er  selbst  mit  der  in  ihr 
enthaltenen    Ableitung  nicht  mehr  zufrieden  war. 

In  den  Herbstforieii  .1858  machte  er  die  Bekanntschaft  der  italieni- 
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scheu  Mathematiker  Briosehi,  üetti  und  Gasorati.  welche  damals  eine  Reise 
durch  Deutschland  machten  und  auch  einige  Tage  in  Göttingen  verweil- 
ten; diese  Verbindung  sollte  später  in  Italien  wieder  angeknüpft  werden. 

In  diese  Zeit  fiel  die  Erkrankung  Diriehlet's,  welcher  seinen  langen 
Leiden  am  5.  Mai  1859  erlag.  Er  hatte  von  Anfang  an  das  leb- 
hafteste persönliche  Interesse  für  Riemann  empfunden  und  bei  allen 
Gelegenheiten  bethätigt,  wo  er  auf  eine  Verbesserung  der  ausserl.iclien 
Verhältnisse  Riemann's  hinwirken  konnte.  Inzwischen  war  des  Letz- 
teren wissenschaftliche  Bedeutung  so  allgemein  anerkannt,  dass  die 
Regierung  nach  Dirichlet's  Tode  von  der  Berufung  eines  auswärtigen 
Mathematikers  absah:  Ostern  1.859  wurde  für  Riemann  eine  Wohnung 
in  der  Sternwarte  eingeräumt,  am  30.  Juli  wurde  er  zum  ordentlichen 
Professor  ernannt  und  im  December  einstimmig  zum  ordentlichen  Mit- 
gliede der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  erwählt.  Schon  vorher,  am 
11.  August,  hatte  die  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  ihn  zum  corre- 
spondirendenMitgiiede  in  der  physikalisch-mathematischen  (.'lasse  ernannt, 
und  dies  veranlasste  ihn,  im  September  in  Ded.ekind's  Gesellschaft  nach 
Berlin  zu  reisen,  wo  er  von  den  dortigen  Gelehrten,  Kummer,  Borchardt, 
Kronecker,  Weierstrass  mit  Auszeichnung  und  grosser  Herzlichkeit 
aufgenommen  wurde.  Eine  Folge  seiner  Ernennung,  welcher  später, 
im  März  1866,  die  Wahl  zum  auswärtigen  Mitgliede  gefolgt  ist,*)  und 
dieses  Besuchs  war  es,  dass  er  im  October  seine  Abhandlung  über  die 
1  läiiligkeit.  der  Primzahlen  der  Berliner  Akademie  einreichte  und  einen, 
nach  seinem  Tode  veröffentlichten  Brief  über  die  vielfach  periodischen 
Functionen  an  Weierstrass  richtete. 

Einen  Monat  später  übergab  er  der  Gf.Htin.get'  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  seine  Abhandlung  über  die  Fortpflanzung  ebener  Luft- 
wellen von  endlicher  Beliwingnngsweito. 

In  den  Ostcrferien  ISI'iO  machte  er  eine  Reise  nach  Paris,  wo  er 
sich  vom  26.  März  ab  einen  Mona!  aufhielt;  leider  war  das  Wetter 
sehr  rauh  und  unfreundlich,  noch  in  der  letzten  Woche  gab  es  mehrere 
Tage  hinter  einander  Schnee  und  Hagel,  so  dass  die  Besichtigung  von 
Merkwürdigkeiten  oll  geradezu  unmöglich  war.  Dagegen  war  er  sehr 
zu  frieden   mit   der    freundlichen   Aufnahme    von    Seiten    der  Pariser  Ge- 


*)  Bezüglich  der  äusserlichen  Auszeichnungen ,  deren  Kiemann  theilhaftig 
geworden  ist,  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  die  .liLLierische-  Akademie  der 
Wissenschaften  ihn  am  28.  November  1SÜ9  zum  coiTesiiondireiiden,  am  28.  No- 
vember 18Qü  zum  ordentlichen  Mitgliede,  ferner  dass  die  Variser  Akademie  ihn 
am  iy.  März  1866  zu  ihrem  correspendinaiden  Mitgliede  ernannte;  ebenso  wurde 
er  am  14.  Juni  1866,  kurz  vor  seinem  Tode,  von  der  Londoner  Royal  Society  zu 
deren  auswärtigem  Mitgliede  erwählt. 
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lehrten  Serret,  Bertrand,  Hermitc,  Puiseux  und  Briot,  bei  welchem  er 
einen  Tag  auf  dem  Lande  in  Chatenay  mit  Bouqnet  sehr  angenehm 
verlebte. 

In  demselben  Jahre  vollendete  er  seine  Abhandlung  über  die  Be- 
wegung eines  flüssigen  Ellipsoide*  und  wendete  sich  der  Bearbeitung 
der  von  der  Pariser  Akademie  gestellten  Preisuufgabe  über  die  Theorie 
der  Wärmeleitung  zu,  für  welche  er  durch  seine  Untersuchungen  über 
die  Hypothesen  der  Geometrie  schon  früher  die  Grundlagen  gewonnen 
hatte.  Im  Juni  1861  sandte  er  seine  in  lateini silier  Sprache  al.tgefasste 
Lösung  unter  dem  Motto  „Et  his  prineipiis  via  sternitur  ad  majora" 
ein;  dieselbe  errang  indessen  den  Preis  nicht,  weil  es  ihm  an  Zeit  ge- 
fehlt hatte,  die  zur  Durchführung  uöthige  Rechnung  vollständig  mit- 
zuth  eilen. 

Das  in  den  letzten  Jahren  ungetrübte,  glückliche  Leben,  dessen 
Riemann  sich  erfreuen  durfte,  erreichte  seinen  Höhepunkt,  als  er  sich 
am  3.  Juni  1862  mit  Fräulein  Elise  Koch  aus  Körchow  in  Mecklen- 
burg-Schwerin, einer  Prcundin  seiner  Schwestern  verheirathete ;  es  war 
ihr  beschieden,  die  bevorstehenden  Jahre  des  Leidens  mit  ihm  zu 
theilen  und  durch  unermüdliche  Liebe  zu  verschönern.  Schon  im  Juli 
desselben  Jahres  befiel  ihn  eine  Brustfellentzündung,  von  welcher  er 
scheinbar  zwar  sich  rasch  erholte,  welche  aber  doch  den  Keim  zu  einer 
Lungenkrankhoit  zurücldiess,  die  sein  frühes  Ende  herbei  führen  sollte. 
Als  ihm  von  den  Aerzten  ein  längerer  Aufenthalt  im  Süden  zur  Heilung 
au  gerat  li  eu  war,  gelang  es  de}'  dringenden  Verwendung  von  Wilhelm 
Weber  und  Sartorius  von  Walter sh aus en ,  von  der  Regierung  nicht  nur 
den  erforderlichen  Urlaub,, sondern  auch  eine  ausreichende  Unterstützung 
zu  einer  Heise  nach  Italien  für  ihn  auszuwirken,  welche  er  im  No- 
vember 1862  antrat.  Durch  Sartorius  von  Walter  sh  aus  en  auf  das 
Wärmste  empfohlen,  fand  er  das  freundlichste  Entgegenkommen  in 
der  Familie  des  (Jonsuls  Jäger  in  Messina,  auf  deren  Villa  in  der  Vor- 
stadt Gazzi  er  den  Winter  verlebte.  Sein  Befinden  besserte  sich  rasch, 
und  er  konnte  Ausflüge  nach  Taormina,  Catania  und  Syracus  unter- 
nehmen. Auf  der  Rückreise,  welche  er  am  19.  März  1863  antrat,  be- 
suchte er  Palermo,  Neapel,  Rom,  Livorno,  Pisa,  Florenz,  Bologna, 
Mailand;  bei  längerem  Aufenthalte  in  diesen  Städten,  deren  Kunst- 
schätze und  Alterthümer  sein  grösstes  Interesse  erweckten,  machte  er 
zugleich  Bekanntschaft  mit  den  bedeutendsten  Gelehrten.  Italiens,  und 
namentlich  schloss  er  sich  mit  inniger  Freundschaft  an  Professor  Enrico 
Betti  in  Pisa  an,  den  er  schon  im  Jahre  1858  in  Göttingen  kennen 
gelernt  hatte.  Ueberhaupt  bildet  der  mehrjährige  Aufenthalt  Riemann' s 
in   Italien,    so    traurig   die   nächste    Veranlassung    desselben   auch    war, 
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die  Berichte  in  derjenigen  Sprache  drucken  zu  lassen,  in  welcher  sie  uns 
vom  Verfasser  zugehen  und  van  der  sich  annehmen  liisst,  dass  sie  Gelehxten- 
kreisen  aller  Länder  zugänglich  ist,  wobei  wir  neben  der  deutschen,  vor- 
zugsweise die  französische,  englische  und  italienische  Sprache  im  Auge  haben. 

Unserm  Unternehmen  wird  wohl  auch  eine  entschiedene  Bedeutung 
in  Rücksicht  auf  die  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  zu- 
gesprochen werden  dürfen.,  wenn  auch  nur  einigermassen  auf  Vollständigkeit 
in  der  Sammlung  der  Referate  über  mathematische  Schriften  aller  Länder 
gerechnet  werden  könnte;  wir  lieginnen  deshalb,  um  unser  „Eepertorium" 
erst  hinreichend  bekannt  werden  zu  lassen,  mit  den  Referaten  über  die 
vom  1.  Januar  1875  ab  erschienenen  Bücher  und  Abhandlungen  und  wen- 
den uns  nunmehr  an  alle  Schriftsteller  auf  dem  Gebiete  der  reinen  und 
au  gewandten  Mathematik  mit  der  ergebensten  Bitte,  über  die  im  letzten 
Jahre  von  ihnen  veröffentlichten  wissenschaftlichen  Arbeiten,  mögen  die- 
selben als  selbständige  fVhriLtcn  oder  in  Zeitschriften  erschienen  sein,  recht 
bald  und  über  die  weiteren  Veröffentlichungen  womöglich  unmittelbar  nach 
deren  Erscheinen  Referate  ;iu  die  Unterzeichne  Leu  gefälligst  einsenden  au  wollen. 

Drksotjn,  kiimgl.  Polytechnikum. 

Dr.  Leo  Königsberger.  Dr.  Gustav  Zeuner. 


Bezugnehmend  auf  die  obigen  Ausführungen  der  Herren  Heraus- 
geber des  „Repertoriums"  beschränken  wir  uns  darauf  zu  erklären,  dass, 
was  in  unsern  Kräften  steht:,  geschehen  soll,  um  dem  Unternehmen  eine 
möglichst  grosse  Verbreitung  zu  geben  und  richten  auch  unsererseits  au 
die  Herren  Autoren  die  ergebenste  Bitte,  durch  eine  recht  grosse,  womög- 
lich allgemeine  Beteiligung  und  eine  regelmässige  Zusendung  der  Berichte 
diesem  Unternehmen  einen  wissenschaftlichen  Werth  zu  sichern,  damit  das 
„Eepertorium"  nach  einiger  Zeit  ein  unentbehrliches  Nach  seh  lagebuch  für 
jeden  Forscher  auf  dem  Gebiete  der  exaet.en  Wissenschaften  werde. 

Wir  werden  das  „Eepertorium"  zunächst  in  zwanglosen  Heften  er- 
seheinen lassen  und  bitten  die  Herren  Schriftsteller,  ihre  Referate  einem 
der  beiden  Herren  Herausgeber 

Dr.  Leo  Koenigsberger  Dr.  Gustav  Zeiiner 

Dresden,  König].  Polytechnikum 
gütigst  zukommen  zu  lassen. 

Beslrlhtinjert  auf  das  ,J'i-pi'iioriirnt'\  jvr  ■/celeltes  ein  milgliehst  niedriger 
Preis  ge.üeMl  werden  wird,  nehmen  alle  Ihiehliartdla.ngen  des  Iii-  and  Aus- 
landes entgegen. 

Die  Verlagsbuchhandlung 

B.  Gr.  Teubner  in  Leipzig. 
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